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一 
本 书 如 有 缺 页 、 倒 页 、 脱 页 等 遍 量 问 题 , 请 到 所 购 图 书 销 售 部 门 联系 调换 。 
版 权 所 有 人 课 权 尼 究 


第 二 版 序言 


本 书 的 第 一 版 是 我 们 在 几 年 的 载 学 基础 上 编写 的 ， 其 中 意 若 干 不 当 之 处 在 
第 二 次 印 币 中 作 了 更 正 . 尽管 如 此 ， 书 中 仍 存 在 一 些 问 题 ， 如 某 些 词 回 和 个 别 
习 旦 手 述 大 又 ， 少 量 难 度 较 大 的 习题 不 送 于 多 数 使 用 省 等 ， 针 对 这 些 问 题 ， 我 
们 第 了 必要 的 文字 上 的 修改 ， 较 难 的 习题 用 星 号 标 出 ， 以 及 给 以 适当 的 提示 ， 
赵 春 来 教授 曾 两 次 使 用 过 此 教材 ， 也 发 现 一 些 不 当 之 处 ， 第 二 版 是 经 赵 春 来 教 
授 修 改 而 成 的 .作者 衣 心 感谢 所 有 的 使 用 者 对 于 本 版 提出 进一步 的 意见 . 


作者 
2000 年 3 月 


中 


前 


本 书 是 从 我 们 近 几 年 编号 的 讲义 经 过 修改 、 和 补充 而 成 的 ， 目 的 是 介绍 代数 
学 最 基本 的 知识 . 

群 、 环 、 模 与 域 是 四 个 基本 的 代数 结构 . 对 于 它们 的 了 解 不 但 一 般 数学 工作 
者 是 必要 的 ， 对 于 要 用 代数 的 科学 工作 者 也 是 必要 揭 . 我 们 在 第 一 章 到 第 七 这 
中 给 出 了 这 四 个 代数 结构 的 基本 性 质 . 第 八 间 简章 地 介绍 了 各 罗 瓦 理论 ， 我 们 
认为 这 是 一 般 数学 工作 者 应 该 掌握 的 知识 ， 第 妃 章 对 多 重 线性 代数 作 了 初步 的 
介绍 . 多 重 线性 代数 应 该 是 线性 代数 的 一 部 分 ,不 过 很 据 我 们 的 经 验 ， 要 真正 理 
解 这 部 分 内 容 需 要 一 定 的 数学 的 成 热 性 ， 到 之 ， 放 在 本 书 的 最 后 供 读者 参考 . 
初等 数论 和 集会 论 的 某 些 知识 是 学 习 代 数 的 必要 的 准备 ， 考 虑 到 不 同 的 读者 对 
它们 有 不 同 程度 的 了 解 ， 因 之 在 第 零 章 中 我 们 罗列 了 这 两 方面 必要 的 事实 . 

本 书 的 取材 大 体 上 相当 于 一 个 学 年 课程 的 教材 ， 当然 ， 如 果 用 作 教材 ， 那 
么 载 师 可 以 根据 学 生 的 情况 适当 选取 其 中 的 一 部 分 ， 辟 如， 在 学 生 已 经 掌握 了 
第 一 章 的 内 容 之 后 ， 第 二 章 到 第 七 章 的 内 容 可 以 安排 成 一 个 学 期 课程 ; 或 者 ， 
在 学 生 掌 握 了 必要 的 群 、 环 、 模 的 知识 之 后 ， 第 七 、 八 章 可 以 用 作 介绍 如 罗 丽 
理论 的 教材 ， . 

每 一 章 都 附 有 足够 数量 的 习题 ， 其 中 大 部 分 是 基本 的 ， 也 有 少量 的 难度 较 
大 ， 读 考 可 以 选择 一 部 分 来 做 . 

本 书 的 初稿 在 北京 大 学 数学 系 已 用 过 多 次 ， 每 次 用 完 后 都 作 了 修改 ， 我 们 
始终 是 不 很 满意 的 .、 今天 整理 出 来 正式 出 版 ， 并 不 是 由 于 我 们 认为 它 已 经 是 一 
本 成 熟 的 教材 , 而 是 考 趾 到 目前 这 样 一 个 内 容 的 参考 书 太 少 , 拿 出 来 对 于 学 习 代 
数 的 人 可 能 有 些 好 处 ， 我 们 希望 在 有 更 多 的 人 使 用 的 基础 上 作 进 一 步 的 修改 . 

本 书 的 初稿 及 逐年 的 修改 稿 在 北京 大 学 数学 条 讲授 过 程 中 ， 石 生 明 、 葛 以 
中 、 丘 维 声 等 同志 提出 过 宝贵 的 修改 意见 .在 最 后 定稿 前 ， 南 京 大 学 周 伯 壕 先 
生 仔 细 审 疗 了 全 书 , 提出 了 很 好 的 意见 ,对 他 们 的 帮助 ,我们 表示 训 心 的 感谢 . 


作者 于 北京 大 学 中 关 园 
1987 年 2 月 
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第 零 章 集合 与 整数 


集合 是 数学 的 基本 概念 之 一 它 是 具有 一 定 属性 的 事物 形成 的 一 个 集体 ， 
根据 这 属性 可 以 区 别 一 个 事物 属于 或 不 属于 这 个 集合 ， 鲍 如 空间 的 点 集 、 实 系 
数 多 项 式 集合 、 定 义 在 区 间 [0, 1 上 的 实 函数 集合 等 . 本 章 主要 讨论 一 个 集合 上 
的 等 价 关 系 、 偏 序 关系 以 及 整数 的 算术 性 质 ， 关 于 集合 的 子 集 、 父 集 、 并 集 以 
及 一 个 集合 到 另 一 个 集合 的 映射 等 概念 ， 在 高 等 代数 课程 中 已 有 介绍 ， 这 里 不 
再 重复 . 


$1 集合 上 的 等 价 关系 


在 一 个 集合 的 元 素 之 问 常常 存在 某 种 关系 ， 例 如， 两 个 nxn 的 复 矩 阵 的 
相似 或 不 相 亿 ;， 空间 两 直线 平行 或 不 平行 ， 数 学 分 析 中 两 个 柯 西 序列 的 等 价 或 
不 等 价 ， 都 是 特殊 集合 上 的 重要 关系 . 

设 5S 为 一 非 空 集 合 ， a,5,c,-… 表示 它 的 元 素 ， 设 在 5 中 仁 意 两 个 元 素 之 
间 存 在 {或 不 存在 ) 某 种 属性 R. 只 要 R 满足 下 面 的 条 件 ， 即 对 于 5 中 任 一 对 
有 次 序 的 元 素 a,5 来 说 ， 4,b 有 这 种 属性 及 或 者 4, 没有 这 种 属性 R, 这 两 者 
必定 有 一 成 立 而 且 只 有 一 成 立 ,那么 我 们 说 是 集合 5S 上 的 - 个 二 元 关系 , 或 
简称 关系 . 若 a,6 有 关系 民 , 则 记 作 a Rb 

上 面 列举 的 “相似 " 、 “平行 " 和 “等 价 ”都 是 它们 的 相应 集合 上 的 二 元 关 
系 ， 又 如 ， 实 数 集合 上 的 大 小 关系 “<”, 整数 集合 上 的 整除 关系 ab 都 是 该 集合 
上 的 二 元 关系 . 再 如 一 个 非 空 集合 5 中 元 素 之 间 的 相等 (或 不 相等 ), 子 集 之 间 
的 包含 (或 不 包含) 分 别 是 5 上 和 5 的 笃 集 P(S) 上 的 二 元 关系 .所 谓 S 的 器 
集 P(S) 就 是 5S 的 所 有 子 集 作 元 素 构成 的 集合 . 

非 空 集合 5 上 一 个 二 元 关系 电 还 可 用 入 卡尔 秩 Sx5 的 一 个 子 集 了 表示. 
工 规定 如 下 

工 ={(le 攻 <Sx5la05 有 关系 五 }. 


于 是 可 以 说 ， 元 素 8 有 关系 互 当 且 仅 当 (o, 世 < 7. 了 称 为 关系 及 在 Sx5 中 
的 图 象 . 反之 ，5 x 8 的 任 一 子 集 了 可 以 给 出 5 上 的 一 人 个 二 元 关系 五 : 称 元 素 
a,b 有 关系 RR 当 且 仅 当 (@, ET. 由 此 可 知 忆 满足 二 元 关系 的 条 件 . 

按照 矩阵 的 相似 关系 可 以 将 nx n 复 矩 阵 分 成 若 于 相似 类 ， 使 之 每 一 类 有 
一 个 标准 形 作 为 代表 ; 按照 柯 西 序 麟 的 等 价 关系 可 以 将 柯 西 序列 分 成 一 些 等 价 
类 ， 使 之 每 一 类 代表 一 个 实数 . 这 些 部 是 数学 中 常见 的 基本 方法 ，“ 相 似 ” 和 和 
“等 价 ", 它们 有 三 条 共性 ， 就 是 反 身 性 、 对 称 性 和 传递 性 . 

定义 1 如 果 一 个 非 空 集合 8 的 一 个 二 元 关系 满足 下 州 三 条 : 
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1) 反 身 性 a Roa, 对 所 有 a&e 5; 

2) 对 称 性 若 a Rb, 则 bRa; 

3) 传递 性 若 a Rb 且 bRc, 则 aRe; 
则 称 瑟 是 3 的 一 个 等 价 关 系 . 等 价 关 系 RR 通常 记 成 “~”. 

显然 ，“ 相 亿 ”、 “平行 ”、“ 柯 西 序列 等 价 ”都 是 等 价 关系 .但 是 “<” 和 
“al 加 则 不 是 等 价 关 系 ， 而 “=” 和 “ojp 且 la” 是 等 价 关系 . 

如 果 非 空 集合 5 的 一 组 子 集 {S | & 站 ,了 为 指标 集 ， 满 足下 列 条 件 : 

1) S= (js; 

入 E 了 

2) SNS, 一 四 入 关 帮 入 下手 天 
则 {$s} 叫做 5 的 一 个 划分 . 

非 空 集合 5S 的 任 一 个 等 价 关 系 ~ 确定 9 的 一 个 划分 如 下 : 对 每 个 元 素 
a &€ 9, 规定 

Sa = {rES|r~ 0). 


这 样 得 到 5 的 一 组 子 集 {S56 1a € 5}. 证 明 它 足 3 的 一 个 划分 ， 首先， 由 于 反 身 

性 ，a ~ a. 所 以 ae 5。, 于 是 $= | So. 其 次 证 明 , 若 San Ss 关 则 a~5b 量 
WES 

9 = 9. 设 S65s 关 甸 到 一 个 ce Ser 56, 于 是 c~a,c~b, 由 对 称 性 ，a& ~ co， 

再 由 传递 翌 ， 得 a ~ 六 其 次 对 任 一 元 素 € 56, 有 了 一 二 由 传递 性 得 ~ b, 从 

而 ze ,所 以 5, C 3S. 再 由 对 称 性 ，b ~ o, 同 理 得 $s C Se, 所 以 Se = 9. 由 

此 可 知 {Ss |a € 3}, 把 重复 的 去 掉 之 后 ， 就 是 5 的 一 个 划分 ， 这 个 划分 中 的 等 

个 元 素 叫做 由 等 价 关 系 确 定 的 等 价 类 . 

反之 ， 3 的 任 一 个 划分 {5、| 入 ET 决定 一 个 等 价 关系 如 下 : 规定 


a~b < ap 属于 间 一 个 S. 


首先 ,由 划分 的 定义 可 知 a,b 属于 同一 个 S 或 者 ob 分 属于 不 同 的 5、, 这 两 者 
有 一 而 只 有 一 成 立 . 因而 “~” 是 一 个 二 元 关系 ， 进 一 步 几 划 分 的 定义 ， 读 者 
不 难 证 明 ，“~” 是 一 个 等 价 关系 ， 而 且 这 个 等 价 关系 如 上 决定 的 划分 就 是 原来 
的 划分 . 

一 个 集合 的 等 价 关 系 的 重要 性 在 于 由 它 可 以 产生 出 新 的 集合 , 设 “~” 是 
非 空 集合 5 的 一 个 等 价 关系 . 如 上 ，“~” 将 5 分 成 一 些 互 不 相交 的 等 价 类 
{5 | 入 € 了 的 并 ， 为 表 法 简明 起 见 ， 在 每 个 等 价 类 SA 中 取 一 个 代表 a, 将 5， 
写成 均 这 种 表示 与 代表 的 取 法 无 关 ， 就 是 说 ， 巨 = 当日 仅 当 = 六 用 这 些 等 
价 类 5,，:… 作 元 素 得 到 一 个 新 的 集合 ， 记 作 S/ ~, 叫做 5 关于 等 价 关 系 ~ 的 
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商 集 . 今后 将 会 看 到 ， 对 于 各 种 不 同 的 具体 集合 $ 和 等 价 关 系 ~, 商 集 5S/ ~ 将 
会 有 它 新 新 的 意义 . 

例 三 维 仿 射 空间 的 直线 集合 六 平行 关 系 分 成 一 些 平行 直线 束 、 设 想 每 一 
平行 直线 束 相交 于 同一 个 无 穷 远 点 这样， 以 平行 直线 束 为 元 素 得 到 的 商 集 就 
表示 一 个 无 穷 远 平面 ， 它 是 一 个 射影 平面 ， 把 这 个 射影 平面 添加 到 三 维 仿 射 空 
间 就 得 到 一 个 三 维 射影 空间 ， 这 就 是 历史 上 将 仿 射 空间 扩充 成 射影 空间 的 朴素 
的 几何 直观 的 方法 . 

集合 5 到 商 集 S/ ~ 存在 一 个 自然 映射 


yzT rEDS. 


它 是 一 个 满 射 ， 而 且 vla) = v(b) 当 且 仪 当 a ~ 了 
反之 ， 设 wp 是 集合 $ 到 集合 T 的 一 个 映射 ， 于 是 在 S$ 上 可 以 如 下 定义 一 
个 关系 ~: 
ab 当 且 仅 当 fa) = wp(0), 2,b Es 
容易 看 出 ， 这 是 一 个 等 价 关系 . 而 且 ? 诱导 出 商 集 3/ ~ 到 了 的 一 个 映射 交 如 
P(E) = (2), 7 ED. 
显然 区 是 单一 的 , 这 样 , 映射 p 就 分 解 成 一 个 自然 映射 x :5 一 38/ ~ 和 一 个 音 
射 雹 的 积 
p=Br. 


用 可 表示 就 是 


Sf~ 
综 上 所 述 ， 我们 得 型 
定理 1 非 空 集合 9 上 的 一 个 等 价 关系 ~ 决定 3 对 ~ 的 一 个 商 集 S/ ~， 
并 诱导 出 一 个 自然 映射 了 :3 一 381/ 收 使 得 入 y, TY € 5 < 和 > vz) = 
vy(y)， 上 反之 ， 住 一 个 集会 映射 中 :5 一 人 决定 人 5 上 的 一 个 等 价 关 系 ~ 使 得 
zy TVYE9 4 yr) = pW). 而 且 yp 涝 导出 商 集 5S/ ~ 到 工 的 单一 映射 
区 :FB(E) = p(x), z € 5, 使 得 ww 有 分 解 


P= Pv. 
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82 自然 数 


自然 数秒 是 由 0, 1.2,… 组 成 的 ， 记 作 N. 自然 数 在 代数 中 是 基本 的 ， 人 们 
首先 认识 的 是 自然 数 ， 然 后 才 逐 渐 认识 整数 、 有 理 数 、 实 数 和 复数 .自然 数 系 
是 可 数 无 限 集合 的 一 个 原型 . 它 的 良 序 性 质 是 数学 归纳 法 原理 的 依据 .自然 数 
系 的 整除 性 和 素数 的 研究 促使 了 数论 的 发 展 . 用 仇 阿 诺 (Peano) 公理 来 描述 
自然 数 ， 容 易 使 我 们 看 清 自然 数 的 本 质 . 

自然 数 系 是 这 样 一 个 非 空 集 合 N, 其 中 有 一 个 选 定 了 的 元 素 0, 和 一 个 NN 到 
自身 的 后 继 映 射 a 上 at,at 叫做 a 的 后 继 ， 满 足 

1) 映射 am at 是 单一 的 ， 即 从 a+ = 5 推出 a= 6; 

2) 0 不 是 任何 元 素 的 后 继 ， 即 不 存在 ee N 使 得 of = 0 

3) 如 果 N 的 任 一 个 子 集 9 满足 让 】 0€ 5 而 且说 对 所 有 元 素 ee AN, 从 
a€9 恒 有 at+ ES, 则 5=N. 

从 公理 1) 和 3 推出 N 是 一 个 无 穷 集 合 , 公理 3) 就 是 数学 妇 纳 法 原理 . 它 
是 归纳 法 证 明 方法 的 基础 . 设 P(n) 是 关于 自然 数 n 的 某 种 性 质 或 陈述 ， 为 了 
证 明 P(n) 对 所 有 自然 数 是 真 的 ， 我 们 只 需 证 明 两 点 (1) PE(0) 是 真 的 ， (2) 
若 对 任 一 白 然 数 n, Pln) 是 真 的 ， 则 Pint+) 也 是 真 的 ,于 是 根据 数学 归纳 法 原 
理 ， Ptn) 对 所 有 白 然 数 都 是 真 的 . 

关于 自然 数 的 许多 性 质 都 可 以 应 用 数学 归纳 法 原理 予以 证 明 ， 例 如 ， 我 们 
可 以 应 用 数学 归纳 法 原理 证 明 命题 : N 的 每 个 非 二 自然数 a 都 是 另 一 个 自然 
数 户 的 后 继 . 设 员 = {rz EN| 对 z 存在 一 个 ye N 使 得 z = y+},S = {0}US. 
证 明 5S=N. 首先 0€ 5, 而 且 若 be 9$, 根据 9 的 定义 上 € 3. 根据 数学 归纳 法 
原理 S$S=N. 

归纳 法 的 证 明 为 大 家 所 熟悉 ， 人 得 是 归纳 法 或 归纳 法 构造 ， 则 不 大 为 大 家 所 
熟悉 .归纳 法 构造 是 以 下 列 定 理 为 基础 的 . 

递归 定理 设 5 为 一 集会 、yp 为 SS 到 自身 的 一 个 映射 ，a 为 S 的 一 个 给 定 
的 元 素 ， 则 存在 一 个 唯一 的 NN 到 9 的 映射 小, 使 得 


Wa) =a 


且 
Walnt) = pWa(n)), nN. 


就 是 说 下 图 交接 


N Py N 
5 5 
且 
wa(0) = a. 


(交换 图 的 概念 可 见 第 一 章 87.) 
我 们 不 打算 给 出 这 个 定理 的 详细 证 明 .、 介 是 要 说 一 下 证 明 的 思路 ， 一 个 集 
合 全 到 另 一 个 集合 Y 的 任 一 个 映射 规定 了 笛 卡 尔 积 蕊 x 的 一 个 子 集 


Tr = {(7,f(7) |z € X}. 


反之 ， 革 x 了 的 一 个 子 集 T 如 果 满足 1) 对 每 个 x € 久 存在 一 个 yEY 使 
(z,) € T, 而 且 2) 车 (z,9), (zy) ET 则 yy = Y, 那么 了 规定 了 一 个 映射 
F: 瑟 人 了 使 得 工 由 所 有 的 (zx, f(z)),x € 六 组 成 ,基于 这 种 看 法 ， 我们 考虑 笛 
卡尔 积 N x $ 的 满足 下 列 条 件 的 子 集 T: (1) (0,a)€ T, 而 且 (2) 若 (下 ET 
则 (nt,gp(b)) E T( 对 所 有 ne N). 用 了 表示 NxS 的 所 有 这 促 子 集 的 交 ， 污 者 
可 以 根据 自然 数 的 公理 证 明 了 规定 了 一 个 映射 ya : N 一 5, 而且 如 满足 定理 
的 要 求 . 不 难 证 明 ， 满 足 定理 要 求 的 映射 ws 是 唯一 的 . 

根据 递归 定理 ， 在 自然 数 系 上 我 们 可 以 归纳 地 定义 一 个 概念 或 归纳 地 构造 
一 个 函数 .自然 数 的 加 法 和 乘法 的 定义 就 是 典型 的 例子 . 

定义 N 的 加 法 如 下 : 对 任意 m,n € N, 规定 


7 十 由 三 7 
m+nt = (m+n)t. 


注意 ， 我 们 在 递归 定理 中 令 9 = N、y(n) = nt,a = mn, 从 而 得 到 的 映射 wn 等 
于 规定 了 加 法 运算 ， %mtm) = m 二. 

不 难 证 明 加 法 满足 结合 律 . 交换 律 和 加 法 消去 律 , 将 0 的 后 继 记 成 1,0+ = 1， 
于 是 有 mm +1 = m+. 0 是 加 法 的 单位 元 素 . 

定义 N 的 乘法 如 下 : 对 任意 m,n € N, 规定 


m0=0, 


mnt =m:n+m. 


注意 ， 在 递归 定理 中 我 们 令 5 = N,y(n) = n+m,a = m, 从 而 得 到 的 映射 wm 
等 于 规定 了 乘法 运算 ， bm(n) = nm 7 

不 难 证 明 乘 法 满足 结合 律 . 交换 第 、 乘 法 消去 律 以 及 乘法 天 加 法 的 分 配 律 . 
由 定义 可 知 m1 = im, 对 所 有 白 然 数 m. 王 是 乘法 的 单位 元 素 . 

自然 数 系 还 有 一 个 序 “<”". 这 个 序 规定 了 任意 两 个 自然 数 a,b 的 大 小 .我 
们 说 a 5 当量 仅 当 a+x=$ 在 N 内 有 解 . 车 a <8 有 a 关 b, 则 写成 a<b 
a < 上 5 也 可 写成 上 > a. 根据 定义 可 知 0 < n,n < nt, 对 所 有 自然 数 n 关于 序 
的 一 些 性 质 在 这 里 不 一 一 列举 了 . 例如 应 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 ， 对 任 一 对 自 
然 数 nn+, 不 再 存在 自然 数 m 满足 m < m < n+. 因而 从 ?< m 就 可 以 断定 
n+ < m. 特别 值得 提出 的 是 

良 序 性 质 自然 数 系 的 任 一 非 空子 集 9 有 一 个 最 小 元 素 , 即 存在 一 个 mm ES 
使 得 对 所 用 ES 都 有 了 > mm. 

证 明 如 果 5 包含 0, 则 0 是 5 的 最 小 元 素 . 假设 如 果 3 包含 n, 则 S 有 一 
个 最 小 元 素 . 由 此 证 明 , 如 果 5 包含 nt, 则 5S 有 一 个 最 小 元 素 . 作 S' = SU {n}. 
根据 归纳 法 假设 ，S' 有 一 个 最 小 元 素 zm. 车 m &€ 5, 则 mm 就 是 5 的 最 小 元 素 . 
假设 mg 5, 则 必 有 m=n, 因而 ng 5 且 n <a, 对 所 有 的 a& 5. 于 是 ， 根 据 
上 面 的 说 明 可 以 断定 n- < a 对 所 有 的 aE S$. 根据 假设 n+ ES, 所 以 对 是 5 
的 最 小 元 素 , 口 

白 然 数 系 的 良 序 性 质 是 第 -二 数学 归纳 法 的 基础 

第 二 数学 归纳 法 假设 (ni) 是 关于 自然 数 n 的 一 种 性 质 或 陈述 . 如 果 我 们 
能 够 证 明 命 题 “党 P{t) 对 所 有 小 于 于 的 自然 数 z 都 真 ， 则 P(n) 也 是 真 的 ", 其 
中 包含 P(0) 为 真 的 证 明 ， 那 么 可 以 断言 卫 对 所 有 自然 数 痢 是 真 的 . 

证 明 我 们 是 在 引号 中 的 命题 已 被 证 明成 立 的 前 提 下 ， 来 证 明 PP 对 所 有 自 
然 数 n 部 真 . 设 S = {fze N|P(z) 假 }. 求证 5 为 空 集 ， 反 证 法 . 假如 9 非 空 ， 
则 S$ 有 一 个 最 小 自然 数 m. 于 是 P(m) 假 . 但 是 P(z) 对 所 有 小 于 in 的 自然 数 
都 泪 . 这 与 上 述 命 题 了 矛盾， 所 以 $ = 口 


33 整数、 整数 的 整除 性 


我 们 知道 在 自然 数 系 内 方程 a + x = 5 有 和 解 当 且 仅 当 a < 六 当 a <b 时 ， 
这 方程 的 解 = 记 作 6 一 a, 叫做 5 减 a 的 差 . 这 意味 着 在 白 然 数 系 内 当 b>>a 时 
5 减 a 有 意义 ，8 一 a 表示 一 个 自然 数 ， 它 是 这 方程 的 解 ， 否 则 5 一 a 不 能 表示 
自然 数 ， 因 而 无 意义 . 为 了 使 得 器 然 数 的 差 b 一 a 恒 有 意义 .需要 将 自然 数 系 加 
以 扩充 ， 我 们 从 经 验 得 到 启示 ， 一 个 扩充 的 办 法 是 引进 “ 正 ” 和 “ 负 ”的 概念 . 
当 自 然 数 5 > a 时， 一 a 表示 正 整数 ， 若 < a 时 ， 5b 一 a 表示 负 整数 ， 为 了 
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从 数学 上 统一 处 理 ， 我 们 的 作法 如 下 : 

作 自然 数 系 的 笛 卡 尔 积 N x N = {(a, 站 |a,8E N}. (a,b) 意味 着 自然 数 a5 
的 差 a 一 b. 由 于 有 不 同 的 (a,b) 表示 同一 个 差 ， 就 需要 在 N x N 中 引进 一 个 等 
价 关系 ~: 

(oh) ~ (od) < +d=b+rc. 


容易 验证 这 是 一 个 等 价 关 系 ， 包 含 (4, 站 的 等 价 类 记 作 (a 有). 商 集 N x N/ ~ 
记 作 Z. 这 就 是 我 们 的 整数 集合 .在 Z 内 定义 加 法 和 乘法 如 下 : 


(a,b) DB {c,d) = (a +e,b+d, 
{a,b)} © (c,d) = (ac + bd,ad + be). 


不 难 验证 , 上 述 定 义 与 类 的 代表 的 取 法 无 关 . 由 于 自然 数 的 运算 满足 交换 律 、 结 
合 律 和 分 配 律 , 那么 整数 集 名 的 运算 也 满足 同样 的 运算 规律 , 这 是 容易 验证 的 . 

此 时 Z 称 为 整数 环 . 显然 而 ,0 是 Z 的 零 元 素 ，(L,0) 是 单位 元 素 . 用 (a 总 表示 
整数 , 符号 未 免 累 疯 , 需要 简化 . 当 a >5 时 ,方程 = 5+z7 在 自然 数 N 中 有 唯一 
解 x 二 n. 于 是 {a 外 可 以 写成 tm, 加 . 当 a < 5 时 , 方程 c+z = 上 在 N 中 有 唯一 
解 z =n, 二 是 信 加 可 写成 友和 0. 当 n>0 时 ，(n;0) 和 (0,m) 分 别 叫 做 正 、 负 
整数 . 自然 数 系 N 到 整数 环 Z 有 一 个 自然 映射 n(n,0), 它 是 单 射 而 且 保 持 加 


法 和 乘法 ， 就 是 说 ， 若 了 上 哺 (mn, 0 (m0, EI (n+m,0) = (n,0) © (m0), 
m0) = (0) Om 0) 而 有 +m (nD Bm,0),n. mr (n,0) © (m0). 
因此 我 们 可 以 将 自然 数 与 正 整数 tk,0) 和 零 (0,0) 等 同 ， 使 得 自然 数 系 N 成 
为 整数 环 Z 的 一 部 分 ,而且 N 的 加 法 和 乘法 在 Z 内 仍然 保持 不 变 ， 因 此 整数 
运算 符号 D 和 @ 也 可 以 简 记 成 + 和 ., 负 整数 (0,z 可 简单 记 成 -nm 于 是 非 负 
整数 的 运算 和 自然 数 的 运算 相同 ， 负 整数 与 负 整数 之 问 ， 负 整数 与 非 负 整 数 之 


间 的 运算 表示 如 下 : 


{(—n) + (—m) = —(n + rm), 


四 一 mh 若 n > m， 
n+(-m)=( mn 一 (m 一 Rn)， 若 nn < mn， 
(~—n):{—m) = nm, 


nm) = (~-m) n= nm. 


以 后 用 a,b,c,-… 表示 任意 整数 ， 现 在 Z 内 引进 负 元 素 的 概念 ， 对 每 个 整数 a， 
存在 一 个 礁 一 的 整数 b 使 得 a +5 = 0. 因为 ， 车 a = ma < N, 则 = 一; 若 


3 第 零 章 集合 与 整数 


a 二 一 n,n€ NN, 则 5=n.5 则 做 整数 & 的 负 元 素 , 记 成 上 = -a, 同时 aa 也 是 整 
数 -a 的 负 元 素 ， 因 而 有 

—[—a)=@. 
由 于 可 知 -~ 是 a 的 负 元 素 , 但 -a 不 必 是 负 整 数 ， 负 元 素 和 人 负 整 数 是 两 个 不 
同 的 概念 .进而 在 Z 内 引进 减法 . 对 任意 两 个 整数 a,b, 规定 


Qa 一 b=C& 二 (一 中 


最 后 ， 一 般 方程 +z = 在 Z 内 恒 有 解 而 且 只 有 一 个 解 zx = 6 一 a. 由 此 可 知 整 
数 环 有 加 法 消去 律 : 若 a+c=b+c, 则 a =b. 两 个 非 零 整数 的 可 不 能 等 于 堆 ， 
从 而 推出 整数 环 还 有 乘法 消去 律 : 着 ac = 如 且 c 关 0, 则 a= 

下 面 引进 整数 环 的 序 , 即 整数 的 大 小 ， 对 于 任意 整数 a,5, 规定 


a<b < 全 b-a€N, 


若 a <b 且 a 关 则 记 成 a <b.a< 以 或 z <b) 也 可 写成 5>a (或 5>Q). 整 
数 的 序 有 如 下 的 性 质 : 

1) a <ba=b,a > 办 有 一 而 旦 只 有 一 成 立 ; 

2) 若 a <b 且 5b<e, 则 a < 

3) 若 a< 尺 则 ae+rcb+c 对 任意 ce ZZ; 

4) 若 a<b 且 cc>0, 则 ae < be. 
自然 数 的 序 在 整数 环 内 仍然 保持 不 变 . 

整数 a 的 绝对 值 je| 规定 如 下 


a， 车 a > 0， 
jal = 
一 a， 否则 . 


弧 对 值 的 性 质 有 
加 =0 < =0, 


le 士 外 科 |a| 十 外 
leat| = |al 出， 
下 面 来 看 整数 的 整除 性 . 在 整数 环 2 内 已 经 知道 方程 e+ > =》 恒 有 解 ， 
但是 方程 ax = ba 冯 0) 则 不 必 有 解 . 为 了 使 得 方程 az = bla 天 小 恒 有 解 ， 解 
决 的 方法 就 是 仿照 从 自然 数 系 构造 整数 环 的 方法 将 整数 环 扩充 成 有 理 数 域 这 


是 在 初等 代数 中 早已 解决 了 的 问题 .这 种 构造 方法 将 在 第 三 章 中 推广 到 整 环 上 
去 . 在 本 章 中 我 们 限制 在 整数 环 Z 中 研究 方程 az = b 有 解 的 条 件 ， 这 样 将 导出 
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整数 环 的 整除 性 和 同 余 式 的 理论 ， 在 中 小 学 已 经 知道 判断 上 述 方 程 是 否 有 解 的 
一 个 可 行 的 方法 就 是 带 余 除 法 ， 从 带 余 除法 得 到 的 结论 就 是 


a=6b'g+7r, 0<7r< 有. 


而 且 这 样 的 8 和 7 是 唯一 的 .了 称 为 a 被 5 除 的 余数 . 

证 明 当 a>0,8>0 时 ， 用 b 对 a 作 带 余 除 法 ， 可 得 到 一 个 商 数 9 和 适合 
条 件 的 余数 +. 我们 在 这 里 不 打算 给 出 正式 的 证 明 . a,b 的 其 余 情 况 不 难 归结 
为 上 述 情况 ， 下 面 证 明 9r 的 唯一 性 ， 设 有 两 对 gi,ri,i = 1,2 使 得 

a= gb+r, Or <|8, 
a= qb+r2, 0O<72 < 


两 式 相 减 得 
{gq2 — nn)b =7 — ?2. 
到 绝对 值 
le — mlb| = | ~ el- 
假若 关 r2. 则 0 < rm < 问 , 从 而 |92 一 | 关 0,192 一 | 8| < 1481, 子 盾 . 


所 以 m =r2, 从 而 而 = gz. 口 
除法 算式 是 整除 性 理论 的 基础 ， 
在 除法 算式 中 车 > = 0, 则 称 5 整除 a, 记 作 5|a. 否则 称 作 & 不 整除 a, 记 作 
bta. 


对 于 整数 a,b, 若 在 在 一 个 整数 c 使 得 a = be, 则 称 5 是 4 的 因子 ,4 是 4 的 
倍数 . 从 除法 算式 得 到 如 下 的 

推论 一 个 非 索 整 数 虽 是 整数 口交 因子 ， 其 充分 必要 条 件 是 日 整除 a. 

1 和 -1 是 任何 整数 的 因子 . 每 个 整数 是 地 的 因子 . 每 个 整数 和 它 的 负 元 素 
都 是 它 自 身 的 因子 ， 即 二 ala. 关于 整除 有 下 列 基 本 性 质 : 

1) 若 alb 且 bla: 则 a=6 或 0 = -8 此 时 a, 叫做 相伴. 

2} 车 al 有 ble, 则 ale. 

3) 车 cla 日 clb, 则 clua+ vw,u,v€Z. 

若 整 数 dja 且 djb, 则 c 叫做 整数 @,b 的 公 因 子 . 设 d 是 整数 o,b 的 一 个 公 因 
子 , 若 a,b 的 每 个 公 因 子 也 是 4 的 因子 ， 则 d 叫做 a,b 的 一 个 最 大 公 因 子 . 

下 面 我 们 将 证 明 任 一 对 整数 a,b 都 有 最 大 公 因 子 . 在 证 明 存 在 之 前 ， 先 看 
一 下 ab 有 和 多少 最 大 公 因 子 . 设 ,dz 为 整数 ,5 的 两 个 最 大 公 因 子 . 根据 最 
大 公 因子 的 定义 ， 由 于 di 是 a,b 的 最 大 公 因 子 ， 有 dz|d1. 又 因 do 也 是 ob 的 
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最 大 公 因 子 ， 有 di|dz, 所 以 由 ,中 相伴 ， 因此 任 一 对 整数 最 多 有 一 对 相伴 的 最 
大 公 因 子 . 

定理 2 位 一 对 不 全 为 需 的 整数 a,5 都 有 最 大 公园 子 ， 而 且 它 可 以 表 成 a, 
前 一 个 组 合 ua 十 ,U,V € 多. 

证 明 考察 a,5 的 一 切 组 合 的 绝对 值 集合 S = {|za 十 yllz,y € Z}. SS 是 
自然 数 系 的 一 个 非 空子 集 ， 而且 8 还 包含 有 不 为 0 的 自然 数 .根据 N 的 良 序 
性 质 ， 5 必然 包含 一 个 非 零 的 最 小 自然 数 ， 记 作 d. 于 是 d 显然 可 表 成 wb 的 
组 合 d = ua + 地， 首先 证 明 dla 日 db， 假若 df+a. 用 d 对 a 作 带 余 除法 
a=gd+7,0<r<d, 因 dta,r >0. 于 是 


r=a-gd=a— gu + v=(— qu)a— gub. 


将 有 r E 5. 但 是 0<r < 4d, 这 与 d 的 选取 矛盾 .所 以 dla. 同 理 呈 . 其 次 ， 
证 明 d 是 ap 的 最 大 公 因子 . 设 e 为 a,8 的 任 一 公 因子 ， 则 cla 且 ce， 区 
cld = wa 十 wb, 所 以 d 是 a,b 的 一 个 最 大 公 因 子 . 

综 上 所 述 可 知 任 一 对 不 全 为 零 的 整数 4b, 恰 有 一 对 相伴 的 最 大 公 因 于 ， 
后 提 到 a,b 的 最 大 公 因子 时 总 是 指 大 于 0 的 于 一 个 ， 并 记 作 (a,8). 计算 (a,b) 
的 一 个 有 效 的 方法 就 是 加 转 相 除法 ， 这 是 大 家 所 熟悉 的 ， 在 这 里 不 重复 了 . 

如 果 两 个 不 全 为 0 的 整数 a,b 的 最 大 公 因 子 为 1 则 0,6 叫做 互 寨 - 

定理 3 互 素 有 如 下 性 质 ， 

1) 整数 a,b 五 素 的 充 要 条 件 是 1 可 以 表 成 a,b 的 组 合 ; 

2) 车 clab 有 (c,a)=1, 凤 clb; 

3) 车 ale 且 Blc 且 (a,D)=1, 则 a bles 

4) 著 (ac)=1.(b,c)=1, 则 (a:6b,c)=1. 

证 明 

1) 显然 . 

2) 因为 (ec,a) =1, 存在 wv€ 2Z 使 得 uc+va=1. 两 端 乘 以 8,44cb 十 tab 二线 . 
由 十 cleb 且 elab, 有 cle. 

3) 因为 cla, c 可 以 写成 = acl. 由 于 Blaci 且 (b,@) = 1, 根据 2), 有 bler 
于 是 cl = bc2. 最 后 得 c= abez, 从 而 able. 

4) 因为 (a,c) = 1 存在 巡 me 使 得 wa 十 vc = 1， 因为 (ec) = 1, 存在 
r,sEZ 使 得 rb+se=1. 于 是 


1 = (wa + vo){(rb + sc) = urabd + (usa + vrb + vac)e, 


根据 1), (a' bc)= 1 


mm 
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如 果 一 个 大 于 1 的 整数 p 除 了 土 1 和 +p 外 没有 其 它 因 子 ， 则 p 叫做 一 个 
泰 数 . 

推论 设 卫 为 一 素数 ， 则 

1) 对 任 一 整数 a 车 Da 则 (p,9) = 1; 

2) 车 pjab, 则 Pia 或 plb. 

证 明 

1) 设 d= (p,a), 因为 p 为 一 索 数 ，d 只 能 是 p 或 1. 若 为 前 者 ， 则 有 pla， 
与 假设 矛盾 ， 所 以 蕊 只 能 是 区 即 (p,a) = 1. 

2) 设 plab, 车 pta. 由 于 1) 有 (p,a) = 1 根据 定理 3,2) 得 pl&. 口 

最 后 证 明 

算术 基本 定理 每 个 大 于 1 的 整数 a 可 以 写成 有 限 多 个 素数 的 乘积 @ = 
让 pp-…pr, 而 且 这 些 素 因子 槟 大 小 顺序 排列 后 ， 写 法 只 有 一 种 . 

证 明 首先 证 明 a 可 以 分 解 成 有 限 多 个 素数 的 乘积 ,对 a 作 归 纳 法 . 假设 对 
所 有 整数 a,1 < a < mw a 可 以 写成 有 限 多 个 素数 的 乘积 ， 从 而 证 明 当 a =? 时 
a 也 可 以 写成 有 限 多 个 素数 的 乘积 ， 若 a 为 素数 ， 则 a 本 身 就 是 一 种 写法 ， 设 
a 不 是 素数 ， 则 a 有 一 个 因子 a1, 使 得 1 < a1 < o 于 是 4 可 以 分 解 成 4 = a162， 
从 而 也 有 1 < az < a. 根据 归纳 法 假设 ， ol 和 qz 分 别 可 以 分 解 成 有 限 多 个 素 
因子 的 积 ， 因 而 a 也 可 以 分 解 成 有 限 多 个 素 因 子 的 积 ， 其 次 证 分 解 的 唯一 性 ， 
设 a 有 两 种 分 解 


下 二 Dipo Pr = Hds, 


其 中 六 和 9 都 是 素数 . 求证 7 = s 且 9 在 适当 调换 脚 标 后 有 4: = pi,i = 
1,2,-….r， 对 7 作 归 纳 法 . 当 7 = Le = pi 为 素数 ,因而 3s = lp = 和. 
假设 对 r - 1 分 解 是 唯一 的 从 而 证 明 对 也 是 唯一 的 ， 根 据 素 数 的 性 质 ， 从 
nja = ma-…4s, 可 秘 pt 整除 某 个 gi. 设 lg 于 是 @ = Pi 由 于 4 也 是 素 
数 ， 推 出 了 = 1 4 = 向. 从 上 式 两 端 消去 pi 得 产 … 记 = gp… 4. 根据 归纳 法 
假设 有 > 一 1 = s 一 1 而 且 适 当 改 换 4 的 脚 标 后 有 9; = pri 二 2,…… ,7 这 就 证 明 
了 a 的 分 解 是 唯一 的 . 口 

在 基本 定理 a 的 分 解 式 中 将 相同 的 素 因 子 归并 写成 时 的 形式 ， 于 是 就 得 到 
a 的 标准 分 解 式 


a=pi pep, ei> 1,p:# pi #7 


整除 的 条 件 也 可 以 利用 标准 分 解 式 来 说 明 ， 任 给 两 个 大 于 1 的 整数 wb 设 
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pp 是 ae 和 的 全 部 不 同 的 素 因 子 . 于 是 a.b 有 分 解 式 


G = pi!'p2 Psr， si>0, 
t 
b=pp. ph, b>0. 


容易 证 明 alp 的 充 要 条 件 是 Si < 想必 = 1, 2 ，… ,7 


$4 ” 同 余 式 和 同 余 方 程 


在 整数 环 Z 中 我 们 引进 一 个 基本 的 等 价 关 系 ， 即 辣 余 概 念 ， 它 和 整数 的 运 
算是 相 容 的 ， 从 而 产生 新 的 代数 结构 、 同 余 概 念 在 代数 中 产生 了 广泛 的 影响 . 

定义 2 设 nm 为 一 正 整 数 ， ob 为 任意 整数 ， 如 果 ml(ae 一念, 则 a,6 叫做 模 
n 同 余 , 记 作 


1 三 6 (mod n), 


n 叫做 横 数 . 否则 ， a,b 叫做 模 非 同 余 , 记 作 a 半 5 (mod n}. 以 下 的 讨论 恒 
圈定 一 个 模 数 或 几 个 模 数 . 

容易 证 明 a = 5 (mod n) 的 充 要 条 件 是 除法 算式 a = qunt+rl 和 b= 和 ?十 了 
有 相同 的 余数 m = ra， 

同 余 概念 最 适宜 于 描写 一 种 有 限 多 个 状态 的 周期 现象 ， 例 如 计算 某 一 天 是 
星期 几 ， 可 以 取 7 作 模 数 ， 计 算 一 个 整数 是 否 是 偶数 ， 可 以 取 2 作 模 数 ， 取 2 
作 模 数 ， 余 数 0 和 1 还 可 以 摘 写 电路 的 连接 和 断 开 . 同 余 概 念 和 整数 的 运算 是 
相 容 的 ， 表 现在 下 列 基 本 性 质 中 .， 模 数 固定 时 ，a 三 5 (mod n) 可 简写 成 a 三 
如 果 不 写 出 模 数 ， 表 示 是 对 同一 个 模 数 而 言 的 . 

1， 同 余 是 一 个 等 价 关系 . 

, 若 a=bc=d, 则 a 土 b=b+td (modn). 

, 若 a=bc=d, 则 a:c 三 bd (mod n). 

, 若 ac= te {mod n),(c,n)=1, 则 a=b (modn). 

,车 a 三 b (mod n),min, 则 a = 8 (mod m). 

. 车 &a 三 b (mod n), 则 (a,n) = (5,72). 

. 若 a 三 8{mod n),d 为 a,b,n 的 一 个 公 因 子 ，a = da1,b = dh,n = dn， 
则 a1 三 机 {mod ni). 

这 些 性 质 的 证 明 都 很 容易 ， 请 读者 上 自己 证 明之 ， 

例 1 716.93 和 543.93 横 61 是 否 同 余 ? 假设 716. 93 = 543 93 (mod 61)， 
根据 性 质 4 因 (93,61) = 1, 有 ?716 = 543 (mod 61). 但 611(716 一 543) = 173, 所 
以 ?16.93 夫 543. 93 (mod 61). 


-~ 


娃 同 会 式 和 同 余 方 程 13 


27 


例 2 设 复数 = cos 了 +isin 五 .计算 e 的 整 煞 民 em 等 于 计算 cr, 其 中 
r 是 m 模 17 的 余数 ，0 <r<17. 

对 于 一 个 给 定 的 模 数 n, 全 休整 数 按 模 n 同 余 分 成 一 些 等 价 类 ,此 时 的 等 价 
类 叫做 束 数 模 ”的 剩余 类 , 含 整数 a 的 剩余 类 记 作 剩余 类 5 的 任 一 个 元 素 
叫做 5 的 一 个 代表 在 每 个 剩余 类 中 任 取 一 个 代表 ,由 这 些 代表 组 成 的 集合 
叫做 整数 横 ”的 一 个 完全 剩余 代表 系 . 整数 模 ” 的 一 个 完全 剩余 代表 系 S 也 
可 以 这 样 来 刻画 ， 1) 每 个 整数 和 S 中 一 个 元 素 模 n 同 余 ， 2) 5 中 元 素 两 丙 
互 不 同 余 . 根据 除法 算式 可 知 ， 集合 = {0, lL, 2, al 1} 是 模 n 的 一 个 完全 
剩余 代表 系 . 

由 模 n 的 剩余 类 组 成 的 商 集 记 作 Z/(n)， 在 Z/(n) 中 可 以 定义 加 法 和 乘法 
如 下 ， 


根据 同 余 式 的 性 质 ， 定 义 与 代表 的 取 法 无 关 而 且 加 法 和 乘法 还 满足 结合 律 、 交 
换 律 和 分 配 律 ， 加 法 有 零 元 素 每 个 互 有 负 元 素 ~4 :5+ (-@) = 5 2Z/(n) 叫 
做 整数 模 ”的 环 . 

这 一 节 剩 下 的 部 分 来 讨论 一 次 同 祭 方 程 和 方程 组 ， 同 余 式 


ar 三 5 (mod nj，a 关 0 (mod n) 


是 含有 一 个 未 知 娠 z 的 一 次 式 ， 叫 做 一 次 同 余 方 程 . 若 x = ce 2 代入 上 方程 
使 两 边 同 余 ， 则 ce 叫做 上 方程 的 一 个 解 . 上 方程 的 两 个 解 ct, cy 看 作 相同 当 而 
且 仅 当 cl 三 cz (mod n). 

定理 4 设 (a,n) = 1, 则 一 次 同 祭 方 程 


ar = b (mod n) 


有 解 而 有 全 只 有 一 个 解 ， 
证 明 由 于 (a,n) = 1, 存 在 整数 4,v 使 得 watvn = 1， 两 边 冬 b,wbatvbm = 
令 邮 =c 于 是 ca = wba +vin 三 6b (mod n),7 三 c 为 其 一 解 . 其 次 ， 令 c1,c2 为 
任意 两 个 解 ， 于 是 
acl =b (mod n), 
aca 三 b (mod n), 


相 减 得 alel - c2) = 0 (mod n), 由 于 (a,n) = 1, 根据 同 余 的 性 质 4, 有 cl = 
cz {mod n),c, cz 为 同一 解 . 口 
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考虑 下 列 一 次 河 余 方程 组 


rr 三 (mod ni), 
三 加 (mod n2), 


(1) 


Poort+t+iioo., 


r=b, (mod n;). 


其 中 nm2，… ,nr 为 大 于 1 的 整数 ， 两 两 互 素 ， b1,52,…,b; 是 任意 给 定 的 整 
数 . 如 果 xz = 二 cE Z 代入 上 方程 组 使 得 同 余 式 同时 部 成 立 ， 则 c 叫做 方程 组 (1) 
的 一 个 解 ， 上 方程 组 的 两 个 解 cl 和 ca 看 作 相同 党 而 且 仅 当 


cl 三 c2 (mod TI 
这 1 

定理 5 (孙子 定理 ) 设 一 次 同 佘 方程 组 (1) 中 大 于 1 的 整数 ml,nt2， ,nr 
两 两 至 素 ， 也 ,Bo，… ,br 是 任意 给 定 的 整数 ， 则 (1) 有 解 而 且 只 有 一 解 . 

证 明 这 里 只 证 明 ” = 2 的 情况 ， 读 者 可 以 应 用 数学 归纳 法 去 证 明 一 般 情 
况 . 设 r+ = 2, 由 于 (ni1,n2) = 1, 存在 一 对 整数 wi, ws 使 得 uini +t2n2 二 1. 令 
ea = WUT,e1 = Wan2. 于 是 61 三 1 (mod m),i=1,2, 而 ei 0 (mod rn),i #7 
取 c = 中 el 十 广 ex, 则 e 为 方程 组 (1) 的 解 ， 其 次 证 明 解 的 唯一 性 , 设 c1,c2 为 任 
意 两 解 ， 于 是 


cb1, 6 Eb (mod ni), 
cl = ta, C2 = bo (mod n2). 
同 余 式 相 减 得 
1 — C2 = 0 (mod ?4), 


cl — 20 (mod nz), 


由 于 {wn1,72) = 1, 根据 所 素性 质 3) cl - c3 三 0 (mod nina), 所 以 c1, ea 为 同一 
解 . 口 
孙子 定理 在 国际 上 叫做 中 国 剩 余 定理 . 


§5” 欧 拉 函 数 和 欧 拉 - 费 马 定理 


首先 介绍 数论 中 一 个 重要 的 函数 即 欧 拉 函 数 . 

设 n 为 一 正 整 数 ， 在 0,1,2,…,n 一 1 中 与 气 素 的 整数 的 个 数 记 作 p(n)， 
叫做 罗拉 函数 . 由 同 余 性 质 6 知道 ， p(n) 也 就 是 那些 模 n 的 剩余 类 的 个 数 ， 
这 些 剩余 类 是 由 与 n 互 素 的 整数 组 成 的 .从 这 些 剩余 类 取出 的 代表 所 组 成 的 集 
合 叫做 模 n 的 既 约 剩余 代表 系 . 一 个 既 约 剩 余 代 表 系 了 也 可 以 这 样 来 刻画 : 
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1) 任 一 个 与 nn 互 素 的 整数 必 与 了 中 一 个 数 模 n 同 余 ， 而 且 2) 了 中 整数 与 
互 素 而 旦 模 m 两 两 不 同 余 . 

设 ,72,-… ,TN,N 二 won) 为 模 n 的 一 个 既 约 剩余 代表 系 ， (a,n) = 1, 则 
arl,ar2 ,ar 仍 是 模 n 的 一 个 绛 约 剩 佘 代表 系 . 这 是 因为 ， 首 先 根据 互 素 性 
质 4) 和 同 余 性 质 4, ari,or2,…,ary 与 7 互 索 而 且 两 两 于 不 辣 余 (mod n). 其 
次 ， 每 个 ari 和 某 一 个 ro, (1 < ar < 入) 同 余 ， 而 且 当 i 关 ) 有 ai 头 oji, 于 是 
ari 路 ro, 是 一 个 单 射 ， 因 而 是 一 个 满 射 。 aaaN 是 12 的 一 个 
排 刚 ， 由 于 每 个 与 7 互 素 的 整数 5 必 与 某 个 ra 同 余 ， 由 上 可 知 必 与 ari 同 
余 ， 所 以 ari,ar2,… ,arw 是 模 n 的 既 约 剩余 代表 系 . 

定理 6 ( 欧 拉 ~ 费 马 (Fermat)) 设 (a,n)=1,N = p(n), 则 


an 三 1 (mod n). 


证 明 取 模 n 的 一 个 既 约 剩余 代表 系 mi ,rz，……rN. 由 于 (an) = 1.an, ar2， 
.…,arv 也 是 一 个 既 约 剩余 中 表 系 ， 而 且 ari = 7s，(mod n),ai,Q2,…,0N 是 
1,2,…,NN 的 一 个 排列 .这 六 个 同 余 式 连 乘 得 


N N N 
[er 三 Tr Es I (mod 1), 
1=] i=1 i=1 


a TI" 三 I (mod n), 


根据 所 素性 质 4,T ri 与 互 素 ,根据 同 余 式 性 质 4, 消去 TIr, 得 必 三 1(mod 人. 

口 

定理 6 的 特殊 情况 是 ，n =p 为 一 素数 ，w(PD) =P -1. (a,p)=1 即 pta, 
于 是 


ap 三] {mod p). 
这 就 是 费 马 定理 ， 费 马 定理 也 可 写成 ， 对 任意 素数 p 和 任意 整数 a, 恒 有 
ap 三 a (mod p). 


在 这 里 项 便 介绍 一 下 指数 的 概念 . 设 a,n 为 万 素 的 一 对 整数 ，n > 1， 则 存 
在 一 个 最 小 正 整 数 m 使 得 


6 三 1 (mod n), 


m 叫 散 a 模 n 的 指数 . 指数 的 存在 由 欧 拉 - 费 马 定理 得 到 保证 ， 因 为 使 e 三 
1 (mod n) 的 正 整数 上 存在 ， y(n) 就 是 一 个 ， 天 的 存在 也 可 直接 看 出 ， 因 为 
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oa,a2,a3,-… 中 必 有 两 个 同 余 的 , 设 oj = ai (mod n),j > i, 消去 使 o 三 
1 (mod n). 应 用 除法 算式 可 以 证 明 指 数 的 一 个 基本 性 质 : 
at 三 1 (mod n) < 全 ml 久 mr 为 a modn 的 指数 .特别 地 ， 指 数 mp(n). 
例 2mod 17 的 指数 为 8,3 mod 17 的 指数 为 16 = w(17). 计算 3'57 mod 17， 


可 应 用 指数 . 

首先 ， 157 = 13 (mod 16),3157 三 313 (mod 17), 而 33 =3.3 三 一 和 5 三 
-5 {mod 17). 

下 面 我 们 来 计算 欧 拉 函数 . 


引 理 1 p 为 素数 ， plp") 二 p" 1-2). m>1. 

证 明 因为 在 $ = {0,1,2,…,p” 一 1} 中 除去 p 的 倍数 ， 剩 下 的 都 与 p 
互 素 ,而 S$ 中 p 的 倍数 恰好 有 个 ， 因 此 8 中 与 p 互 素 的 整数 的 个 数 为 
3 — pl. 口 

引 理 2 设 中 一 Ri nm2) (n1,n2) = 1,n:i>1, 则 


Pn) = pn) p(n2). 


证 明 pm) 简 记 作 Niot 二 1,2. 设 rl," TN 和 1 8 分 别 为 模 Ni 和 
模 nN2 的 路 约 剩余 代表 系 , 根据 孙子 定理 ， 存在 整数 地 过 二 1， 站 ;NI ; =1..… ,Nz 
使 得 


tj 三 rt (mod n1), 

tij = $; (mod nz). 
证 明 tj 为 模 ninz 的 一 个 既 约 剩余 代表 系 . 首先 , 由 于 (ri,n1) = 1 有 (二 ,ma) = 
1. 由 于 (9;,m2) = 1 有 (tij,n2) = 1 因而 (ij,mn2) = 上 其 次 二 互 不 同 余 . 假 
车 ti; 三 tn {mod nin2), 一 方面 有 tri 三 tkt (mod n1), 它 化 为 ri 三 ?rk (mod Pi) 
从 而 i = 大 另 一 方面 有 ti; 三 二 (mod ma), 它 化 为 5 三 3 (mod mb) 从 而 了 = 上 
所 以 续 互 不 同 余 (mod nin2). 最 后 设 a 为 任 一 与 n 五 素 的 整数 ， 根 据 ” 和 
5j 的 定义 ， 存 在 ri 和 sj 使 得 a 三 7; (mod ni),a 三 s; (mod ni2), 于 是 根据 孙 
子 定理 有 a = ti (mod n). 所 以 tii 是 机 的 一 个 婚约 剩余 代表 系 ， 这 证 明了 
pn) = pn) pln2). 口 

定理 了 设 多 一 他 1p22 pf ,D1D2， Dr 为 不 同 素数 ， ci 之 1 则 


(有 (区 (及 


应 用 引 理 1 和 引 理 2 对 * 和 作 归 纳 法 即 得 . 
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最 后 证 明 欧 拉 郴 数 的 一 个 性 质 
> ed=n 


dln 
设 S = {0,1,…,n 一 1, 对 每 个 dn, 令 S1 = {ze S|(z,n) = 中 显然 
5 =|【 54 是 5 的 一 个 划分 . 其 次 ,映射 


din 


qzmT rE 84 


是 54 到 S$ (了 ) = {0,1,2,…. 子 1} 的 一 个 单 和 ,而 旦 象 集 n(S9) 恰好 是 S (了) 
中 与 也 素 的 整数 全 体 ， 所 以 jse| = o (3 了), 由 此 得 


-De 


dn d|n 
当 了 4 走 遍 的 因子 时 ， 刚好 走 遍 的 因子 ， 所 以 
5» (5) =o). 
din 


dn 


8$6 偏 序 集合 


集合 9 上 的 一 个 关系 ， 记 作 <, 叫做 一 个 偏 序 , 如 果 < 满足 

1) 反 身 性 c<a 对 所 有 ae 5S; 

2) 反对 称 性 若 a <bH5<a, 则 a= 避 

3) 传递 性 者 a <58 且 <c, 则 a<c. 

一 个 具有 偏 序 的 集合 叫做 偏 序 集合 , 如 果 和 集合 5 上 一 个 偏 序 < 对 于 任意 
obE5 恒 有 a<5 或 ba, 则 < 叫做 一 个 全 序 . 偏 序 集合 的 元 素 a,5 叫做 可 
比较 的 , 如 果 a < 5 和 5< a 有 一 成 立 ， 如 果 一 个 偏 序 集合 5 的 一 个 子 集 4 的 
任 一 对 元 素 都 是 可 比较 的 ， 则 4 叫做 5 的 一 个 链 . 

例 1 设 站 为 一 集合 ，X 的 宕 集 PE(X) 按 X 的 包含 关系 构成 一 个 偏 序 集 
合 ， P(X) 为 一 个 链 当 而 且 仅 当 X 为 空 集 或 只 含 一 个 元 素 . 

例 2 自然 数 系 N 按 小 于 等 于 号 < 是 一 个 全 序 集 合 . 

例 3 自然 数 系 N 的 整除 关系 a 记 成 a 芭 访 就 是 一 个 偏 序 . 

设 5 为 一 个 偏 序 集合 . 元 素 ee 5 叫做 5 的 一 个 极 小 元 赛 , 如 果 5 没有 元 
素 z 使 得 z< ea( 即 z<oz 关 oa), 或 者 说 从 z<a 推 出 z=a. 仿 此 ， 元素 a€5 
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叫做 5 的 一 个 极 大 元 素 , 如 果 不 存在 ze $ 使 得 a < x, 或 者 说 如 果 从 e 和 xz 可 
推出 e = r. 若 3 有 极 大 (小 ) 元 素 a, 并 不 要 求 a 与 3 的 所 有 元 素 可 以 比较 . 

例 4 令 NW=N-=-f0U, Ni 按 整 除 关系 是 一 偏 序 集合 ， 此 时 每 个 素数 是 
AN 的 极 小 元 素 ， 和 没有 极 大 元 素 . 

设 .4 为 偏 序 集合 5 的 一 个 子 集 ， 元 素 a € 5 叫做 4 的 一 个 下 界 , 如果 对 
所 有 的 ze 4 痢 有 a < x 类似, 元素 a€ 5 叫 散 4 的 ~ 个 上 界 , 如 果 对 所 有 
7 E44 都 有 Zz < 之 a. 4 可 以 没有 下 界 或 有 多 个 下 界 . 若 4 有 下 界 ， 也 不 要 求 它 属 
于 4, 对 上 界 也 如 此 ， 症 例 2 中 令 4= {2EIRE N}), 4 没有 上 界 但 有 下 界 0 且 
0e 4, 在 全 3 中 令 B={24+1|ke N}.B 有 -- 上 界 0. 但 0gB. 

设 S 为 一 个 偏 序 集合 ， 4 为 一 个 子 集 ， 如 果 有 一 个 下 界 a 而且 ee 4， 
出 e 叫做 .4 的 一 个 最 小 元 素 . 类 似 地 ， 如果 六 有 一 个 上 界 4 而且 a€ 4, 则 a 叫 
做 + 的 一 个 最 大 元 素 . 4 可 以 没有 最 小 {大 ) 元 将 ， 和 如果 4 有 最 小 (大 ) 元 素 ， 
则 它 是 唯一 的 . 

在 例 1 中 空 集 是 P(XK) 的 最 小 元 素 ， 是 P(X) 的 最 大 元 素 . 在 例 2 中 0 
足 N 的 最 小 元 素 ， N 没有 最 大 元 素 、 存 例 3 中 ，1 是 N 的 最 小 元 素 ， 0 是 
N 的 最 大 元 素 . 
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在 代数 中 有 一 类 定理 是 断言 某 种 对 象 的 存在 性 ， 这 种 对 象 属 上 一 定 的 集合 
而 且 具 有 特定 的 性 质 ， 如果 赋 子 集合 以 适当 的 偏 序 ， 孝 么 特定 的 性 质 就 表现 为 
一 种 极 信 半 质 ， 从 而 断言 某 种 对 象 的 存在 斌 转变 成 断言 -个 偏 序 集合 的 极 大 元 
素 的 存在 . 例如 我 们 断言 - -个 域 上 线性 空间 Y 的 基 的 存在 , 我 们 可 以 考虑 中 
一 切线 性 无 关 向 卉 组 (包含 的 向 直 个 数 有 限 或 无 限 ) 作 元 素 构 成 的 集 5、 按 向 量 
组 的 包含 关系 规定 5 的 偏 序 ， 于 是 V 的 基 的 存在 问题 就 转变 为 偏 序 集 5 有 无 
极 大 元 素 的 问题 。 为 了 证 明 这 -…- 类 存在 定理 ， 我 们 介绍 几 个 广泛 应 用 的 极 大 原 
理 和 良 序 定理 ,它们 都 足 从 选择 公理 演变 而 来 ， 并 且 与 选择 公理 等 价 的 . 选择 
公理 是 首先 由 策 梅 洛 (Zerinelo) 于 1904 年 提出 来 的 ， 

选择 公理 设 了 二 {4s |a ET 为 一 族 非 室 集 合 4a,4a € T(J 为 指标 集 ), 组 成 
的 非 空 集 ， 则 存在 一 个 了 上 的 函数 有 使得 对 所 有 a E 了 恒 有 f(a) E A 

了 叫做 了 上 的 一 个 选择 函数 ， 选择 函数 的 存在 作为 公理 提出 来 意味 荐 存在 
某 种 规律 使 得 可 以 从 每 个 du,ae 工 同时 地 挑 出 一 个 元 素 ， 当 ha,2€ 1 都 是 同 
一 个 可 数 无 限 集 S 的 子 集 时 ， 先 将 5S 的 元 素 用 自然 数 编号 ， 然后 定义 函数 了 在 
4。 上 的 秆 为 4。 中 有 最 小 编号 的 元 素 ， 于 是 了 就 是 {4。1a € 可 上 的 一 个 选择 
函数 ， 当 指标 集合 了 为 有 限 或 可 数 无 限时 ， 根据 自 然 数 的 递归 定理 可 以 证 明 选 
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择 澳 数 的 存在 ， 一 般 情况 ， 选 择 公理 是 不 能 证 明 的 ， 

集合 9 上 的 一 个 偏 序 叫做 良 序 的 , 如 果 5 的 每 个 非 空子 集 都 有 最 小 元 素 . 
具有 良 序 的 集合 叫做 良 序 集合 . 良 序 必然 是 全 序 的 ， 自 然 数 集合 按 通常 的 小 于 
等 于 < 是 一 个 良 序 集合 ， 空 集 看 作 良 序 集合 ， 策 梅 洛 应 用 选择 公理 证 明了 著名 
的 

良 序 定理 每 个 集合 部 站 在 一 个 良 序 ， 

限于 篇 幅 ， 在 这 里 不 打算 给 出 证 明 ， 

友之 ， 从 良 序 定理 容易 推出 选择 公理 . 

良 序 定理 的 重要 性 在 于 自然 数 集合 的 数学 归纳 法 需 理 可 以 推广 到 良 序 集合 
上 去 ， 从 而 得 到 超 限 归纳 法 原理 . 设 9 是 一 个 良 序 集合 ， 对 于 任 一 4 € S, 子 集 
Stoj={ze5lz<ol 叫 做 3 的 一 个 前 段 . 

超 限 归纳 法 原理 设 9 是 任 一 个 良 序 集合 ， 4 为 3 的 任 一 个 子 集 ， 如 果 对 
于 任 一 元 素 QE5 从 9 的 前 段 S(a) 包含 在 4 内 推出 上 Ed 则 4= 5.(5 的 最 
小 元 素 a0 必然 属于 4A, 因为 S(ap) = BE 4.) 

证 明 完全 与 第 二 数学 归纳 法 的 证 明 类 似 . 口 

假设 有 一 个 性 质 或 命题 已 (oa] 与 一 个 良 序 集合 5 的 每 个 元 素 a 相 联 系 ， 可 
以 应 用 超 限 归 纳 法 原理 证 明 性 质 或 命题 (0) 对 所 有 ae 3 都 成 立 ， 就 是 说 ， 
如 时 我 们 能 够 证 明 ， 对 于 每 个 元 素 ce S 从 E(z) 对 所 有 x € Sta) 都 成 立 推出 
E(a) 也 成 立 ， 则 根据 超 限 归纳 法 原理 ， EE(z) 对 一 切 + € $ 前 成立 ， 这 就 是 超 
限 归 纳 证 明 法 . 

还 有 超 限 归纳 构造 法 ， 不 打算 在 这 里 叙述 . 

与 选择 公理 等 价 的 还 有 一 个 非常 重要 的 极 大 原理 ， 也 就 是 佐 思 (Zorn) 引 
理 . 它 和 良 序 定理 比较 ， 应 用 起 来 方便 得 多 ， 因 而 得 到 广泛 的 应 用 . 

极 大 原理 设 了 为 由 集合 5 的 若干 子 集 作 元 素 组 成 的 非 空 集合 ， 卫 按 包含 
关系 成 一 个 偏 序 集 ， 如 果 了 的 每 个 链 部 有 一 个 上 界 ， 则 工 有 一 个 极 大 元 素 . 

将 集合 T 抽象 化 ， 极 大 原理 可 叙述 成 

佐 恩 引 理 若 一 个 偏 序 集 5 的 每 个 链 部 有 上 界 ， 见 5 有 一 个 家 大 元 襄 . 

现在 我 们 来 说 明 ， 佐 恩 引 理 可 以 换 写 成 极 大 原理 的 形式 ， 因而 这 两 者 是 等 
价 的 . 存在 5 到 5 的 守 集 P(S) 的 一 个 映射 六 对 于 每 个 ae 5, 规定 Wa) = 
{res|z<a). 设 a,be S,a <b, 则 根据 偏 序 的 传递 性 , 由 z En(a) 有 z < 4 从 
而 xz <bx En(b). 因此 有 ne) C mb). 反之 ， 从 Ma C1900) 也 可 以 推出 a <e 
因此 ，n(@) = 9 > a=b. 所 以 D9 是 5 到 P(5) 的 一 个 单 射 而 且 保 持 偏 序 
关系 . 于 是 了 = nm(5) 是 一 个 与 5 成 一 一 对 应 ， 保持 偏 序 关 系 而 且 满 足 极 大 原 
理 中 的 假设 的 偏 序 集合 . 
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限 于 篇 幅 ， 上 面 列举 的 与 选择 公理 等 价 的 几 个 定理 ， 它 们 的 等 价 性 不 加 证 

明 1 

最 后 我 们 应用 佐 转 引 理 来 证 明 数 域 上 线性 空间 7 的 基 的 存在 ，T 的 一 个 非 

空间 其 组 4( 包 含 向 量 的 个 数 有 限 或 无 限 ) 叫做 线性 无 关 的 ， 如 果 4 的 每 个 非 空 

有 限 子 集 部 是 线性 无 关 的 ，T 中 一 切线 性 无 关 的 句 重 组 作 元 素 构成 的 集合 5 按 

包含 关系 成 一 偏 序 集 . 设 了 = {46 aeE 7 了 } 为 5S 的 一 个 链 , 求证 并 集 4= U 4， 
nef 


也 是 一 个 线性 无 关 的 向 其 组 . 设 41 = {a1,…,ar} 是 4 的 一 个 有 限 子 集 ， 于 是 
每 个 &; 必 和 包含 在 某 一 个 4 (ai E 门 内， 由 于 了 是 一 个 链 ， 4 ，…,4。 又 包 
含 在 某 一 个 4 (a €E 了 ) 内 .于 是 441 C A, 因而 41 是 线性 无 关 的 癌 基 组 ， 所 以 
由 是 一 个 线性 无 关 的 向 量 组 ， 因而 4e 5. 显然 4 是 工 的 一 个 上 界 . 根据 佐 思 
引 理 的 第 一 种 形式 ，5 有 一 个 极 大 元 素 M. 根据 M 的 极 大 性 ， 下 证 向 其 组 A 
就 是 V 的 基 ， 因 为 否则 将 存在 一 个 向 基 hE VW 使 得 5 不 能 表 成 M 中 任何 有 限 
向 量 组 的 线性 组 合 ， 读者 自己 证 明 B = JM U { 是 一 个 线性 无 关 的 向 量 组 ， 因 
而 BeS. 显然 六 CB 但 计 关 B, 这 与 MM 的 极 大 性 矛盾 ， 


习 题 


1. 设 六 与 Y 为 两 个 集合 ， 又 设 映 射 了 :区 一 世 与 9: 王 一半. 如 果 9:f=1x: 1x 
表示 X 的 恒 等 映 射 ， 则 称 9 为 了 的 -个 左 逆 ,如果 fg = 1Y, 则 9 叫做 的 右 道 .如果 
9 同时 是 f 的 左 逆 和 右 逆 ， 则 称 9 为 了 的 一 个 送 . 证 明 : 

{i) 了 有 左 逆 当 而 且 仅 当 f 是 单 射 

(ii) 有 右 道 当 而 且 仅 当 f 基 满 射 . 

(iii】 如 果 f 有 左 道 g, 同时 又 有 右 道 疡 则 9 二 大 

(iv) f 有 道 当 而 且 仅 当 是- -个 -- 一 对 应 . 

(v)】 如 果 f 有 逆 ， 则 的 道 是 唯一 的 f 的 道 记 作 广 

(vi) 若 上 有 赣 ， 则 ( 广 9 三季 

2， 举 例 说 明 ， 一 个 非 空 集合 S$ 上 的 等 价 关系 的 三 条 公理 是 独立 的 、 

3， 整 数 集合 Z 上 ， 存 在 映射 :名 Z 使 得 了 有 左 ( 右 ) 逆 但 无 右 ( 左 ) 道 . 

4， 试 判断 反 身 性 、 对 称 性 和 传递 性 对 下 列 二 元 关系 是 否 成 立 ? 

(i) 实数 系 最 ,x -4 为 2r 的 整数 倍 . 

(iiy 了 R,z 之 也 

ii) Rr >Y. 

(iv) 5 是 仅 含 一 个 元 素 的 集 ， 了 > 钞 

1 有 关 证 明 读 者 可 参看 范 德 瓦尔 登 著 《 代 数学 [》 【本 石 孙 、 曾 肯 成 、 部 销 新 详 ， 科学 出 版 
社 ，1963) 第 一 章 $7 和 8$8, 或 库 洛 什 著 《 - 般 代 数学 讲义 》 ( 刘 绍 学 译 ， 上 海 科技 出 版 社 ， 
1964). 
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5. 试 判断 反 身 性 、 对 称 性 和 传递 性 对 下 列 二 元 关系 是 否 成 立 ? 

() R,lz -t=1. 

(i) Rlz—yj<1. 

(ii?) R,z—y=1. 

{iy) Rxz+y=1. 

6， 证 明 自 然 数 系 的 加 法 和 哑 法 分 别 满足 结合 律 和 交换 律 . 

7. 证 明 自 然 数 系 的 乘法 对 加 法 的 分 配 律 成 立 ， 

8， 证 明 自然 数 系 的 乘法 消去 律 成 立 ， 即 恕 果 az = 二 ay,a 冯 0, 则 z= 

9， 在 欧 几 里 得 平面 上 ， 用 8 表示 - - 切 有 方向 的 线段 PQ( 起 点 已 , 终点 @) 作成 的 集 
合 . 请 在 S$ 上 给 出 个 等 价 关系 ~ 使 得 商 集成 为 平面 上 的 向 量 集合 . 

10， 设 基 , 了 2 为 任意 集合 ， 又 设 六 : 开 全 科 丰 : 攻 一 =]1.2 证 明 “如 果 
全 二 92 则 D1 = 由 ”对 任意 81, $2 都 成 立 的 充 要 条 件 是 7 是 个 满 射 . 

11, 设 加 : 买 全 估 = 了 2: 开 全 2. 证明 “如果 二 2 则 蕊 | 二 Wz” 对 人 尾 
意 如 ,v2 都 成 立 的 充 要 条 件 是 ? 是 一 个 单 射 

12， 证明， 在 自然 数 系 N 中 ， 如 果 4>B,c>d 则 gg 十 c>8 二 ad 而且 ac > bd. 

13. 设 a 为 :个 非 零 整数 ，my >n>0 mnez. 证明 (a2 +1,ax” +1) = 或 2 
从 而 证 明 有 无 穷 多 个 素数 . ( 波 利 亚 (G. Potva)) 

14， 定 义 在 正 整数 集合 Z+ 上 的 默 比 乌 斯 (M5bius) 函数 jn) 规定 如 下 : 

人 pl)=1; 

(i) Atn) = 0. 若 ?含有 平方 因子 ; 

(ii gn) = (~-1)", 若 n= pip2'… pr; jp 为 不 同 的 素数 . 
证 明 ， 对 于 正 整数 n > 1, 恒 有 

> Pd) =0. 


dln 


15， 应 用 定理 7, 证 明 欧 拉 函数 p(n) 可 写成 
yn) =n2, 2 


a 
16. 设 p 为 一 率 数 ， 证 明 威 尔 炙 {Wilson) 定理 
(p -1)!= -1 (mod p). 
17.， 定义 在 整数 Z 上 的 函数 fn) 如果 满足 
fa Fn = f(am), 
则 fF(n) 叫 敌 乘 性 函数 ， 证明: 若 f(n) 是 个 乘 性 函数 ， 则 g(n) = 》 fld) 也 是 一 个 乘 竹 


dln 
函数 . 
18， 证 明 ， 车 f(n) 是 -个 乘 性 函数 ， 则 h(n) = > AP ( 了) 7(2) 也 是 一 个 乘 性 函数 


dln 
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19，( 默 比 乌 斯 反 演 定 理 ) 设 f(n) 是 定义 在 正 整数 集 Z+ 上 的 复 值 函数 . 令 Fa) = 
5 fld). 证 明 
本 | 于 
f(n) = Ma)F (3). 
dln 
20， 应 用 默 比 乌 斯 反 演 公式 和 欧 拉 函 数 p(n) 的 一 个 性 质 了 9(G) = 和 米 直接 证 明 习 


din 


题 15 的 公式 .然后 重新 导出 定理 7 的 公式 . 
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co 5 
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名 


人 


. 证 明 
》， r= 3n ‘ pln). 
A 
2. 证 明 有 无 窃 多 个 素数 模 6 同 余 一 1， 
、 解 问 余 方程 
277 三 25 (mod 31), 
. 解 回 余 方 程 组 
了 三 2 (mod 5), 
2 三 1 (mod 7), 
I=5 《mod 11). 


.将 正 束 数 mn 写成 十 进 制 = aidz ar 1T<ar 和 90<Sm<9i=2 7 证 


n=0 (mod 3) < 全 Ya = 0 (mod 3); 


2 一 1 


) n=s0 {md9 < 全 》 as 三 0(mod 9); 
i=] 


(i) n=0(mod 11) > 》(-1jas = 0 {mod 11). 


26 


间 余 ， 
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(i) 
(i 


1 二 1 
， 设 p 为 一 素数 ，*r > 1, 则 每 个 整数 nn, 0 < nn < p" 可 以 唯一 此 与 下 列 数 之 一 模 p” 


Qo ap+ orp 0<a<n 


， 设 为 一 家 数 ，n 为 一 正 整 数 . 
TT 二 1 (mod p"), 7 > 1 有 多 少儿 ?并 求解 . 
) zx? 三 1 (mod ne) 有 多 少 解 ? 
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81 代数 运算 


从 历史 上 看 ， 在 相当 长 的 一 段 时 间 中 ， 数 及 其 四 则 运算 一 直 是 代数 研究 的 
主要 对 象 ， 自 19 世纪 以 来 ， 随 着 数学 的 发 展 ， 也 就 是 随 着 人 类 认识 的 不 断 深 
化 ,运算 的 概念 以 及 可 以 进行 远 算 的 对 象 大 大 超出 了 数 的 范围 就 以 我 们 己 讨 
论 过 的 对 象 而 言 ， 除 去 数 以 外 ， 就 还 有 多 项 式 、 函 数 、 向 直 、 和 矩阵 、 变 换 等 ， 它 
们 都 可 以 进行 运算 ， 代 数 主要 就 是 研究 它们 在 运算 下 的 性 质 ， 我 们 看 到 ， 虽 然 
这 些 对 每 不 局 ， 它 们 之 间 各 种 运算 的 定义 办 法 也 不 同 ， 但 是 这 些 运 算 却 有 许多 
共同 的 性 质 ， 在 这 些 问 题 研 究 的 基础 上 上， 人 们 逐渐 形成 了 一 些 抽象 的 慨 念 ， 由 
于 这 些 购 念 慨 括 了 许多 重要 的 具体 对 象 的 共同 性 质 ， 所 以 它们 不 但 在 代数 中 ， 
而 且 在 现代 数学 的 理论 与 应 用 中 都 具有 基本 的 午 要 性 ， 本 章 就 是 介绍 群 、 环 写 
域 这 三 个 基本 的 代数 概念 ， 当 然 介绍 只 是 初步 的 . 

为 了 给 出 这 些 抽 得 概念 的 定义 , 我 们 首先 需要 给 出 一 般 的 代数 运算 的 定义 . 

定义 1 设 4 是 一 不 空 集合 . 任意 个 由 二 x 所 到 和 4 的 映射 就 称 为 定义 在 
了 上 的 一 个 代数 运算 . 

按 映射 的 定义 , 所谓 由 4x 如 到 半 的 映射 就 是 指 一 个 法 则 ， 它 使 4 中 和 任意 
两 个 元 素 (这 两 个 元 素 可 以 相同 ) 部 有 4 中 一 个 元 素 与 它们 对 应 . 容易 看 到 ， 这 
样 定 义 的 代数 运算 是 一 个 极其 广泛 的 概念 ， 它 的 确 把 我 们 过 去 碰 到 过 的 运算 的 
大 部 分 包括 在 内 ， 例 如 通常 数 的 加 法 就 是 映射 (a.8) 局 a + 5, 完 阵 的 乘法 就 是 
映射 (4,B) 局 4B. 当 所 考虑 的 集合 是 全 体 实数 及 时， 这 里 斯 说 的 代数 运算 也 
就 是 通常 的 二 元 陋 数 f(x, 中 , 显然 ，x + 与 zy 都 在 特殊 的 二 元 函数 ， 在 这 个 
定义 下 ， 对 于 实数 R 来 说 ， 上 映射 (z: 中 m 0 习 0 (5 办 六 7 十 六 等 者 可 
以 被 认为 是 代数 运算 .虽然 我 们 可 以 举 出 各 式 各 样 代数 运算 的 例子 ， 代 是 以 下 
我 们 要 讨论 的 总 是 那些 具有 适当 性 质 的 代数 运算 ， 

应 当 看 到 ， 在 这 个 定义 下 ， 以 前 有 些 运算 如 向 芋 的 数 最 乘法 与 测 基 的 内 积 
就 不 中 代数 运算 ， 因 为 在 它们 的 定义 中 都 涉及 到 两 个 集合 .这 些 运 算 如 何 抽象 
化 以 后 再 另 作 处 理 . 


$2” 群 的 定义 和 简单 性 质 
我 们 首先 介绍 群 的 概念 


定义 2 设 G 是 一 个 非 空 集合 ， 如 果 在 G 上 定义 了 一 个 代数 运算 ， 称 为 乘 
法 ， 记 作 ab (或 称 为 加 法 ， 记 作 a 十 站 ,而 且 它 适合 以 下 茶 件 ， 那 么 G 称 为 一 个 


24 第 一 章 代数 基本 概念 


群 : 
1) 对 于 G 中 任意 元 素 a,b,c 有 


albe) = (ab)c (结合 律 ); 
2) 在 G3 中 有 一 个 元 素 e. 它 对 G 中 任意 元 素 a 有 
en= 0; 
3) 对 于 G 中 任 一 元 素 a 都 存在 G 中 一 个 元 素 b 使 
ba = 6. 


下 面 看 几 个 例子 . 

例 1 全 体 非 零 实 数 R* 对 于 通常 的 乘法 成 一 个 群 ; 全 体 正 实数 R+ 对 于 通 
常 的 乘法 也 成 一 个 群 . 

例 2 设 n 是 一 正 整 数 ， 全 体 n 次 单位 根 ( 即 方程 z” = 1 的 n 个 根 ) 对 于 
复数 的 乘法 成 一 个 群 ， 这 个 群 记 为 局; 特别 地 ， 当 n 二 2 时， = {+]]， 

例 3 全 体 整数 Z 对 于 通常 的 加 法 成 一 个 群 ;， 同样 ， 全 体 有 理 数 Q, 全 体 实 
数 及 , 全 体 复数 C 对 加 法 也 部 是 群 . 

例 4 设 V 是 数 域 P 上 一 线性 空间 ，V 的 全 体 可 道 线 性 变换 对 于 变换 的 
乘法 成 一 个 群 ， 当 Y 是 一 欧 几 里 得 空间 时 ，V 的 全 体 正 交 变换 对 于 乘法 也 组 
成 一 个 群 . 

例 5 元 素 在 数 域 P 中 全 体 级 可 逆 失 阵 对 于 什 阵 的 乘法 成 一 个 群 ， 这 个 
群 记 为 GLn(P), 称 为 n 级 一 般 线性 群 ; GLn(P) 中 全 体 行列 式 为 1 的 矩阵 对 于 
矩阵 乘法 也 成 一 个 群 ， 这 个 群 记 为 SL,(P), 称 为 特殊 线性 群 . 

从 以 上 的 例子 可 以 看 出 , 群 的 概念 确实 概括 了 不 少 重要 的 对 象 的 共同 特征 . 
这 里 应 该 注意 ， 在 群 的 定义 中 重要 的 是 有 一 个 代数 运算 ， 至 于 这 个 代数 运算 叫 
什么 名 称 以 及 用 什么 符号 来 代表 是 无 关 紧 要 的 ， 只 有 在 具体 的 例子 中 它 才 有 具 
体 的 含义 ， 在 一 般 的 讨论 中 ， 我 们 不 过 把 它 叫做 乘法 而 已 . 

现在 根据 群 的 定义 我 们 来 推导 群 C 的 一 些 基本 性 质 . 

1. 如 果 pa =e, 则 ab=e. 

证 明 根据 3), 对 于 元 素 b 有 ceG 使 


chb=e. 


于 是 


a =ea= (cha = c(ba) = ee, 
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两 边 用 》 右 乘 ， 得 
nb = (ce)b = cleb)} = 0 =e OD 
2、 如 果 对 所 有 的 a EG 有 ea = a, 那么 也 有 ce = a, 对 所 有 的 a€G. 
证 明 取 5e G 使 ba =e. 我 们 知道 ，ab=e. 于 是 


a = ea = (ab)a = a(ba}) =ae. 口 
3，G 中 有 唯一 的 元 素 。 具 有 性 质 
ea = 二 ae 二 0, 对 所 有 的 a€EG. 
证 明 假设 有 el es e G, 它们 都 具有 所 说 的 性 质 ， 于 是 


这 就 证 明了 这 种 元 素 只 有 一 个 . 口 

群 G 中 具有 性 质 ea = ae = a( 对 所 有 的 a € G) 的 唯一 的 元 素 。 称 为 群 C 
的 单位 元 素 . 显然 ， 在 通常 乘法 的 情况 下 ， ! 就 是 单位 元 素 ， 在 通常 加 法 情况 
下 ，0 就 是 单位 元 素 . 

4. 对 于 群 G 中 任 一 元 素 a 有 了 叭 一 元 素 b 使 %b = ba = 

证 明 假设 再 有 一 个 元 素 ¢ 也 具有 性 质 


CU 一 Ac 二 


于 是 
c= ce=c(ad) = (cb=eb=b. 
这 就 证 明了 唯一 性 . 口 
对 于 元 素 w 唯一 的 具有 性 质 


nb 二 hag=eé 


的 元 素 5 称 为 a 的 逆 元 素 , 记 为 a-!. 如果 运算 写成 加 法 时 ， 8 的 逆 元 素 记 成 
-六 称 为 8 的 负 元 素 . 

由 唯一 性 ， 不 难看 出 ， (ae = a 

5. 对 于 群 G 中 任意 元 素 a,b, 方程 


在 G 中 有 唯一 解 
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证 明 显然 ，z = ea 比 是 方程 wz = 六 的 解 ， 因 而 有 解 ， 假 设 zu za 是 方程 

的 两 个 解 ， 于 是 有 
Orl = QZ2， 

两 边 左 乘 a~!, 即 得 xz! = x2. 这 就 证 明了 和 解 的 唯一 性 . 口 

同样 可 证 ,在 群 G 中 方程 ya = 也 有 唯一 解 . 在 上 面 的 证 明 中 可 以 看 出 ， 
在 群 中 ， 由 ab = ac 可 以 推 知 5= <. 

群 的 定义 中 的 结合 律 表明 ， 群 中 三 个 元 素 a, b,c 的 乘积 与 作 运算 的 顺序 元 
关 ， 因 而 可 以 简单 地 写成 

abe 
而 不 致 产生 混 清 ， 用 数学 归纳 法 ， 不 难 把 这 个 结果 推 到 任意 多 个 元 素 ， 也 就 是 
说 ,在 群 6 中 ,任意 i 个 元 素 a,…,o% 的 乘积 与 运算 的 顺序 无 关 ， 因 而 可 以 简 
单 地 写成 
0 "Ql. 
据 此 ， 我 们 在 群 中 可 以 定义 元 素 的 方 幕 . 对 于 任意 的 正 整 数 mw, 我 们 定义 


a 二 QQ (个 )， 


即 n 个 & 连 乘 我 们 再 约定 


n=é, 
an = (a 1)", n 为 正 整 数 . 


于 是 on 对 任意 整数 n 都 有 了 意义 ， 不 难 证 明 ， 对 于 任意 整数 n,n, 任意 元 素 
aEG, 有 


0 .mL 一 art™m, 


(a™)™ A a 
这 就 是 通常 所 谓 的 指数 法 则 .证 明 留 给 读者 . 
在 群 的 定义 中 ， 我 们 没有 要 求 群 的 运算 适合 交换 律 ， 即 ob = be. 如 果 群 G 
的 运算 适合 交换 律 ， 那 么 群 G 就 称 为 交换 铬 或 阿 贝尔 (Abel) 群 . 例 1,2,3 中 
的 群 者 是 阿 贝尔 群 ， 而 例 4,5 中 的 群 一 般 地 不 是 阿 贝尔 群 . 在 阿 贝尔 群 中 ,可 以 
证 明 ， 对 于 任意 元 素 o,b, 任意 整数 m 有 


(ab)" = on. 


证 明 留 给 读者 . 
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群 G 中 元 未 的 个 数 称 为 群 G 的 阶 . 群 G 的 阶 记 为 IC|. 如 果 |G| 是 一 有 限 
数 , 即 G 只 含有 有 限 多 个 元 素 ，C 就 称 为 有 限 群 . 如 果 G 含有 无 限 多 个 元 素 ， 
G 就 称 为 无 限 群 . 例 1,3,4,5 中 的 群 是 无 限 群 ， 而 例 2 是 有 限 群 ， 显 然 


[Un| =n. 
§3 ” 群 的 例子 
在 上 一 节 我 们 已 经 看 到 许多 特殊 的 群 ， 它 们 都 是 热 悉 的 ， 现 在 再 介绍 两 类 
重要 的 群 


1. 图 形 的 对 称 群 

设 下 是 平面 上 的 一 个 图 形 . 令 GF 为 全 体 保持 五 不 变 的 (从 整体 上 说 ) 平 
面 正 交 变 换 所 成 的 集合 ， 显 然 ， 恒 等 变换 总 在 Ce 中 ,因而 Ge 是 非 空 的 ， GF 
中 任意 两 个 变换 的 葬 积 仍 在 Gr 中 ， 内 而 变换 的 乘法 可 以 认为 在 Ge 上 定义 的 
一 个 运算 ， Gp 中 变换 的 道 也 在 Gr 中 ， 这 就 是 说 ， GF 在 变换 的 习 法 下 成 一 
个 群 ， 它 称 为 图 形 F 的 对 称 群 . 


例如 玉 为 一 正方 形 (如 图 )， 显 然 ， 保 持 
这 个 正方 形 不 变 的 正 交 变 换 只 有 : 绕 O 点 转 
90°.180°,270°,360? 以 及 对 于 直线 1,2,3,4 的 
镜面 反射 ， 这 8 个 二 交 变 换 就 榴 成 了 正方 形 的 
对 称 群 GF( 证 明 留 给 读者 ). 如果 我 们 用 了 表 
示 绕 0 点 转 90*，5 表示 对 于 直线 1 的 镜面 反 
射 ， 那 么 不 难看 出 ， Cr 中 8 个 元 素 就 是 


Gs = 位 ,72,T3.7T4.57, ST?,ST’, 57“]， 
其 中 T4 = 71,52 = 了,ST = 了 -15.(I 表 恒 等 映射 ) 
类 似 地 ， 如 果 卫 是 书面 士 下 双边 形 ， 堵 么 五 的 对 称 群 GE 是 由 2n 个 元 素 
组 成 ， 令 了 为 绕 中 心 转 所 ,3 为 对 于 其 一 对 称 轴 的 镜面 反射 ， 十 是 有 
Ge = {T,T2,..,T", ST, STY,.-, ST"). 


其 中 T" = 了 6? = 了 ST = 了 -15. 这 些 群 通常 称 为 二 面体 群 , 用 符号 D。 表示 - 
2. 对 称 群 Sn 
设 M 为 一 非 空 集合 , 集合 下 到 日 身 的 可 道 变换 的 全 体 对 十 变 换 的 乘法 显 
然 组 成 一 个 群 ， 这 个 群 称 为 集合 M 的 全 变换 群 , 记 为 SCMf), 当 对 为 无 限 集 
合 时 ，S(M) 显然 是 一 个 无 限 群 
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下 面 来 看 M 是 有 狠 非 空 集合 的 情形 . 当 M 含有 m 个 元 素 时 ， 对 的 可 道 变 
换 称 为 n 元 宣 换 , 8(34) 称 为 n 元 对 称 群 , 简 记 为 S*. 在 M 的 元 素 用 1,2,…,n 
编号 之 后 ， Sn 中 元 素 o 可 以 表示 为 


( 1 2 ... n ) 
f 一 ’; 
QL "As -On 
其 中 ai = 65620),1 = 1,2,.…,n. 
因为 o 是 单 射 ， 又 是 映 上 的 ， 所 以 下 排 QQ2 nm 正好 是 1,2,…, 匈 的 一 个 


排列 . 这 样 就 建立 了 元 置换 与 阶 排列 之 间 的 一 个 一 一 对 应 , 因 之 ,|Sn| = nal. 
按 变 换 乘 法 的 定义 不 难 计算 两 个 n 苑 置换 的 乘积 ， 例 如 ， 设 


1 2 34 123 4 
0 = 不 半 
( 2 .41 3 ) ( 3124 ) 
oT(i) = o(7(i)), i = 1,2,3,4. 


1 23 4 1 2 .34 1 2 3 4 
i 三 。 
2413 3 12 4 1 2 .43 


如 果 一 个 nn 元 置换 o 将 1,2,…,n 中 某 m 个 数 oi,…,am 轮换 ， 即 


由 


于 是 


oa(a) 三 Q2, oa(a2) 二 Cs 


cl(am_i) = am oam) = oa， 
而 保持 其 余 的 数 不 变 ， 那 么 c 称 为 一 个 轮换 . 我 们 简单 地 用 
0 = (alaz…am) 
来 表示 这 个 轮换 ， 当 m = 2 时 ，o 的 作用 是 
ofla) = 92, ol02) = o， 


而 保持 其 余 的 数 不 变 ， 这 样 的 轮换 称 为 对 换 . 
例如 ， 上 面 的 or 都 是 轮换 ， 即 


o = (1243),，7 = (132)， 


而 cy 是 一 对 换 ， 即 
oT = (34). 
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Sn 中 两 个 轮换 (a10Q2… Qam) 与 (B12.… B81) 称 为 不 相交 的 , 如 果 
Qi #8 i 二 1,2,.. * ,mj 一 1,2, “ll. 


容易 看 出 ， 不 相交 的 轮换 对 乘法 是 可 以 交换 的 . 下 面 来 证 明 ， 任 何 一 个 非 单 位 
的 置换 都 能 表 成 一 些 不 相交 的 轮换 的 乘积 ， 而 且 表 示 法 是 唯一 的 
设 0 是 一 n 元 置换 . 在 1,2,…,n 中 任 取 一 个 元 素 oa, 用 o 连续 作用 ， 得 
一 个 序列 
az = 9(01),02 =a(aazj，…， 
由 于 ai € { 2 1;,2……， 所 以 序列 中 出 现 的 元 素 必 然 有 相同 的 . 令 Qi 
为 序列 
Ci 2 

中 第 一 个 与 它 前 面 的 某 个 元 素 ， 比 如 说 a; (i < 由, 相同 的 元 素 ， 即 oj = at, 或 
者 

oil(al) = 0 1(o). 
我 们 来 证 ，i=1. 如 i>1, 用 o-! 作用 上 式 的 两 边 ， 得 

vi?2(a1) 一 oj? (1), 


即 
Qi-1 = Oj-1: 
这 与 了 的 选择 蔬 盾 ， 因 此 必 有 i= 1, 即 
Qj 二 Qi, 
也 就 是 
og(Q1) = a2 ,O01) = al 


5 在 元 素 a1,a2,…;Qj_1 上 成 一 轮换 ， 我 们 再 在 a4,…,Qj-1 之 外 取 一 元 素 ， 
重复 以 上 的 讨论 ， 于 是 又 得 一 个 轮换 ， 因 为 {1,2,-…,n} 是 一 有 限 集合 ， 所 以 
被 分 解 成 有 限 多 个 轮换 的 匀 积 ， 


5 = (al oj 中 和 … 


因为 r 是 一 置换 ， 所 以 分 解 成 的 这 些 轮换 必 不 相交 ， 证 明 留 给 读者 ， 叭 一 性 显 
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下 面 是 一 个 例子 . 
sk 


= (1 3 2)(4 5). 
Ss oo 


应 该 指出 ，m = 1 的 轮换 就 是 单位 变换 ， 在 和 轩 换 的 轮换 表示 中 ， 我 们 实际 上 是 
略 去 了 所 有 一 个 数 的 轮换 . 


84 子 群 、 陪 集 


为 了 讨论 群 的 加 题 ， 子 群 是 一 个 重要 的 概念 . 

定义 3 如 果 群 G 的 非 空子 集合 对 于 G 的 运算 也 成 一 个 群 ， 那 么 五 称 
为 G 的 子 群 . 

先 来 看 几 个 例子 . 

例 1 设 n 为 -一 下 整数， 在 整数 加 法 群 Z 中 所 有 的 倍数 对 加 法 显然 成 一 
群 ， 因 而 是 Z 的 子 群 ， 这 个 子 群 记 为 nZ. 

例 2 设 广 是 一 忱 氏 空 间 ， 的 正 交 变换 群 是 V 的 可 逆 线 性 变换 群 的 子 
群 . 它们 又 都 是 (作为 一 个 集合 看 ) 的 全 变换 群 S(TW) 的 子 群 . 一 般 地 , 对 任意 
集合 ,SLM) 的 子 群 称 为 M 上 的 变换 群 . 

例 3 设 也 为 一 数 域 . 特殊 线性 群 SLn{P) 是 一 般 线 性 群 CEn(P) 的 子 群 . 

例 4 设 ziirzz……zn 是 1 个 文字 ， 今 


Dlr1, TY2, ,Tn) 二 es 一 2 让 


ic 了 
二: (x1 - 32) 《2 元 Zn ) 
(72 至 2Z3) 人 (22 Xn) A (zn) 3 Tn), 
对 于 og € 5n, 我 们 定义 
ofD(zlza 7 Tn) = Dray To(2)* ,Taln)) 
T(z — Zot)). 
{< 


显然 有 

af(D(zt Ta, Fn)) = +tDIzi,T2. ,Tn). 
如 果 o(D} = D,o 就 称 为 偶 置换 : 如 果 o(D) = -DD,o 就 称 为 奇 置换 不 难看 
出 ,全体 偶 置 换 组 成 5 的 -一 个 子 群 .这 个 群 称 为 nn 元 交错 群 , 记 为 4 读者 不 
难 证 明 
|4n| = 5 


84 子 群 、 倍 和 集 31 


例 5 在 群 G 中 ， 仅 由 单位 元 素 e 组 成 的 子 集 合 {e} 显然 是 G 的 一 个 子 
群 . 群 G 本 身 也 是 G 的 子 群 . 这 两 个 子 群 称 为 G 的 平凡 子 群 , 其 余 的 子 群 称 
为 非 平凡 的 . 

五 是 G 的 子 群 可 简 记 为 “H<G, 

群 G 的 一 个 非 空子 集合 吾 要 适合 什么 条 件 才 成 为 子 群 呢 ? 

日 在 包含 元 素 a,b 的 同时 必须 包含 ab, 否则 G 的 运算 就 不 能 被 看 作 是 豆 
的 运算 . 子 集合 互 的 这 个 性 质 常常 被 说 成 是 五 对 G 的 运算 封闭 其 次 ， 英 必 
须 包含 G 的 单位 元 素 e, 五 在 包含 元 素 4 的 同时 还 必须 包含 a 的 道 元 素 a '. 至 
于 运算 的 结合 律 ， 在 五 中 月 然 成 立 . 

以 上 这 些 条 件 可 以 归结 为 ， 

定理 1 群 G 的 非 空子 集合 吾 是 一 子 群 的 充分 必要 条 件 是 : 由 abpE 吾 推 
出 ab -1 EH. 

证 明 必要 性 是 显然 的 . 我 们 来 证 充分 性 . 因 万 非 空 ， 所 以 互 含有 一 个 元 
素 a, 下 是 

ar!'=e€H. 
由 eae 互 即 得 ea-!=a-!€EH. 由 a,bE 五 可 知 b'€ ,从 而 
ab 一 ape 鳌 ， 


这 就 证 明了 五 是 一 个 子 群 口 
显然 ， 任意 多 个 子 群 的 交还 是 一 子 群 , 证 明 留 给 读者 . 
设 瑟 是 群 G 的 一 个 子 群 . 对 于 G 中 任 一 元 素 a, 我 们 称 集合 


{ahlheH) 


为 下 的 一 个 左 陪 集 , 简 记 为 aH. 因为 豆 中 有 单位 元 素 ， 所 以 ee aH. 同样 ， 
我 们 可 以 定义 右 陪 集 为 
Ha = {halhe H}. 

显然 ，h 号 ah 是 子 群 豆 到 左 陪 集 a 的 一 个 一 一 对 应 ,同样 ，h ha 是 子 
群 吾 到 右 陪 集 Ha 的 一 个 一 一 对 应 . 因 之 ， 每 个 左 ( 右 ) 陪 集 与 吾 有 一 样 多 的 
元 素 . 

定理 2 设 映 是 群 G 的 一 个 予 群 。 日 的 人 性 意 两 个 诺 ( 右 ) 陪 集 或 者 相等 或 
者 无 公共 元 素 。 群 G 可 以 表示 成 若干 个 不 相交 的 左 ( 右 ) 陪 集 之 并 . 

证 明 设 aH,b8 是 两 个 左 障 集 假如 它们 有 公共 元 素 ， 即 有 hi, hz EH 使 


ah1 = bh2, 
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于 是 4= 本 2j 二 bhs, 其 中 hs &€ HH. 由 
ah = bhah € bH, 


可 知 aH CBA. 同样 可 证 bH Ca, 即 


aH = bH. 
这 就 证 明了 第 一 个 论断 . 
因为 a EaH, 所 以 
G= [je 
ECz 
把 其 中 重复 出 现 的 陪 集 去 掉 ， 好 得 
G = | Joo, 


其 中 当 a 关 8, 有 aa8BNnasH =@. 这 就 证 明了 第 一 点 .对 右 陪 集 完 全 一 样 地 证 
明 . 口 
推论 1 ( 拉 格 朗 日 (Lagrange) 定理 ) 设 G 为 一 有 限 群 ， 豆 是 一 个 子 群 . 
于 是 | 吾 | 且 |C| 的 因子 ， 
证 明 没 |G|=n.|HI=t. 由 定理 2, 有 
G=aHU...UarH.,, 


其 中 出 现 的 陪 集 两 两 不 相交 .因为 |a; 召 | = | 豆 | = 记 折 以 于 三 于 口 

这 是 一 个 很 重要 的 结论 ， 它 给 出 了 子 群 的 ~- 个 重要 的 属性 , 

元 素 e 称 为 左 陪 集 oH( 右 陪 集 Ha) 的 一 个 陪 集 代表 ， 从 定理 2 的 证 明 可 以 
看 出 ， 如 果 bE aFH, 则 bH = a 玉 . 这 就 表明 ， 陪 集中 任意 一 个 元 素 都 可 以 取 作 
这 陪 集 的 代表 . 

在 群 G 中 ， 任 意 一 个 元 素 a 的 全 体 方 守 ， 即 集合 

{a™,m € 2} 


显然 成 一 子 群 ， 这 个 子 群 称 为 由 a 生成 的 子 群 . 不 难看 出 ， 元 素 a 的 方 暴 或 者 
两 两 全 不 同 或 者 有 一 止 整数 ! 使 w =e. 事实 上 ， 由 


& = ,ty, 


即 得 


mm =e, 
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在 后 一 种 情形 ， 一 定 有 一 最 小 的 正 整数 gd 使 
a =&é, 


于 是 a,Q?,… ,0 二 e 就 是 a 的 全 部 不 同 的 方 寡 ， 换 句 话 说 ，a 生成 的 子 群 的 阶 
为 d. 我 们 称 元 素 a 生成 的 子 群 的 阶 为 元 素 a 的 阶 . 由 拉 属 朗 日 定理 即 得 

推论 2 设 G 为 一 有 限 群 ，G 中 每 个 元 素 的 阶 一 定 是 |G| 的 因子. 今 |G| = 
对 于 G 的 每 个 元 素 避 有 


CQ 二 ee. 


证 明 第 一 句 话 是 显然 的 . 
令 元 素 4 的 阶 为 d. 我 们 有 ? = dni, 于 是 


站 二 adml 三 (ad)™ 一 em 一 ce 口 
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定义 4 设 G 与 G' 是 两 个 群 。 如 果 有 一 个 G 到 G 的 一 一 对 应 o, 它 对 于 

所 有 的 zx,y€G 有 

o(zy) = oa (7)0(), (1) 
那么 就 称 G 周 构 于 G', 记 作 G 兰 G. 适合 (1) 的 一 一 对 应 称 为 @ 到 G' 的 一 个 
同 构 映射 , 或 简称 同 构 . 

由 定义 不 难看 出 ， 同 构 映 射 把 单位 元 素 变 到 单位 元 素 ， 把 逆 元 素 变 到 道 元 
素 . 事实 上 , 设 e 为 G 的 单位 元 素 ，&a 为 G 的 任意 一 个 元 素 由 ea = a 有 
olejo(a) = ola), 即 ole) 为 G' 的 单位 元 素 e'. 由 arle =e 有 cle lcla) = ee’ 
即 g(a !) = oa(0)-l. 

下 面 来 看 几 个 例子 . 

例 1 我 们 知道 ， 在 n 维 线性 空间 中 取 一 组 基 之 后 ,全 体 可 逆 线性 变换 与 
全 体 n 级 可 道 抑 阵 之 闻 就 建立 了 一 个 一 一 对 应 ， 并 且 这 个 对 应 具有 性 质 (1). 因 
之 , 数 域 P 上 mn 维 线性 空间 中 全 体 可 逆 线 性 变换 组 成 的 群 与 群 GLn{P) 同 构 . 
基 取 得 不 同 ， 我 们 就 得 到 不 同 的 同 构 映 射 ， 由 此 可 见 ， 同 构 的 群 之 间 可 以 有 不 
止 一 个 同 构 映 射 . 

如 果 群 与 群 之 间 的 映射 具有 性 质 (1), 我 们 就 说 这 个 映射 保持 运算 . 

例 2 设 有 是 全 体 实数 对 加 法 组 成 的 群 ， R+ 是 全 体 正 实数 对 乘法 组 成 的 
群 . 显然 ， 映 射 


alz) 三 加 2Z 
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是 R+ 到 R 的 一 个 一 一 对 应 ， 这 里 In 表示 以 e 为 底 的 白 然 对 数 . 我 们 知道 
os) =In(zyg) =Inz+Iny=o(z) +o(y). 
因此 ，o 是 同 构 映 射 ， 它 的 逆 上 映射 为 
0 ! (2) = ez. 


应 该 指出 ， 正 是 这 个 同 构 的 关系 使 我 们 能 够 利用 对 数 来 作 实数 的 乘法 . 

容易 看 出 , 群 的 同 构 作 为 群 之 间 的 一 种 关系 具有 上 反 身 性 , 对 称 性 与 传递 性 ， 
即 它 是 一 个 等 价 关 系 : 

1) GG; 

2) 由 @G 关 Ge 推出 Cr 兰 Gi; 

3) 由 G 宕 GC' 与 G 会 G*" 推 出 G 宇 6G" 
因而 群 可 以 按 同 构 加 以 分 类 .证明 留 给 读者 . 

定义 表明 , 在 同 均 映射 下 , 对 应 的 元 素 在 各 自 的 运算 下 有 相同 的 代数 性 质 . 
在 我 们 抽象 地 研究 一 个 群 时 ， 同 构 的 群 是 不 必 加 以 区 别 的 . 

从 历史 上 看 ， 和 群 论 最早 是 研究 变换 群 的 ， 而 油 象 群 的 概念 正 是 从 变换 群 抽 
象 出 来 的 .下 面 的 定理 说 明 变 换 群 在 群 中 的 重要 地 位 . 

定理 3 ( 凯 莱 (Cayley) 定理 ) 任何 一 个 群 部 同 构 手 某 一 菜 合 上 的 变换 群 . 

证 明 设 G 是 一 个 群 .对 于 每 个 ee G, 我 们 定义 集合 G( 注 意 , 同一 个 G1 
的 变换 ce 如 下 : 

aafz) = ar, TEG. 


我 们 先 证 明 ， cs 是 G 的 可 逆 变 换 ， 显 然 ， 


ao-igafZ) = an-i(az) = a tar = 72, 
guo i (7) = (a 17) = Aa lr = 7. 


这 就 是 说 ， oa-:oa 与 vaca-， 都 是 单位 变换 ， 即 
gi! = Oo-1 
因 之 ， 0 是 可 道 变换， 这样， 我 们 得 到 集合 G 的 一 些 可 道 变换 组 成 的 集合 
G1 = {0clae G}. 
对 于 ow,0b E G4, 有 


gas 1(z) = aacb-i(z) = ab-lzr = gap-1 (72), 
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即 


ap ! = 00p! € Gi, 


由 定理 1, Gi 是 一 变换 群 . 
因为 


al€) =a, 
所 以 当 a 关 5 时 ， oa 天 cs. 这 就 说 明 ， 映 射 
0 go 
是 G 到 Gi 的 一 个 一 一 对 应 . 由 
Onfb = Tab 


可 知 上 面 的 映射 是 一 回 构 ， 这 就 证 明了 定理 . 
变换 oo 称 为 由 元 素 a 在 G 上 引起 的 左 平移 , 而 变换 群 G1 称 为 群 G 的 左 


正则 表示 . 
如 果 我 们 定义 右 平移 
你 地 ) = xa”!, 
那么 同样 可 以 证 明 ，G, = {7s |a € G} 也 是 集合 G 的 一 个 变换 群 ， 也 同 构 于 G. 
G; 称 为 G 的 右 正则 表示 . 


当 G 是 有 限 群 ，|G| = mw Gi 与 G' 都 是 Sr 的 子 群 ， 作 为 定理 3 的 特殊 情 
形 ， 我 们 说 ， 任 一 有 限 群 都 同 构 于 对 称 群 的 子 群 
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为 了 研究 群 与 群 之 则 的 关系 ， 同 时 也 为 了 研究 群 的 性 质 ， 同 态 又 是 一 个 重 

定义 5 设 G 与 G0' 是 两 个 群 ， 是 群 G 到 G' 的 一 个 映射 ， 如 果 c 通 合 
条 件 

olzg) = ao{z)o(y), ,YEG, 

那么 o 就 称 为 G 到 G' 的 一 个 同 态 映射 , 或 同 态 . 

显然 ， 同 构 都 是 同 态 ， 与 同 构 的 情形 一 举 ， 可 以 证 明 ole) = eole 一 ) = 
afal-1, 其 中 e 与 e' 分 别 为 群 G 与 G' 的 单位 元 素 . 

下 面 看 几 个 例子 . 
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例 1 设 G 与 G' 是 两 个 群 ，e 是 G' 的 单位 元 素 ， 定义 atz] = e 对 所 有 
的 ze G, 这 当然 是 一 同 态 . 但 这 个 同 态 并 没有 给 出 G 与 G' 之 间 有 任何 实质 性 
的 关系 . 

例 2 对 于 任意 4e GLniP), 定义 


old) = |4|. 


也 就 是 行列 式 . 令 P* 是 数 域 P 中 非 零 元 素 对 于 乘法 组 成 的 群 , 由 14B| = 14 中 | 
可 知 o 是 GZn(P) 到 P* 的 一 个 同 态 . 
例 3 令 
D(z1,**: ‘Ln) = [lz: Tj), 
Li 


我 们 知道 ， 对 于 ee 5 有 


OPDI(Z1L 人 ,Tn) 这 D(zot 2 , Totn)) 
= Jie-u — Za(j)) 一 士 了 (中 
定义 
GD(zl ,zan) 一 Sgn(a)D(Zz yzn)， 
sgn 就 是 由 S" 到 乘法 群 {1, 一 1} 的 一 个 映射 ， 显 然 sgn 是 一 同 态 . 
当 c 为 G 到 G' 的 一 个 同 态 ， 我 们 常常 简 记 为 


oo:Go 0. 
如 果 c:G 一 人 多 ,定义 
oG = {aloj|acC， 


显然 vG 是 G' 的 一 个 子 群 ， 它 称 为 同 态 o 的 象 . 

在 同 态 定义 中 , 对 于 映射 o 我 们 既 不 要 求 它 是 映 上 的 , 也 不 要 求 它 是 单 射 . 
如 果 o :GG' 是 映 上 的 , 即 oG = G'. 我 们 就 称 o 为 满 同 态 . 如 采 o :GG 于 0 
是 单 射 ， 即 G 与 9G 同 构 ， 也 就 是 G 与 G' 的 一 个 子 群 同 构 ， 我 们 就 称 o 为 单 
一 同 态 , 或 者 嵌 人 映射 . 

对 于 同 态 o:G 一 G', 对 于 任 一 a'€ G 我 们 考虑 集合 


{rEGlo(s) = 2}, 


86 同 态 、 正 规 子 群 37 


这 个 集合 可 能 是 空 集合 ( 当 a' 4 0G), 也 可 能 包含 一 个 以 上 的 元 素 . 我 们 称 这 个 
集合 为 元 素 we 的 完全 反 象 , 记 为 ao-!(a'). 特别 地 ， 单 位 元 素 的 完全 运 象 一 (e ) 
称 为 同 态 o 的 核 . 同 态 o 的 核 记 为 ker(o). 
我 们 来 证 明 ， 同 态 的 核 是 群 G 的 子 群 . 由 ol(e) = e 可 知 ee ker(o); 如 果 

a,b € ker(9), 即 ofa) = ob) = e', 则 olab7!) = ola)o(8)-1 = e', 因 之 ker(e) 是 
G 的 一 个 子 群 . 

设 ker(e)] = 百 , 而 a 为 一 个 左 陪 集 如果 ze al, 即 了 = 上 ji 则 clz) = 
g(ah) = ola)a(h) = ota). 这 就 表明 ， 陪 集 aH 中 元 素 全 有 相同 的 象 ， 反 过 来 ， 
如 果 clz) = cfoal, 那么 oflz) :cfalj- = eol(ze-1) =e 即 


za!€H,7r EalH. 


这 就 说 明 ， 所 有 以 ola) 为 象 的 元 素 全 在 陪 集 aH 中 . 综 上 所 述 ， 我们 得 到 ， 如 
果 ola) 二 a', 那么 
ai(o) =a8. 


我 们 知道 ， 群 G 分 解 成 子 群 豆 的 不 相交 的 左 陪 集 之 并 ， 同 态 " 给 出 了 这 
些 左 陪 集 与 9G 的 元 素 之 间 的 一 个 一 一 对 应 . 
完全 一 样 地 可 以 证 明 ， 当 ola) = a 时 ， 


oli(a) = Ha. 
因 之 同 态 的 核 还 具有 性 质 
a 二 Ha、 对 所 有 的 4€G. 


定义 6 设 五 是 群 G 的 子 群 如 果 对 于 所 有 的 元 素 a€ G 有 a = Ha, 那 
么 有 H 称 为 正规 子 群 . 

十 面 的 讨论 说 明 ， 间 态 的 核 都 是 正规 子 群 ， 

正规 子 群 的 定义 可 以 改写 为 


aa-' = HH， 对 所 有 的 a€G. 


正规 子 群 的 定义 换个 说 法 就 是 子 群 豆 的 左右 陪 集 相等 . 
显然 ， 在 交换 群 中， 每 个 子 群 都 正规 . 
在 土 面 的 例 2 中 ， 对 于 4 E GLn(P)， 


cd) =|Al. 


38 第 一 章 代数 基本 概念 


显然 ， ker(c) = SLn(P), 因而 SLw(P) 是 GLw(P) 的 一 个 正规 子 群 ， 直 接 由 行 
列 式 的 性 质 也 不 难 验 证 SFn(P) 是 正规 子 群 、 

在 例 3 中 ,由 4 的 定义 可 知 ， 同 态 sgn 的 核 就 是 4 因而 4 是 5 的 正 
规 子 群 . 

因为 整数 加 法 群 Z 是 交换 群 ， 所 以 它 的 子 群 nZ 是 正规 子 群 . 

在 5; 中，As = {e,(123),(132)} 是 正规 子 群 ,但 子 群 囊 = {e, (12)} 就 不 正 
规 ， 

当 互 是 G 的 正规 子 群 时 ， 我 们 记 为 H4G. 
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在 群 中 我 们 定义 子 集 合 的 运算 . 
设 4,B 是 群 G 的 两 个 子 集合 ， 定 义 


AB = {abjae 4,b EB)}, 


即 由 4 中 元 素 与 B 中 元 素 相 乘 所 得 的 集合 . 子 集 乘积 满足 结合 律 。 (4B)C = 
A(BC). 

如 44 为 一 子 群 ，B = {6}, 即 由 单个 元 素 5 所 成 的 集合 ， 扼 么 48B 就 是 子 
群 4 的 一 个 右 陪 集 . 

对 于 任 一 子 集合 4, 我 们 定义 


4-1={a" acE4j， 


即 由 4 中 元 素 芍 道 元 素 组 成 的 集合 . 
利用 集合 运算 ， 定 理 1 可 以 改写 成 ， 群 G 中 非 空子 集合 五 是 一 子 群 的 充 
分 必要 条 件 为 
HH C 吾 . 


如 果 五 是 任意 一 个 子 群 ， 那么 两 个 右 陪 集 Ha, Hb 的 积 (HQ) (Hb) 不 一 定 
还 是 右 陪 集 . 但 是 对 于 正规 子 群 ， 我 们 有 如 下 的 重要 事实 . 

定理 4 设 电 是 群 G 的 一 个 子 群 。 二 是 正规 子 群 的 充分 必要 条 件 为 任意 
两 个 去 ( 右 ) 陪 集 之 积 还 是 一 左 ( 右 ) 陪 集 ， 

证 明 先 证 必要 性 ， 设 五 是 一 正规 子 群 ， Ha, Hb 是 两 个 右 陪 集 ， 于 是 


(Ha)(Hb) = H(aH)b = H(Ho)b = Ha 
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再 证 充分 性 ， 设 Ha, Hb 是 任意 两 个 右 陪 集 ， 由 条 件 (Ha).(H4) = Hc. 显 


然 gb € (Ha)(HD), 即 ob € He, 办 之 
(Ha}( Hb) = He = Hab. 


两 边 用 六 ! 右 乘 ， 得 
HaB = Ha. 


因为 eeE 豆 , 所 以 a 吾 C HaH, 即 


aH Cc Ha, 
或 者 
aHa-! C 五 对 所 有 的 4€G. 
把 a 换 成 a7!, 就 有 
a liHacC HB HCaHa, 
从 而 


aHa-! 二 瓦 对 所 有 的 aeEG- 


这 就 证 明了 互 是 正规 于 群 . 
令 G/FH 代表 正规 子 群 互 的 全 部 不 同 的 右 陪 集 组 成 的 集合 . 
定理 4 说 明 ， 在 集合 G/H 上 可 以 定义 一 个 乘法 ， 即 


(Ha}(Hb) = Hab. 


. 


在 这 个 乘法 下 ， 它 是 香 成 一 个 群 呢 ? 
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由 (Ho)(Hb) = Hab 可 以 看 出 ， 陪 集 之 间 的 乘法 实际 上 就 归结 为 陪 集 代 表 


的 乘法 . 因 之 ， 结 合 律 是 显然 的 ， 由 
H.Ha= Ha= Ha.H 
可 知 ， 瑟 是 单位 元 素 . 再 由 
(Hao)(Ha)} =H 


可 知 ， 每 个 元 素 有 逆 元 素 ， 这 说 明了 ， G/H 在 陪 集 的 运算 下 确实 成 一 群 . 


定义 7 G/EH 在 陪 集 的 乘法 下 所 成 的 群 称 为 G 对 正规 子 群 的 商人 群 . 仍 


记 为 G/FH. 


因为 对 于 正规 子 群 , 左 陪 集 也 就 是 右 陪 集 ， 所 以 G/H 也 可 以 看 成 是 左 陪 集 


所 组 成 的 群 . 
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下 面 来 看 一 个 重要 的 例子 . 设 n > 1 是 一 正 整 数 ， 我 们 知道 ， zZ 是 Z 的 
一 个 正规 子 群 . 在 Z 中 运算 是 加 法 ， 因 而 陪 集 就 写成 


nZ+r= {nki+r|k eZ}. 
我 们 知道 ， 每 个 整数 > 都 可 以 唯一 地 表 成 
zr 二 qnt7?， 其 中 0 <r<n, 


7 称 为 余数 ， 不 难看 出 ， 两 个 整数 属于 同一 个 陪 集 的 充分 必要 条 件 为 它们 有 相 
同 的 余数 ， 由 此 可 知 ，Z 对 于 ?2 的 全 部 陪 集 为 


ng,n2Z+ 1 ,n+ (no 1). 

如 果 用 了 …, tn 一 站 代表 这 n 个 陪 集 ， 那 么 尼 们 之 间 的 运算 就 是 
Tj ith 当 i+ij<n, 
2 i+j—n, Wit+j>n. 


如 果 G 是 有 限 群 ， 那 么 显然 有 


_ 加 | 
1G/H|= | 
设 百 4G, 我 们 定义 
pla) = Ha, 
显然 ， 


plab) = Hab = HaHb = y(a)p(d). 

因 之 ，y 是 G 到 Gf/H 的 一 个 同 态 , 喘 上 是 明显 的 ， 这 个 同 态 称 为 群 C 到 它 的 
商 群 的 自然 同 恋 .自然 同 态 的 核 就 是 正规 子 群 了 H. 这 就 说 明 ， 不 但 同 态 的 核 是 
正规 子 群 ， 而 且 每 个 正规 子 群 也 都 是 某 一 同 态 的 核 , 

下 面 的 定理 进一步 型 清楚 同 态 与 正规 子 群 的 关系 . 

定理 5 ( 群 同 术 基本 定理 ) 设 o:G -，G' 是 一 满 同 态 ， 六 为 的 核 于 
是 GIN 与 G' 同 构 . 

证 明 设 w:G ”GAN 是 自然 同 态 ， 我 们 有 两 个 满 同 态 o 和 wv, 如 下 图 : 


GO 
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图 中 虚线 则 表示 我 们 要 找 的 一 个 同 构 ， 定 义 
VNa) = 0(a), 


因为 o 是 一 满 同 态 ， 即 o(G) = G', 所 以 前 面 的 分 析 表 明 全 是 GAN 到 G 的 一 
个 一 一 对 应 ， 容 易 验 证 ， 
WNoeNb) = w{Nab) = oa(ab) 
= o(0)o(b) = (Now( ND). 


这 就 是 说 ， 几 : GAN 一 G' 是 一 同 构 ， 因 而 G/N 与 G' 同 构 . 口 
从 十 的 定义 立即 看 出 ，p = 5， 
在 我 们 考察 几 个 群 之 问 的 一 些 同 态 时 ， 常 常用 点 来 代表 群 ， 它 们 之 间 的 同 
态 几 第 头 来 表示 ， 这 样 就 得 到 一 个 有 向 图 ， 如 


G 和 G2 G1 a Go 
| 
2 反 U3 r 


其 中 Gi 代表 群 ，m 代表 同 态 ， 在 这 两 个 图 中 ， 如 果 我 们 分 别 有 
IT3C2 三 Cl 与 0201 一 0403， 


那么 我 们 就 说 这 些 图 是 交换 的 . 用 这 样 的 术语 ， 定 理 与 证 明 中 得 到 的 结果 可 以 
说 成 ， 存 在 一 同 构 小: G/N 一 G' 使 图 形 交 换 . 


o 


G GG 


¥ 


GIN 


为 了 研究 一 个 群 的 性 质 ， 我 们 常常 需要 找到 这 个 群 的 一 些 同 态 象 、 定理 5 
告诉 我 们 ， 找 同 态 象 的 问题 可 以 归结 为 找 这 个 群 的 正规 子 群 的 问题 . 
我 们 知道 , (4) = 14| 是 Gin(P) 到 P* 的 一 个 满 同 态 ,而 ker(o) = SLn(P). 


由 定理 5 即 得 
GLn(P)/SIn(P) SP 
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488 ” 环 、 子 环 


群 是 具有 一 个 代数 运算 的 代数 结构 .下 面 来 介绍 具有 两 个 代数 运算 的 代数 
结构 . 
定义 8 设 工 是 一 非 空 集合 ， 在 工 上 定义 了 两 个 代数 运算 ， 一 个 叫 加 法 ， 
记 为 a 十 b, 一 个 叫 乘 法 ， 记 为 ab. 如 果 具 有 性 质 : 

1) 工 对 于 加 法 成 一 个 交换 群 ， 

2) 乘法 的 结合 律 ， 对 所 有 的 a,b,c€ 工 , 


albe) = (ab)e, 
3) 乘法 对 加 法 的 分 配 律 : 对 所 有 的 a,b,c € 工 ， 


atb 十 C) = ob 十 ac， 
位 + oja = 加 十 cai 


邯 么 工 就 称 为 一 个 环 . 

下 面 来 看 几 个 例子 . 

例 1 全 体 整 数 对 通常 的 加 法 与 乘法 成 一 环 ， 称 为 整数 环 , 记 为 Z. 所 有 的 
数 域 都 是 环 . 

例 2 全 体 偶数 对 通常 的 加 法 与 乘法 也 成 一 环 . 一般 地 ， 取 穆 数 m > 1, 整 
数 中 全 体 m 的 倍数 mZ 对 通常 的 加 法 与 乘法 也 是 环 . 

例 3 设 己 为 一 数 域 , 全体 系数 在 已 中 的 m 级 矩阵 对 窃 阵 的 加 法 与 乘法 成 
一 环 ， 这 个 环 记 为 MY,(P). 全 体 整 系数 的 ”级 年 阵 也 成 一 环 Man(Z). -一般 地 ， 
设 工 为 一 环 ， 全体 系数 取 自 工 的 级 矩阵 对 矩阵 的 加 法 与 矩阵 乘法 也 成 一 下 
Mn 5). 

俩 4 在 全 体 整 数 的 集合 上 ， 取 通常 的 加 法 ， 但 把 乘法 定义 为 ob = 0, 对 所 
有 的 a.b e Z, 我 们 也 得 到 一 个 环 ， 由 单个 的 窑 所 成 的 集合 {0], 对 通常 的 加 法 与 
乘法 也 成 一 环 . 

由 定义 可 以 推出 环 的 一 些 基本 性 质 . 

1. 用 0 代表 环 中 加 法 群 的 伶 元 素 ， 于 是 对 所 有 的 4 了 有 a0= Da=0. 

证 明 取 be 工 ,有 

ab =atb+0)= ab+ad, 
即 得 a0 = 0. 同样 可 证 0a = 0. 口 

2. 对 所 有 的 a,b EK, 有 

{(—a)b = a(—b) = —ab, 
(—a)}(-b) = ob. 
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证 明 由 
(-ajb 十 吗 = (-a+a)b=0=0, 
即 得 
{(—a)b = ~ab. 


同样 可 证 a() = ab. 
(—a)(-—0) = -a(-—h) = —(-a = 0b. 
3. 因为 上 对 加 法 成 一 交换 群 ， 所 以 对 于 正 整数 n, 我 们 可 以 定义 
na=G 十 … 十 G(n 个 ). 
我 们 还 可 以 定义 
0a = 0 (左边 是 整数 0)， 
(—n)a = n(—a). 


于 是 对 任意 整数 n,m, 任意 a,5€ L, 有 


(n+ ma= nat+ma, 
n(ma) = (nm)a, 
nf{a+t+D) = na+t+ny. 


间 样 ， 对 正 整 数 n, 可 以 定义 


ar 二 Qa (n 个 ). 


对 于 正 整 数 n,m 有 


站 QI 二 Qt 


(a )™ = ar™, 

在 环 中 ， 一 般 地 不 能 定义 @ 与 a ". 

定义 9 设 $ 是 环 工 的 一 个 非 空子 集合 ， 如果 3 对 十 工 的 两 个 运算 也 成 一 
环 ， 那 么 S 称 为 工 的 一 个 子 环 . 

容易 看 出 ， 子 集合 S 是 予 环 的 充分 必要 条 件 为: S 对 于 加 法 是 一 子 群 并 
且 对 于 来 法 是 封闭 的 . 

我 们 来 看 几 个 例子 . 

例 1 整数 环 Z 是 有 理 数 域 Q 的 子 环 . 设 n>1,nZ 是 2 的 子 环 . 

例 2 设 P 是 一 数 域 . 在 Ma(P) 中 ， 全体 对 角 和 矩阵 组 成 一 子 环 ， 全 体 数 车 
矩阵 也 组 成 一 子 环 ， 全 体 上 {下 ) 三 角 和 矩阵 组 成 一 子 下 
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例 3 没 玉 为 实数 域 ， 令 C 为 AP(R) 中 全 体形 状 为 


a bb 
( ) ， bEeR 
—b a 


的 矩阵 所 成 的 集合 ， 这 种 形式 的 年 阵 对 加 法 成 一 子 群 是 明显 的 ， 由 计算 


a b cd 
( 一 a | ( 一 Q rr | 
ac—bd adtbe 
( 一 rd 十 pr) ac— bd ) ” 
可 见 C' 对 乘法 封闭 ,国之 ，C 是 312{ 最 ) 的 一 个 于 环 . 
例 4 设 C 为 复数 域 , 令 五 为 4Af2(C) 中 全 体形 状 为 


( 2 Qa,3EC 
一 如 & 


的 如 阵 所 成 的 集合 ， 这 种 形式 的 低 阵 对 加 法 成 - 子 群 是 明显 的 ， 由 计算 


ax 8 ~ 6 

-3 & -6 也 
a ar 一 和 ad+t+37 
-而 -有 7 一 下 
可 oy 一 eg6+ 于 
-rn) (的 人 

订 知 五 对 乘法 封闭 ， 因 之 ， 提 是 A12(C) 的 一 个 子 环 ， 
例 5 在 AfstP) 中 全 位 形式 为 
nt bo 


cl 0 |. obeoder 
0 0 0 


的 矩阵 显然 移 成 一 个 子 环 . 

与 群 - - 样 ， 环 也 有 同 构 的 概念 . 

定义 10 设 工 与 是 两 个 环 ， 如果 有 一 个 上 到 L' 的 一 一 对 应 0, 它 具有 
性 质 : 

1) gla +b) = 0o(a)+o(b); 
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2) olab) = ofajctb)， 
其 中 5e ZL; 那么 上 就 称 为 与 5 辣 格 ， 具 有 以 上 性 质 的 映射 o 称 为 一 个 同 构 
映射 (或 简称 同 构 ). 

因为 环 的 同 构 陕 射 自然 是 它们 加 法 群 之 问 的 同 构 映射 ， 所 以 群 同 构 能 性 质 
这 里 当然 也 有 ， 不 必 重 新 推导 了 ， 

显然 ， 环 的 同 构 也 具有 反 身 性 、 对 称 性 与 传递 性 . 

环 的 同 构 的 例 于 是 很 多 的 , 例如 , 设 1 是 数 域 了 上 的 一 个 nn 维 线性 空间 ,1 
的 全 体 线性 变换 所 成 的 集合 L(T”) 对 线性 变换 的 加 法 与 乘法 显然 组 成 一 个 环 . 
在 1 中 取 定 一 组 基 之 后 ， 我 们 就 建立 了 (VW) 到 ?4n(P) 的 一 个 一 一 对 应 .内 
为 这 个 对 应 保持 加 法 与 乘法 ， 所 以 它 足 --. 同 构 映射 ， 这 就 是 说 ， 环 L(V") 与 环 
Ma(P) 同 构 ， 取 不 同 的 基 ， 我 们 就 有 不 同 的 同 构 映射 ， 由 此 可 见 ， 同 构 能 环 之 
闻 可 以 有 不 止 一 个 同村 映射， 

设 C 为 复数 域 ， 我 们 定义 


b 
et ， )- ten 
一 a 


不 准 看 出 ，o 是 C 到 C'{ 上 面 例 3) 的 一 个 -对 应 , 而且 保 持 运算 (读者 验 汪 
一 下 ). 因 之 ,，o 是 C 到 C' 的 一 个 同 构 映 射 也 就 是 说 ， 例 3 中 的 C' 与 复数 域 


C 同 构 . 
上 面 例 5 中 的 子 环 骨 显 地 与 hf2(P) 同 构 . 
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从 环 的 定义 可 以 看 出 ， 整 数 环 Z 与 矩阵 环 Mn(P) 是 环 的 重要 原型 但 环 
的 定义 所 要 求 的 比 这 两 个 具体 的 克 的 性 质 要 少 ， 而 在 以 后 的 研究 中 我 们 碰 到 的 
环 常常 具有 一 些 其 它 性 质 ， 现 在 就 来 介绍 环 的 一 些 重要 类 型 . 

设 工 是 一 环 ， 如 果 工 中 有 一 元 素 ¢ 具有 性 质 : 


ea 二 ae 二 g， 对 所 有 的 a€ 荆 . 


那么 。 称 为 环 工 的 单位 元 素 . 容易 证 明 ， 如 果 环 工 有 单位 元 素 ， 基 只 能 有 - - 
个 .具有 单位 元 素 的 环 简称 么 环 , 么 环 的 单位 元 素 简 记 为 1. 明显 地 ， 卫 2 与 
Ma(P) 都 是 么 环 ， 而 全 体 偶数 2Z 所 成 的 环 就 不 惩 么 环 . 

如 果 么 环 上 的 一 对 元 素 a,b 满 足 b= 1, 则 bla) 称 为 a( 的 右 ( 左 ) 道 . 如 
果 a 既 有 右 逆 又 有 左 道 ， 则 a 的 左 、 布 逆 相 等 ， 它 简称 为 a 的 道 ， 此 时 a 称 为 
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工 的 一 个 可 道 元 素 ， 也 叫做 工 的 一 个 单位 . 显然 么 环 工 的 全 部 单位 构成 的 集合 
对 乘法 成 一 群 ， 称 为 工 的 单位 群 

设 aeEza 夭 0. 如 果 有 元 索 be Lb 关 0 使 ab 二 0, 那么 元 素 ao 就 称 为 一 个 
左 零 因 子 . 同样 可 以 定义 右 零 因子 . 我 们 知道 ， 环 Mh,(P),n > 2 有 和 零 因子 ,而 
环 Z 就 没有 窑 因 于. 

如 果 环 工 没 有 零 因子 ， 那么 在 环 工 中 消去 律 成 立 , 即 由 ab= ac,a 关 09 可 
以 推出 b=c. 溃 实 上 ,由 ap=ac 得 


ab -ac=0 即 a(b 一 c)=0. 
因为 e 基 0, 且 五 无 二 因子， 所 以 
5 一 ce=0 即 = 
如 果 环 工 的 乘法 适合 交换 律 ， 即 
ab= ba, abel, 


那么 工 称 为 交换 环 . 整数 环 Z 是 交换 坏 ， 而 环 Mw(P) (2 > 1) 就 不 是 

定义 11 无 零 因子 的 交换 么 环 ， 且 1 关 0, 就 称 为 整 环 . 

条 件 1 关 0 就 等 价 于 环 中 至 少 含有 两 个 元 素 . (证 一 下 9 

显 伏 整数 环 Z 是 整 环 . 

定义 12 如 果 环 下 是 交 换 么 环 ， 至少 含 两 个 元 素 ， 且 全 体 非 零 元 素 对 胰 法 
成 一 群 ， 奢 么 环 下 称 为 域 

域 的 全 体 非 零 元 素 对 乘法 成 一 个 交换 群 就 意味 着 ， 下 中 每 个 非 零 元 素 
a 都 有 道 元 素 ae-!, 即 arie= |. 

既然 每 个 非 零 元 素 a 都 有 道 元 素 ao-1, 因 之 由 0b = 人 a 了 0 可知 b= 
a-!(ab) = 0, 这 就 是 说 ， 域 中 没有 裤 因 子 ， 从 而 域 一 定 是 整 环 . 显然 整数 环 Z 
不 是 域 ， 这 就 表明 ， 整 环 不 一 定 是 域 . 

定理 6 有 限 整 环 是 域 . 

证 明 设 工 为 一 含有 1 个 元 素 的 整 环 ， 它 的 元 素 为 


G1102,° "1 ns 其 中 QQ1 一 1, 


取 工 中 任 一 非 零 元 a, 作 元 素 


CQ 2 An- 
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由 消去 律 可 以 知道 ， 这 n 个 元 素 必 两 两 不 同 ， 即 当 i 关 了 时 ， 有 aai 地 aaji,， 因 
之 它们 就 是 工 的 全 部 元 素 ， 其 中 必 有 1. 换 旬 话说 ， 必 有 ax 使 aak = 1. 这 就 证 
明了 ， 工 中 每 个 非 零 元 素 都 有 逆 元 素 ， 因 而 工 是 域 . 口 
如 果 域 的 一 个 子 环 5 是 一 个 域 ， 则 称 S 是 已 的 一 个 子 域 . 
显然 , 所 有 的 数 域 都 是 域 . 每 个 数 域 都 包含 有 理 数 域 作为 它 的 子 域 , 因而 都 
是 无 限 域 ， 至 于 像 定理 6 中 所 说 的 有 限 域 ， 在 811 中 我 们 再 给 出 具体 的 例子 . 
在 域 的 定义 中 ， 如 果 不 要 求 乘法 的 交换 性 ， 我 们 就 有 体 的 概念 . 
定义 13 和 如果 环 工 是 么 环 ， 至少 含 有 两 个 元 素 ， 且 全 体 非 零 元 素 对 乘法 成 
一 个 群 ， 那 么 工 称 为 体 . 
显然 ， 所 有 的 域 都 是 体 ， 下 面 来 看 一 个 乘法 不 交换 的 体 的 例子 . 
在 上 一 节 子 环 的 例 4 中， 五 表示 全 体形 式 为 


9 ) “aec 
-8 a 


的 宅 阵 所 成 的 环 ， 取 a = 1,8 = 0, 即 得 单位 矩阵 ， 因 而 豆 是 一 么 环 . 由 


=ad+33= la 本 十 [3 
-3 & 


可 知 ， 只 要 a, 不 全 为 替 ， 即 


并 就 林道 ， 而 


ee -pe a -8 
\-Ba) iep+oPAN5 a 


仍 属 于 五 . 这 就 是 说 ， 瑟 的 全 体 非 零 元 素 对 乘法 成 一 个 群 ， 从 而 互 是 体 . 
邻 a= 二 4+ 六,3==c 一 而 ,于是 旦 中 元 崇 为 


a 8 _ a 一 和 Cc 十 向 
8a) \-ctd a-h 
Bl 
0 1 0 -i 
0 
+( 由 站 ji 人 
-1 0 i 0 
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用 1,JK 分 别 代表 矩阵 


i 0 0 1 0 i 
0 -in0 inD 广 
单位 矩阵 就 写成 1, 那么 互 的 元 素 就 可 以 表示 成 


Q 二 + 了 江 十 c++GK， 


其 中 a,5,c,d 为 实数 .直接 计算 矩阵 即 得 


R= =K’?=-], 
IJ=K -IIK=I=_K), 
及 了 一 了 二 一 五， 


由 此 可 见 ， 五 不 适合 乘法 的 交换 律 . 
通常 称 为 四 元 数 体 . 
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环 也 有 同 态 的 概念 ， 在 代数 中 这 是 一 个 重要 的 概念 . 
定义 14 设 L,L' 是 两 个 环 ，o 是 工 到 的 一 个 映射 如果 对 于 所 有 的 
bEL,0 具有 性 质 : 
1) ola +b) = ola) + ob); 
2) afab) = ola)a(b); 
那么 c 就 称 为 环 工 到 三 的 一 个 同 态 映射 (或 简称 同 态 ), 有 时 简 记 为 c :了 一 忌 - 
环 的 同 态 当 然 是 上 的 加 法 群 到 五 的 加 法 群 的 同 态 ， 因 之 


o(0) = 0，c(-a) = -0(0). 


由 同 态 的 定义 立即 看 出 ， olL) 是 5 的 一 个 子 环 . 如 果 ol 了 ) = {0} 则 5 
称 为 零 同 态 ; 如 果 c(D) = L', 则 我 们 说 o 是 一 个 满 同 态 , 而 L' 就 称 为 工 的 一 
个 同 态 象 . 

显然 ， 同 构 是 同 态 的 特殊 情形 . 

下 面 来 看 几 个 例子 

例 1 没 工 是 一 个 环 ， 考 虑 集合 L", 即 以 上 中 元 内 为 分 量 的 全 体 nn 元 有 序 
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组 所 成 的 集合 ， 在 L* 上 按 分 基 定 义 加 法 与 乘法 ， 即 定义 


(al an 十 (bn) 

= (el 十 六 ,an + bn), 
(a an) bi, bn) 

= (a10b1,.… ,anbn). 


不 难看 出 ， L" 在 这 样 定义 的 运算 下 成 一 环 . 
我 们 定义 


af(al an)) = 0 


显然 o 是 环 L" 到 环 工 的 一 个 满 同 态 . 
例 2 在 34{Q) 中 全 体形 状 为 


(3) 


其 中 4,B,C € Ma(Q), 的 矩阵 显然 成 一 子 环 ， 记 这 个 子 环 为 卫 定义 


让 


5 是 环 工 到 丈 M2(Q) 的 一 个 同 态 ， 这 个 同 态 也 是 满 的 ， 
例 3 定义 在 实数 域 上 的 全 体 连续 函数 ， 在 函数 的 加 法 与 乘法 下 成 一 环 . 这 
个 环 通常 记 为 C[-oc, -+oo]. 设 a 是 一 个 取 定 的 实数 . 定义 


olf(2)) = f(a), f(r) € C[—%,+o0l. 


o 是 环 C[-oc, +oo] 到 实数 域 R 的 一 个 同 态 . 
对 于 环 的 同 态 同样 有 核 的 概念 . 设 c : 工 一 L'. 我 们 定义 0 的 核 为 


ker(o) = {a €E Ll|o(a) = 0}. 


我 们 知道 ， 环 的 同 态 也 是 它们 的 加 法 群 之 间 的 同 态 . 这 里 定义 的 核 与 作为 
加 法 群 的 同 态 的 核 是 一 致 的 ， 因 之 ， ker(c) 是 二 的 加 法 群 的 一 个 子 群 ， 而 有 卫 9 
是 单 射 当 且 仅 当 ker(o) = {0}. 

如 果 ab E ker(o), 那么 


olab) = ola)o(b) = 0, 
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邓 ab € ker(o)， 这 就 是 说 ， 同 态 o 的 核 是 工 的 一 个 子 环 ， 由 上 面 的 证 明 可 以 
看 出 ， 为 了 使 olab) = 0 只 要 求 a,8 之 一 属 上 上 a 的 核 就 行 了 . 换 句 话说 ， 如 果 
a Eker(o),r 为 工 中 任意 元 烷 ， 那 么 


ofra) =o(r)ola) = atr]0 = 0, 


xfar) = o(a)a(r) = Qo(7) = 0, 


即 ra,ar € ker(o). 

由 此 可 见 ， 同 态 的 核 不 仅 是 子 环 ， 而 且 是 -- 种 特殊 类 型 的 子 环 ， 对 于 这 种 
子 环 ， 我 们 引入 

定义 15 设 开 是 一 环 ， 了 Tc 大足 碾 的 一 个 加 法 子 群 . 如果 对 于 任意 7 6 
L,a ET 部 有 


raGET arc 了 


那么 了 称 为 工 的 一 个 理想 (或 称 双边 理想 ). 如 果 工 的 一 个 加 法 子 群 了 只 满足 
. ra Ee 1 或 ar € 了 ) 对 于 任意 re Lae 7, 则 了 称 为 工 的 一 左 (或 右 ) 理 起. 

在 整数 环 Z 中 ， 子 环 mZ (m > 0) 是 一 个 理想 . 

在 环 CI- so,+oo] 中 ， 不 难 证 明 对 于 固定 的 实数 w 集合 


{f(z) e C{-—o¢, +o0]|f (a) = 0} 


是 一 个 理想 . 这 个 理想 正 是 上 面 例 3 中 定义 的 同 态 的 核 . 
显然 ， {0] 与 工 都 是 环 工 的 理想 ， 它 们 称 为 平凡 的 理想 . 当 工 是 一 个 和 
环 ， 任 何 一 个 非 平凡 的 理想 都 不 可 能 含有 单位 元 素 ， 为什么? ) 


$811 商 环 


我 们 看 到 ， 同 态 的 核 是 一 个 理想 .是 不 是 每 个 理想 都 是 某 一 同 态 的 核 呢 ? 
首先 ,对 于 环 工 中 一 个 给 定 的 理想 了 我 们 仿照 商 群 的 构造 法 来 定义 商 环 ,然后 
对 上 面 的 问题 给 出 肯定 的 回答 . 

设 了 是 环 二 的 一 个 理想 ， 了 工作 为 工 的 加 法 群 的 子 群 ， 三 的 元 素 按 了 分 成 


陪 集 
六 十 了 reErL. 


因为 加 法 群 是 交换 的 ， 所 以 陪 集 之 间 可 以 定义 加 法 ， 邵 


(ri 十 下 + (ra 十 站 三 刀 十 ra 十 了 
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现在 来 证 明 ， 任 意 两 个 陪 集 之 积 仍 扇 十 某 一 陪 集 ， 设 


zz 二 n+aEr++1， 其 中 a&E 工 
y= 三 Tr2 十 ber 十 J， 其 中 beIi. 


于 是 
28 三 (ri 十 Gjfr2 十 及 
= Tr 十 ar2 十 mb 十 abErirz 十 了 
即 
(ri 十 帮 (ra 十 门 Crira 十 工 
我 们 定义 


(r1 十 站 (ra 十 六 = 站 ra 十 于 
由 上 面 的 证 明 可 以 看 出 ， 两 个 陪 集 的 乘积 与 所 乘 的 陪 集 代表 mi,ra 无 关 ， 因 而 
这 个 定义 是 合理 的 . 

由 于 陪 集 的 运算 实际 上 都 归结 为 陪 集 代 表 的 运算 ， 也 就 是 志 中 元 素 的 运 
算 ， 所 以 不 难 验 证 乘法 的 结合 律 与 分 配 律 . 因 之 ， 全 体 陪 集 所 成 的 集合 在 这 样 
规定 的 运算 下 成 一 环 . 

定义 16 设 / 是 环 工 的 一 个 理想 .， 工 对 于 了 的 陪 集 在 .上 面 定义 的 运算 下 
所 成 的 环 称 为 工 对 于 了 的 商 环 , 记 为 L/I. 

容易 看 出 ， 映 身 

ola) =at+I,a€li 
是 环 工 到 商 环 L/I 的 一 个 满 同 态 ， 这 个 同 态 的 核 就 是 理想 I. 这 就 肯定 地 回答 
了 上 面 提出 的 问题 ， 即 每 个 理想 都 是 某 个 河 态 的 核 . 

作 商 环 是 一 个 重要 的 构造 环 的 方法 , 下 面 来 看 一 个 例子 , 设 n 为 一 正 整数 ， 

我 们 知道 ， nzZ 是 整数 环 Z 中 的 一 个 理想 ， 商 环 Z/n2Z 是 由 下 列 陪 集 


nZ,nZ+ lnZ+(n— 1) 
组 成 ， 前 面 已 经 分 析 过 它们 之 问 的 加法， 至 十 乘法 ， 按 商 环 的 运算 的 定义 ， 
(nNnZ+imZ+)) =n2+i = nd +7, 
其 中 7 为 订 被 n 除 所 得 的 余数 ， 即 
订 二 ng+r， 其 中 0<r<n. 


如 果 这 2 个 陪 集 仍 用 
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表示 ， 那 么 就 有 


其 中 
=ng+r, 0<r<en. 

这 样 ， 对 于 任意 正 整 数 n, 我 们 就 作出 了 一 个 含有 ? 个 元 素 的 环 .我 们 称 Z/nZ 
为 整数 模 7 的 环 . 

现在 考察 环 Z/n2Z 的 单位 群 . 若是 一 个 可 道 元 , 则 存在 元 素 7 了 使 得 i.7 = 工 
这 意味 着 ;7 三 1 (mod n). 从 而 {fin) = 1 有 反之， 苦 Gn) = 1, 则 存在 整数 j, 大 
使 得 i.j 十 kn = 1 从 而 有 i.7 了 = 了 所 以 环 Zjn2 的 单位 群 由 全 部 与 n 电 素 
的 陪 集 i 十 nZ，{i,n) = 1, 所 组 成 ， 这 个 群 记 作 (Zn2Z)*. 它 的 阶 等 于 欧 拉 函数 
2(n)( 参 看 第 零 章 85). 一 个 重要 的 情况 是 ， 当 n 为 素数 时 ， y(%) =n 一 1. 这 表 
绷 ，Z/n2Z 的 单位 群 由 全 部 下 0 元 素 组 成 ， 因 而 Z/n2 是 一 个 域 ， 这 就 给 出 了 
一 批 有 限 域 .它们 是 与 数 域 很 不 一 样 的 域 ， 在 下 一 节 我 们 要 讨论 它们 的 差异 . 

最 后 我 们 指出 ， 与 定理 5 相仿 ， 我 们 有 

定理 7 如 果 c: 工 一 已 是 一 满 同 态 ， 了 为 or 的 核 那么 商 环 工 /与 也 同 
构 . 

证 明 留 给 读者 . 
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域 是 一 种 很 重要 的 代数 结构 ， 在 数学 中 经 常 要 碰 到 .在 这 一 节 我 们 要 介绍 
域 的 一 个 重要 的 数 其 属性 , 

设 下 是 一 个 域 ， 我 们 来 考 虚 域 五 的 单位 元 素 e 在 到 的 加 法 群 中 的 阶 ， 如 
果 e 是 一 有 限 阶 元 素 ， 即 存在 一 最 小 的 正 整 数 m 使 


me = (0, 


显然 mm > 1 我 们 来 证 明 ，zm 必 为 素数 .用 反 证 法 ， 假 如 m 不 是 素数 ， 我 们 有 


站 二 mima, 其 中 1<mi<nm.1< m2z < m, 于 是 
me = (mie}(m2e) = 0. 


由 mie 关 0,mze 闫 0, 而 域 中 无 零 因 于 ， 上 式 不 可 能 成 立 ， 这 就 证 明了 ， 如 果 域 
中 单位 元 素 是 有 限 阶 元 素 ， 它 的 阶 必 是 素数 . 

定义 17 设 下 是 一 域 ， 如 果 到 的 单位 元 素 e 在 下 的 加 法 群 中 是 有 限 阶 元 
素 , 阶 为 p, 那么 就 称 域 下 的 特征 为 p, 如 果 单 位 元 素 是 无 限 阶 元 素 ， 那 么 就 称 
域 的 特征 为 0. 勤 的 特征 通常 记 为 x( 记 ). 
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和 由 上 面 的 讨 沧 可 知 ，X(F) 或 者 足 0 或 者 是 一 素数 p, 显然 ， 数 域 的 特征 全 
为 0. 而 有 限 域 Z/p2Z 的 特征 为 p 
设 a 为 域 下 中 任 一 非 零 元 素 ， 由 


ma = mae = a(me) 


可 知 ， ma 二 0, 当 且 仅 当 me = 0. 因 之 在 域 的 加 法 群 中 ， 任 一 非 零 元 素 都 与 单 
位 元 素 有 相同 的 阶 . 这 就 说 明 ， 域 的 特征 也 就 十 域 的 非 零 元 素 在 加 法 群 中 共同 
的 阶 . 

设 X(5) = 0,8 为 域 下 的 任 一 元 素 ，n 为 正 整数 ， 我 们 来 看 方程 


nr=b. 


由 ?hr = (ne)z, ne 关 0 可 知 (ne)-15 是 方程 nr = 上 4 的 唯一 解 ， 这 个 解 通常 就 简 
写成 
一 已. 
3 
应 该 看 到 ， 对 X(F) #0 的 域 ， -就 不 一 定 都 有 意义 
最 后 我 们 证 明 
定理 8 设 下 为 一 域 . 如 果 x( 记 =0, 那么 下 包含 一 子 域 与 有 理 数 域 Q 同 
构 。 如 果 X() 二 p 关 0, 那么 下 包含 一 子 域 与 Z/pZ 同 构 . 
证 明 定义 整数 环 乙 到 环 的 映射 o 为 
oln) = ne, 
容易 验证 ，o 是 一 同 态 映射 . 如果 Xx( 朴 =p 关 0, 拖 么 ker(o) = pZ, 而 o 的 象 为 
Fy = {ce (p— De,0}. 


由 定理 7,F, 与 Z/pZ 同 构 . 
如 果 x(F) = 0, 那么 c 是 单 射 、o 的 象 


Ro = {ne, ne Z} 
与 整数 环 同 构 . 因为 当 n 关 0 时 ，ne 关 0, 所 以 o 可 以 扩充 到 有 理 数 域 Q, 即 定 
和 
人 (=) = (ne) (me). 
容易 证 明 ， 当 


mm 
es 
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就 有 


因 之 上 面 的 定义 是 合理 的 ， 0 的 象 
Fo= {ne) lme), wm € Z,n #0} 


显然 是 下 的 一 个 子 域 ， 它 与 有 理 数 域 Q 同 构 .这 就 完成 了 证 明 , 口 

定理 8 表明 ， 任 意 一 个 域 必然 包含 域 Q, Z/pZ 中 的 一 个 作为 子 域 ， 其 中 p 
为 素数 (在 同 构 的 意义 下 ). 因 之 ， 可 以 认为 有 理 数 域 Q 与 整数 模 p 的 域 2/pZ 
是 一 些 最 小 的 域 .它们 统称 为 素 域 . 


习 是 


1、 如 果 在 群 G 中 ， 对 于 任意 元 素 a.b 有 (0b)? = a 好, 则 G 为 交换 群 . 

2， 如 果 在 群 G 中 ， 每 个 元 素 a 都 适合 a? = e, 则 C 为 交换 群 . 

3. 设 G 是 一 非 空 的 有 限 集合 ， 其 中 定义 了 一 -个 飞 法 ab, 适合 条 件 : 

(3) albe) = {ab)e; 

(让 qb =ac= b=e: 

(1) ac=bc a=b 
证 明 G 在 这 个 飞 法 下 成 一 群 . 

4. 设 如 是 - 非 空 集合 并 在 G 内 定义 了 ~ 个 姜 法 a.6. 证 明 ， 如 果 滋 法 满足 结合 律 ， 并 
且 对 于 任 对 元 素 a,8E€ G, 下 列 方程 


or=b 和 ya=b 


分 别 在 G 内 恒 有 解 ， 则 G 在 这 乘法 下 成 -* 群 . 

5， 在 9s 中 找 出 两 个 元 素 zx,y, 适合 

(zp) 7. 

6， 对 于 n> 2, 作 一 阶 为 2 的 非 交 换 洋 . . 

7. 设 芭 是 一 群 ，abe G, 如果 a ta = 好, 其 中 7 为 一 正 整 数 , 证 明 4 "ba* = 二. 

8， 让 明 : 群 G 为 -交换 群 当 且 仅 当 映 射 x + +”! 是 一 同 构 映 射 

9. 设 5 为 群 @G 的 -个 非 空子 集合 ， 作 G 中 定义 一 个 关系 a ~ 上 当 且 仅 当 nab! eS, 
证 明 这 是 - -等 价 关系 的 充分 必要 条 件 为 5 是 一 子 群 . 

10， 设 nn 为 一 正 整 数 ， nz 为 整数 加 法 群 2 的 个 于 群 ， 证 阴 n2 与 和 同 构 . 

11， 证 明 : 在 54 中 ， 子 集合 


B= {e,(1 2)(3 4),(1 3)(2 4,(1 (2 3)} 


是 


证 明 
同 杭 


证 明 


的 阶 


的 阶 


子 群 . 证 明 群 B 与 D4 不 同 构 . 
12. 证 明 ， 旭 果 在 一 阶 为 2 的 群 中 有 一 n 阶 子 群 ， 它 定 是 正规 子 群 . 
13. 设 群 G 的 阶 为 一 偶数 ， 证 明 G 中 必 有 一 元 素 a 关 e 道 全 a? = e. 


14. 邻 村 
0 上 n 
44= 1 B = ( > ph 1 
1 0 0 ee 


集合 {B, B*,…,B",A4B,.4B?,… ,4B"} 在 矩阵 的 滋 法 下 成 一 群 ， 而 这 个 群 与 群 Dn 
15. 设 i 为 一 正 整数 . 如 果 群 G 中 任意 元 素 a.5 都 适合 (ab)* = ob， 天 二 i 十 1,1 十 2. 
G 为 交换 群 . 

16. 在 群 SL2(Q) 中 ， 证 明 元 素 


为 4. 元素 


( 0 1 ) 
| 

为 3, 而 ab 为 无 限 阶 元 素 . 
17， 如 果 G 为 一 交换 洋 ， 证 明 G 中 全 体 有 限 阶 元 素 组 成 一 子 群 . 
18， 如 果 娩 G 只 有 有 限 多 个 子 群 ， 让 有 明 G 为 有 限 群 . 
19， 写 出 妖 厂 。 的 全 部 下 规 子 洛 . 
20, 设 如 ,五 为 群 G 的 子 群 ， 证明 BK 为 子 群 当世 仅 当 HE = KH. 
21. 设 理 ,K 为 有 限 群 G 的 子 群 证明 
] 如 | IK| 


IHKI= [i 


22. 设 MM,N 是 群 G 的 正规 子 群 、 证 明 ， 

() AMN = NM; 

(让 MN 是 G 的 一 正规 子 群 ; 

(iii) 如 果 MnN= {e}, 那么 MNIN 与 M 同 构 . 
23. 设 @G 是 一 个 群 ， 9 是 G 的 - - 非 空 子 集合 令 


C5) = {rz EG|za = oz, 对 一 切 a €5}, 
N(S)= {rE Gz Sz = 5)}. 


证 明 ， 


(CS)N(S) 都 是 C 的 子 群 ， 
(i) C(5) 是 N{3) 的 正规 地 群 . 
24. 证 明 任 意 一 个 2 阶 群 都 与 乘法 群 {1, 一 1} 同 构 - 
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25， 试 定 出 所 有 互 不 同 构 的 4 阶 群 . 
26， 设 p 为 - 素数， 证明 任意 两 个 p 阶 群 必 同 构 . 
27、2Z 为 整数 环 ， 在 集合 9 = Z x Z 上 定义 


(a,b)} + (c,d) = (a+c,b+d), 
(a,b): (c,d) = {ac+ bd,ad+ be)., 


证 明 S$ 在 这 两 个 运算 下 成 一 具有 单位 元 素 的 坏 . 
28， 在 整数 集 Z 上 重新 定义 加 法 “g@” 与 乘法 “@” 为 


外 让 = at Ob=a0+b. 


试问 Z 在 这 两 个 运算 下 是 否 成 一 环 ， 
29.， 设 工 为 一 具有 单位 元 素 的 交换 环 ， 在 上 中 定义 : 
pb=a+b—], 
aGb=at+b—at. 


证 明 在 新 定义 的 运算 下 ， 工 仍 成 -具有 单位 元 素 的 交换 环 ， 并 且 与 愿 米 的 环 同 构 . 
30， 给 出 环卫 与 它 的 -个 子 环 5 的 例子 ， 它 们 分 曾 具有 下 列 性 质 : 
1) 工 具有 单位 元 素 ， 单 9 无 单位 元 素 : 
2) 工 没有 单位 元 素 ， 但 5 名 单位 元 素 ， 
3) 工 、5 都 月 单 位 元 素 ， 但 不 相同 ; 
4) 工 不 交换 ， 但 5 交换 . 
31. 环 工 中 元 素 ez 称 为 “个 左 单位 ， 如 果 对 所 有 的 a E 工 , 


EL 人 一 了 


元 素 eR 称 为 一 个 右 单位 ， 如 果 对 所 有 的 a € 也 


QER = Q. 


证 上 时， 
人 如 果 工 既 有 左 单位 又 有 如 单位 ， 则 工具 有 单位 元 素 . 
(ii) 如 果 工 有 左 单位 ， 工 无 者 因子 ， 则 上 共有 单位 苑 素 、 
(iii) 如 果 开 有 左 单位 ， 但 没有 右 单位 ， 则 工 至 少 有 两 个 下 单 位 . 
32. 设 开 为 一 域 . 证 明 下 无非 平凡 的 双边 理想 . 
33. 如 果 工 是 -交换 环 ，a E 工 . 
(六 证 明 La = {ra|r € L} 是 一 双边 理想 ; 
(这 举例 说 明 ， 如 果 工 非 交 换 ， 则 La 不 定 是 双边 理想 . 
34. 设 了 是 交换 环 工 的 - 个 理想 ， 令 


rad 了 = {r EL|r”€ 了 对 某 一 正 整 数 2}， 
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证 明 radq 了 也 是 -理想 . rad 了 叫 收 理 租 了 的 祖 . 

35. 设 工 为 一 具有 单位 元 素 的 交换 环 ， 如 果 工 没有 非 平 凡 的 理想 ， 则 上 是 一 域 . 

36，Q 为 有 理 数 域 ， Ma.(Q) 为 叶 阶 有 理 系数 全 矩阵 环 . 证 明 Mn(Q) 无 非 平凡 的 理 
想 (这 种 环 称 为 单 环 ) 

37, 设 荆 为 一 环 ，4 为 上 中 一 非 零 元 素 ， 如果 有 一 非 零 元 索 b 使 aba = 0. 证 明 a 是 
一 在 零 因子 或 一 右 零 因子 . 

38， 环 中 元 素 x 称 为 一 村 零 元 素 , 如 果 有 一 正 整数 m 使 r” = 0. 设 a 为 具有 单位 元 素 
的 环 中 一 苦 灾 元素， 证 明 1 一 & 可 逆 . 

39. 证 明 ; 在 交换 环 中 ， 全 体 帮 零 元 罕 的 集合 是 理想 . 

40， 设 工 为 -具有 单位 元 案 的 有 限 环 . 证 明 由 zy = 1 可 得 yz = 1. 

41， 在 一 具有 单位 元 素 的 坏 中 ， 如 果 对 元 索 a 有 5 使 0b 二 1 但 ba 去 1, 则 有 无 穷 多 个 
元 素 z, 适合 ar 二 1. 

42， 设 工 是 一 个 至 少 有 两 个 元 素 的 环 ， 如 果 对 于 每 个 非 零 元 素 a € 工 都 有 唯一 的 元 素 
b 使 得 

nba 一 0. 

证 明 ， 

全 工 无 等 因子 

(ii) bab = b; 

( 诈 ) 荆 有 单位 元 素 ; 

{iv} 工 是 一 个 体 . 

43， 令 C[0, 1] 为 全 体 定义 在 闭 区 间 [0, H 上 的 连续 函数 组 成 的 环 ， 证 明 : 

(i) 对 于 Cf0,1] 的 任 - 非 平凡 的 理想 站 - - 定 有 一 实数 8, 0 之 9 < 1, 使 f(6) = 0 对 所 
有 的 f(z) E 五 

(ii) f(z) e Ci0,1 是 一 零 因子 当 且 仅 当 点 集 


{rz € {0,11 f(r) =0} 


包含 一 个 开 区 间 . 
44. 令 玉 二 Z/pZ 为 p 个 元 素 的 域 . 求 
Gi) 环 Mn (五) 的 元 素 的 个 数 ; 
(ij) 群 GEn(P) 的 元 素 的 个 数 ， 
45, 设 天 是 一 体 ，a,b E K, a,6 不 等 于 0, 县 a5 关 1. 证 明 华罗庚 恒等式 : 


a (a t+(6! —a) 1)! = aba. 


(提示 : 先 证 对 生意 TQ01, 有 (5 一 1)*=(1 一 5) 一 1.,) 
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在 我 们 知道 了 群 的 定义 及 群 的 一 些 最 基本 的 性 质 之 后 ， 我 们 现在 来 介绍 群 
论 中 玫 个 常用 的 结果 ， 间 时 也 引入 一 些 必 要 的 概念 . 本 章 讨论 的 问题 没有 紧密 
的 多 辑 联系 ， 但 通过 这 些 问题 的 讨论 ， 读 者 可 以 初步 接触 到 群 论 的 方法 . 


341 群 的 同 态 定 理 
设 入 是 群 G 的 一 个 正规 子 群 ， 作 商 群 G/N, 令 
rt:G HON 


是 群 到 商 群 的 白 然 同 态 . 我 们 首先 指出 ， 在 同 态 x 下 ， 商 群 G/N 的 全 部 子 群 与 
群 G 中 所 有 包含 N 的 子 群 之 间 有 一 个 一 一 对 应 - 由 商 群 的 定义 ， 对 于 G 中 任 
何 一 个 包含 N 的 子 群 了 ,7(H) 显然 是 G/N 中 一 个 子 群 . 另 一 方面 , 对 于 G/N 
中 的 子 群 如 , 我 们 定义 


-1H)= {reGIr(z) eH). 

因为 百 中 的 单位 元 素 就 是 陪 集 N, 所 以 容易 看 出 ，7z-!( 瑟 ) 不 但 是 G 的 一 个 子 
群 ， 而 县 一 定 包 含 N. 由 于 7 是 满 同 态 ， 所 以 

fr(T-1( 豆 )) =. 
由 -1 的 定义 可 知 ， 对 于 G 的 任意 子 群 如, 有 

7-1(x(H)) IH. 
我 们 来 证 明 ， 当 五 DN 时 ， 

frl(r( 百 ) =H. 


设 zEn-1(r(H)), 即 rtz) € x(H), 因而 有 hE 使 r(x) = 及. 由 7 的 定义 


即 得 
ITERhNCH, 


这 就 证 明了 #1(z(H)) = 五 .以 上 讨论 表明 ， 同 态 r 建立 了 G 中 所 有 包含 YN 
的 子 群 与 G/N 中 全 部 子 群 之 间 的 一 个 一 一 对 应 . 
如 果 互 是 G 的 一 个 包含 六 的 正规 子 群 ， 即 对 于 所 有 的 xc G, 有 


rl!Hz=H, 
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那么 
T(r Hr) = 7(7) (BH)r(r). 
由 7 是 满 同 态 可 知 ，7( 如 ) 在 GfN 中 也 正规 . 发 过来， 如果 玉 是 G/N 的 一 个 
正规 子 群 ， 那 么 对 于 所 有 的 z € G， 
ns- 1n (FH)r) = (zr) Hr(z) = HH,. 
即 
zxrL( 吾 jz Ca (H). 

这 就 是 说 ， r-!( 豆 ) 也 是 G 的 正规 子 群 . 因 之 ， 同 态 fr 也 建立 了 G/N 中 全 部 
正规 耶 群 与 C 中 所 有 包含 N 的 正规 子 群 之 间 的 一 一 对 应 . 

对 于 GI/N 中 正规 子 群 豆 作 商 群 

(G/N) EH. 
今 
piGIN = (GHN)/H 
为 时 然 同 态 . 于 是 wr 是 群 G 到 (GAN)/ 百 的 同 态 ， 因 为 y 的 核 是 豆 , 所 以 pr 
的 核 就 是 x-!( 豆 ) = 如 .由 辣 态 基本 定理 ， 我 们 有 
G/H (G/N)IEH. 
由 4-!( 闻 = 各 可知 m(H)= 吾 且 HDN. 吾 作为 G/N 的 子 群 可 以 与 HN 
等 同 起 来 ， 因 而 以 上 的 同 构 可 以 写成 
G/H (GINY/(H/N). 

综 上 所 述 ， 我 们 有 

定理 1 设 N 为 群 G 的 一 个 正规 子 群 ， 而 个 :G 五 GAN 为 自然 同 坊 ， 
建立 了 G 中 所 有 包含 NN 的 子 群 与 G/N 中 全 部 子 群 之 问 一 个 一 一 对 应 ， 在 这 个 
对 应 下 ， 正 规 子 群 与 正规 子 群 相对 上 应， 如果 玉 < G, 昌 DN, 那么 


G/H S (G/NY/HIN). OD 


如 果 0 :G -， G' 是 一 满 司 态 ,而 o 的 核 为 正规 子 群 KK, 却 么 由 同 态 基本 定 


理 我 们 有 同 构 
Q/KSG. 
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利用 这 个 同 构 ， 定 理 1 可 以 改写 成 较为 一 般 的 形式 . 
定理 2 设 o:G 一 G 为 一 满 同 态 , 而 ker(a) 二 及 ,于 是 og 给 出 了 GG 中 所 有 
包含 玉 的 耶 群 与 G!' 中 全 部 子 群 之 间 的 一 个 一 一 对 应 ， 即 对 于 H < G,H D&E, 


Ho(H)=H'<G. 


在 这 个 对 应 下 ， 袁 4G 当 且 权 当 五 <<G'. 如 果 H 有 IG,HDK,o(8H)= HH 于 


么 有 
G/H EG'/H'. ODO 


下 面 来 考虑 同 态 映 射 对 于 任意 一 个 子 群 的 作用 . 设 GeGr:c 一 CAN， 
而 五 是 G 的 任意 一 个 子 群 . 显然 ，r(H) 是 G/N 中 一 个 子 群 . 限制 在 如 上， 
7 的 核 为 NN, 而 了 NN 显然 是 了 的 一 个 正规 子 群 ， 由 同 态 基 本 定理 ， 我 们 


有 
H/HNN Ex(H). 


另 一 方面 , 我 们 不 难 验证 HN 是 G 的 一 个 子 群 . 任 取 把 ,ho € H,ni,nz € AN， 


(hini}(h2nz) 二 上 Paz(R 112)7zz EHN, 
(hini)-! = n7 hr! = hr (hnT Pr) € HN. 


这 就 证 明了 ， HN < G. 显然 有 NC HN, 且 
HN)= 7(H). 


由 辣 态 基本 定理 ， 我 们 有 
HN/N 7(H). 


综合 上 面 两 个 同 构 ， 我 们 得 到 
定理 3 设 上 <G,N dG. 于 是 我 们 有 同 构 


HN/N & HIHNN. OD 


按 以 上 的 讨论 ， 定 理 中 的 同 构 就 是 ， 对 于 任意 > € 日， 
rN = I(HNN). 


定理 1( 或 2) 与 定理 3, 连同 以 前 的 同 态 基 本 定理 ， 习 惯 上 统称 为 群 的 同 态 
定理 . 
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对 于 任意 的 同 态 o : G 一 G', 如果 G 为 阿 贝尔 群 ， 那 么 同 态 象 c(G) 一 定 也 
是 阿 贝尔 群 ， 反 过 来 ， 如 果 象 cfG) 是 阿 贝尔 群 ， 那 么 G 不 一 定 是 阿 贝 尔 群 ， 
在 这 个 情况 下 ， 我 们 要 问 ， ec 的 核 具 有 什么 特点 呢 ? 
为 了 说 清楚 这 个 和 问题， 我们 引入 一 个 以 后 常用 的 名 词 . 设 G 是 一 个 群 ，5S 
是 G 的 一 个 非 空子 集合 .考虑 G 中 上 所 有 包含 9 的 子 群 、 我们 知道 ， 任 意 多 个 
子 群 的 交还 是 子 群 ， 因 之 ， 所 有 包含 5 的 子 群 的 交还 是 一 个 包 售 5 的 子 群 ， 显 
然 ， 它 包含 在 每 一 个 包含 5 的 子 群 之 中 ， 在 这 个 意义 上 ， 它 是 最 小 的 一 个 包含 
S 的 子 群 ， 我 们 称 这 个 子 群 为 由 5 生成 的 子 群 , 记 为 (S$), 也 就 是 
(9)= (| KH. 
SCH<G 
既然 (5) 包含 9, 也 就 包含 9S-1, 从 而 (5) 就 一 定 包含 集合 SU S-: 中 任意 有 限 
多 个 元 素 的 弛 积 ， 即 
ziza .pzmn 其 中 zzmESU3S-. 
不 难 验证 ， 所 有 可 以 表 成 上 述 形 式 的 元 素 组 成 的 集合 是 G 的 一 个 子 群 ， 这 个 于 
群 包 含 S 目 包 含 在 (S) 中 . 由 (5) 的 定义 可 知 ， 这 个 子 群 就 是 (5)- 
如 果 (9) = G, 那么 5 就 称 为 G 的 一 组 生成 元 . 如 果 在 群 G 中 存在 一 有 限 
集合 5 使 
《3) = C， 
那么 群 G 就 称 为 有 限 生 成 的 . 显然 ， 有 限 群 一 定 是 有 限 生成 的 ， 反 过 来 当然 不 
一 定 ， 由 一 个 元 素 生 成 的 群 称 为 循环 群 . 
设 c:G 人 ”G' 为 一 满 同 态 ， 旦 G' 交换 . 对 于 任意 的 cpE G, 有 
o(a-16 lab) 宇 ola) -lo(b)-!o(a)}o(d) = 8, 
由 a-15-1ab E ker(o). 元 素 a-1b-!ab 称 为 群 G 元 素 a,5 的 换 位 子 , 简 记 为 [a, 
由 所 有 换 位 子 生成 的 子 群 称 为 G 的 换 位 子 群 , 记 为 Gt, 上面 的 讨论 表明 ， 对 
于 同 态 
oc:G 0 
如 果 ol(G) 交换 ， 那么 GC ker(o). 读者 不 难 证 明 ， 如 果 GO C ker(0), 则 
0(G) 一 定 交换 ， 而 且 GD 为 G 的 正规 子 群 
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直 一 个 元 素 生成 的 群 称 为 循环 群 . 根据 上 节 的 讨论 ,如果 a 是 循环 群 G 的 
一 个 生成 元 , 那么 群 G 的 元 素 都 可 以 表示 成 a 的 方 宕 ， 因 而 循环 群 是 交换 群 
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循环 群 可 以 认为 是 最 简单 的 一 类 群 ， 我 们 现在 来 讨论 循环 群 的 结构 ， 循 环 
群 的 子 群 以 及 判 晰 一 个 群 是 不 是 循环 群 的 和 条件， 整数 加 法 群 尺 是 循环 群 ，1 是 
2 的 一 个 生成 元 . 在 群 Z 中 ， 取 任 一 整数 m, m 的 全 体 倍数 构成 一 个 子 群 m2， 
mm2Z 是 由 m 生成 的 群 ， 实 际 上 ， 这 样 的 子 群 就 是 Z 的 全 体 子 群 . 

定理 4 整数 加 群 2 的 子 群 都 是 由 某 一 非 负 整数 m 生成 的 循环 群 ， 对 于 
mn>0,nZDmZ 当 且 仅 当 Mm, 即 nn 是 mm 的 因子 . 

证 明 设 五 是 ZZ 的 一 个 子 群 . 如果 五 不 是 出 单个 的 0 组 成 的 群 ， 那么 五 
中 含有 非 替 数 ， 因 而 吾 中 含有 正 数 . 在 吾 所 含 的 正 数 中 ， 令 mm 为 最 小 数 ， 我 
们 来 证 明 ， 互 = m2Z. 设 z 为 吾 的 任 一 元 素 ， 由 整数 的 除法 算式 ， 有 


7 二 dm 十 nr， 其 中 必 rEZ 0<Sr<7mn 


r 二 7 一 gm € 日 ,如 r 关 0, 则 rr 是 五 中 一 个 比 m 更 小 的 正 数 ， 这 与 m 的 选择 
不 符 . 因而 > = 0 即 = qm. 既然 rn 在 五 中 ，m 的 倍数 当然 也 在 及 中 ,这 
就 证 明了 互 = m2Z. 

当 吾 = {0} 时 ， 就 取 m = 0. 

中 7nZD m2Z 可 复 m € n2, WR nh. 

由 nlm 可 知 ，m 的 倍数 都 是 n 的 倍数 ， 屠 m2Z 2 ?2. 口 

弄 清 楚 了 整数 加 群 的 子 群 的 情况 之 后 ， 我 们 现在 来 讨论 一 般 的 循环 群 . 设 
0 为 一 循环 群 ，9 是 G 的 一 个 生成 元 ， 即 G = 9). 定义 由 整数 加 群 Z 到 群 G 
的 同 态 ”为 : 

PF) = 90°", NEL. 

显然 w 是 一 满 同 态 ， 考 察 p 的 核 N = ker(w)， 如 果 六 = {0}, 都 么 为 一 同 
构 ，w:Z 全 GQ. 这 时 G 称 为 无 限 循环 群 . 既然 无 限 循环 群 与 Z 间 构 ， 无 限 循 
环 群 的 可 能 的 子 群 也 就 清楚 了 .如 果 N 取 {0}. 由 定理 4,N = mZ. 其 中 m 是 一 
正 整数 ， 于 是 由 同 态 基本 定理 ， 


Cs 兰 Z/mZ， 


m 就 是 元 素 9 的 阶 ， G = {9,…,9*1,g” = e}. 由 定理 2G 的 子 群 与 马 中 包 
含 m2 的 子 群 成 一 一 对 应 ， 根 据 定理 4, 这 些 子 群 就 是 


sZ， ”其 中 slm,s >0, 


它们 在 G 中 的 象 就 是 (9”), 阶 为 =. 
总 结 以 上 讨论 ， 我 们 有 
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定理 5 无 限 特 环 群 都 与 ZZ 同 构 ， 它 的 子 群 正如 定理 生 所 描述 的 ， 与 全 体 
非 负 整数 成 一 一 对 应 . 阶 为 m 的 柱 环 群 C = (9) 同 构 于 Z/m2Z, 对 于 m 的 每 个 
正 因子 5 都 存在 唯一 的 一 个 s 阶 子 群 ， 这 个 子 群 为 


(g*). 口 


利用 循环 群 的 结果 ， 我 们 顺便 讨论 一 干 群 中 元 素 的 阶 ， 
推论 设 群 G 的 元 素 9 的 阶 为 正 整 数 m, 于 是 =e 当 且 仅 当 mi. 对 于 任 
意 正 整数 s, 元 素 gs 的 阶 为 一 ,这 里 (ms) 为 mm 与 3 的 最 大 公 因 子 . 


(m, ss) 
证 明 定义 间 态 yp:2Z 一 (9) 为 


p(n) = 9 


我 们 知道 ker(p) = m2Z, 这 就 说 明 gi 二 。 当 且 仅 当 ie m2Z, 即 mli. 
(gs) 是 m 阶 循环 群 (9) 的 一 个 子 群 .我 们 知道 ， 循 环 群 (9) 的 子 群 具有 形 
式 tg 四. 其 中 dlm, 由 (98) = (92 得 
3 = nd + vm, 
d= ts wm. 


由 第 一 式 可 币 dls, 再 由 第 二 式 可 知 


d = (m, 3). 
(9 人) 的 阶 为 ,因而 g* 的 阶 为 可 2 
下 面 我 们 要 给 出 一 有 限 交换 群 是 循环 群 的 判别 条 件 ， 为 此 ， 我 们 先 给 出 有 
限 交 换 群 的 一 个 性 质 . 
引 理 设 交换 群 G 中 元 素 9g, 有 h 的 阶 分 别 为 m,n, 且 (m,n) 二 1 于 是 元 素 gh 
的 阶 为 mn， 
证 明 设 凡 的 阶 为 上 由 
(gh)' =e 


有 ighym = e, 即 jim =e. 根据 上 面 的 推论 ， 有 nlim. 由 (n,m) = 1 妈 得 


nl]t. 


同 理 可 证 mli. 由 (m,n) = 1 有 mnll. 
另 一 方面 ， (gh) "mn = gp 一 6 于 是 由 nn. 因 之 ，{ = mn. 口 
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定理 6 设 G 为 一 有 限 交 换 群 . 于 是 在 G 中 存在 一 个 元 素 ， 它 的 阶 是 G 中 
所 有 元 素 的 阶 的 倍数 . 

证 明 取 G 中 一 个 具有 最 大 阶 的 元 素 9, 它 的 阶 为 ”. 我 们 来 证 明 ，G 中 所 
有 元 素 的 阶 都 是 mn 的 因子 ,用 反 证 法 ， 假 如 有 一 个 元 素 9, 它 的 阶 mt 不 是 的 
因子 ， 由 mtn 可 知 ， 存 在 一 素数 的 方 寡 p", 使 


pm 但 yg" tn 
令 
ml 二 入 于 二 入 7 


其 中 


s<r, (m,p)=1. 
于 是 元 素 gi 与 名 的 阶 分 别 为 pr 与 m, 由 引 理 ， 元 素 外 9 ”的 阶 为 


pm> pm=n. 


这 与 郊 的 选择 矛盾 . 口 

由 定理 6 即 得 循环 群 的 判别 条 件 . 

定理 7 设 G 为 一 有 限 交 换 群 . G 为 循环 群 的 充分 必要 条 件 是 对 于 所 有 正 
整数 m, 在 G 中 适合 方程 ?mm = e 的 元 素 个 数 不 超过 1m. 

证 明 先 证 充分 性 . 

按 定 理 6, 在 G 中 有 一 个 元 素 9, 它 的 阶 n 是 G 中 所 有 元 素 的 阶 的 倍数 . 换 
句 话 说 ， 群 G 中 所 有 元 素 都 适合 方程 


TT 二 €, 
由 定理 的 条 件 ， |G| < n. 显然 ，n < |G|, 因而 |G| = n. 这 就 证 明 ，G = (9) 为 
循环 群 
由 循环 群 的 竹 质 ， 不 难 证 明 必要 性 ， 证 明 留 给 读者 . 9 
33 单 群 与 4。 的 单 性 


定义 1 如 果 群 G 没有 非 平 凡 的 正规 子 群 ， 那 么 群 G 称 为 单 群 . 


交换 单 群 的 情况 是 清楚 的 . 
定理 8 设 G 为 交换 群 ，G 关 {e}, G 为 音 群 的 充分 必要 条 件 是 G 为 素数 


阶 的 循环 群 . 
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证 明 因为 在 交换 群 中 ， 所 有 的 子 群 都 正规 ， 所 以 在 交换 单 群 中 没有 非 平 凡 
的 子 群 . 

在 G 中 任 取 一 非 单位 的 元 素 g, 既然 G 没有 非 平凡 的 子 群 ， 就 有 G = (g)， 
即 G 为 循环 群 ， 由 定理 5, 没有 非 平 凡 子 群 的 循环 人 群 只 能 是 素数 阶 的 循环 群 
间 样 根据 定理 5. 素数 阶 的 循环 群 没有 韭 平凡 的 子 群 . 口 

非 交换 的 单 群 的 情况 要 复杂 得 多 ,在 某 种 意义 上 说 ， 单 群 是 构成 各 种 群 的 
基础 . 设 G 有 一 非 平凡 的 正规 子 群 N, 作 商 群 G/N, 我 们 很 日 然 地 可 以 癌 ， 正 
规 子 群 N 与 商 群 G/N 的 结构 在 多 大 程度 上 能 够 决定 群 G 的 结构 . 群 扩张 理 沦 
就 是 研究 这 个 问题 的 . 根据 群 扩张 理论 ， 群 G 的 结构 可 由 正规 子 群 与 商 群 
G/N 作 原 则 的 刻画 ， 因 之 ， 相 当 长 的 时 期 中 ,决定 有 限 单 群 的 结构 一 直 是 有 限 
群 的 研究 中 一 个 重要 的 谍 题 ， 近 二 十 年 来 ， 这 方面 的 发 展 很 迅速 ， 目 前 问题 已 
经 解决 ， 也 就 是 说 ,我 们 已 经 可 以 给 出 全 部 的 有 限 单 群 .这 是 代数 学 在 20 世纪 
的 一 个 重大 成 就 . 

在 这 里 我 们 当然 无 法 讨论 这 样 一 个 大 问题 ， 下 面 我 们 只 是 给 出 一 类 有 限 非 
交换 的 单 群 ， 换 句 话 说， 我 们 要 证 明 ， 4n, n > 5, 是 非 安 换 单 群 . 

为 了 这 个 目的 ， 我 们 对 于 置换 还 需要 作 些 讨论 . 

引 理 每 个 置换 都 可 以 表示 成 一 些 对 黎 的 来 积 ， 每 个 偶 置 摘 者 可 以 表示 成 
一 些 长 度 为 3 的 轮换 (简称 3- 轮 梭 ) 的 来 积 ， 

证 明 我 们 知道 ， 每 个 置换 都 可 以 表示 成 一 些 轮换 的 乘积 ， 对 于 每 个 轮换 ， 
直接 验证 可 知 


{ii hy) = (dtr) (i122), 


因而 每 个 置换 都 可 以 表示 成 一 些 对 换 的 乘积 . 

容易 看 出 ， sgn(i,j) = -1, 即 对 换 邦 是 奇 置 换 ， 因 之 ， 当 侦 置 换 分 解 成 对 
换 的 乘积 时 ， 其 中 出 现 的 对 换 的 个 数 一 定 是 偶数 .为 了 证 明 第 二 个 论断 ， 我 们 
只 需要 证 明 任意 两 个 不 同 的 对 换 的 乘积 一 定 能 表示 成 3- 轮换 的 乘积 就 行 了 ， 设 
6 了 大 为 四 个 不 同 的 数 ， 我 们 有 


(i) CK)=(ik7), 
(KD)=(i) CFE) GE (ED) 
=(Iki) (KL), 


这 就 完成 了 证 明 . 口 
我 们 再 来 看 一 下 置换 o 与 om! 的 轮换 分 解 的 关系 .对 于 任意 一 个 轮换 


{ii2 .ir), 
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我 们 来 计算 
(Li rT. 
设 7(ik) = jk, = 1,. “or, 直接 验证 可 知 


niio ei) = jin R=1,.…,r—1, 


T(t2 ir)r 1 (jr) =j， 
而 (i1i2,…iz)7-! 保持 其 余 的 数 不 动 ， 这 就 是 说 ， 


Ti ei) = (jj) 
= (mi)nci2) nn(in)). 


因 之 ， 当 置换 o 分 解 成 不 相交 的 轮换 的 乘积 时 ，xon-! 的 轮换 分 解 就 是 从 0 的 
轮换 分 解 把 所 有 出 现 的 数字 i 都 换 成 r 介 得 到 的 . 例如 ， 


go = (123)(45), 


py 1 2345 
54132/ 
non = (541)(32). 


定理 9 交错 群 4 n> 5, 是 单 群 . 

证 明 设 豆 4, 而 且 互 关 {e}. 我 们 来 证 明 五 = 4 由 引 理 ， 4 十 由 
全 体 3- 轮换 生成 ,为 了 证 明 HH = 4n， En H ee 轮换 就 行 了 . 
设 (fiizia) 与 (j1j2j3) 是 任意 两 个 3- 轮换 ， 作 置 


Tik) = jk, k= 1,2,3, 


而 在 其 余数 字 上 的 作用 适当 定义 . 因为 n> 5, 所 以 在 入 ,2,is 之 外 至 少 还 有 
两 个 数字 上 mm. 如 果 为 偶 置 换 ， 就 取 wp = r; 如 果 是 奇 置换 ,就 取 风 = Tin， 
显然 有 

plirizia)p = (11j2;3). 
既然 互 是 4 的 正规 子 群 ， 上 面 的 计算 说 明 ,， 只 要 万 包含 一 个 8- 轮换， 就 
包含 全 部 3- 轮换 ， 因 之 ， 我 们 只 需要 证 骨 矿 至 少 包 含 一 个 3- 轮换 就 行 了 . 

对 于 一 个 置换 0, 如 果 oli) = 记 那 么 i 就 称 为 o 的 一 个 不 动 点 . 在 正规 子 
群 互 中 ， 对 于 所 有 非 单位 的 置换 ， 我 们 取 一 个 不 动 点 个 数 最 多 的 置换 7. 因为 
对 换 是 奇 置换 ， 所 以 7 的 不 动 点 的 个 数 不 能 是 n 一 2, 一 定 小 于 或 等 于 nn 一 3. 如 
果 > 的 不 动 点 个 数 等 于 n 一 3, 那么 > 就 是 一 个 3- 轮换 ,问题 就 解决 了 . 下面 就 
来 证 明 ， r 的 不 动 点 的 个 数 小 于 n -3 是 不 可 能 的 . 用 反 证 法 ， 假 设 7 的 不 动 
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点 的 个 数 小 于 n 一 3. 把 7 分 解 成 不 相交 轮换 的 乘积 ， 按 分 解 式 中 是 否 含有 长 度 
> 3 的 轮换 ， 有 以 下 两 种 可 能 : 


7 = (12)(34).… (2) 


在 情况 (1), 7 的 不 动 点 的 个 数 一 定 小 于 7 一 4, 因为 (1237) 是 奇 置换 .无 妨 设 
4.5 在 7 下 不 是 不 动 的 ， 不 论 情形 (1) 或 情形 (2), 我 们 取 2 = (345), 作 orPp”， 
prerL = (124.…)…, 或 者 ro71 = (12){45)…. 令 n = 和 97071. 在 情形 
(1). ni(1) = 4 在 情形 { 驴 , ni(1) = 1,72(2) = 2. 而 在 两 种 情形 下 ， 所 有 7 的 不 
动 点 仍然 是 7 的 不 动 点 ， 因 此 不 论 在 哪 种 情形 ， 的 不 动 点 都 比 7 的 不 动 点 
多 ， 并且 ni 关 6, 这 与 7 的 选择 矛盾 .这 就 证 明了 7 一定 是 一 个 轮换。 口 

这 个 结果 最 早 是 法 加 天 才 数 学 家 项 罗 瓦 ({E. Galois, 1811-1832) 得 到 的 ， 根 
据 功 罗 抽 理论 由 这 个 结果 就 推出 了 ， 一 般 五 次 和 五 次 以 上 方程 不 可 能 有 根 式 解 
的 重要 结论 . 

至 于 nm<4 的 情形 ， 直 接 计 算 即 得 : 

43 =fe, (123), (132)}. 


As ={e, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), 
(132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)}. 


43 是 三 阶 循环 群 ， 在 44 中 ， 有 正规 子 群 


H = {e,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}. 


而 商 群 44/ 是 一 三 阶 循环 群 


34 可 解 群 


上 面 我 们 介绍 了 单 群 的 概念 .对 于 一 个 单 群 G, 因为 它 的 换 位 子 群 CO) 是 
一 个 正规 子 群 ， 所 以 有 Gt = {e} 或 者 GW = G. GO) = {e} 表明 G 的 任意 两 
个 元 素 的 换 位 子 都 等 十 e, 因而 G 是 一 个 交换 群 . 这 就 说 明 ,， 对 于 非 交换 的 单 群 
@G 必 有 GO = G. 

一 般 地 说 ， 对 于 任意 一 个 群 G, 它 的 换 位 子 群 G40 是 G 的 一 个 非 平 凡 的 正 


规 子 群 ， 
Gb GO， 
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再 作 换 位 子 群 G0) 的 换 位 子 群 (GW) 员 , 记 为 CGO, 这 样 继续 下 去 ， 今 
GH = (GE-D)D. 
我 们 得 到 一 个 递 降 的 群 列 
GBGD pp GY pp Ol py GU) ps 


其 中 每 一 项 GW 都 是 前 一 项 GW 的 换 位 子 群 ， 因 而 是 正规 子 群 . 如果 G 是 
有 限 群 ， 那 么 这 样 的 群 列 只 有 两 个 可 能 ， 一 是 从 某 个 正 整 数 上 开始 有 G(* = 
G+D =.… 关 {fe}, 一 是 有 个 正 整数 使 G9 = {e}， 

定义 2 设 G 是 一 个 联 如 果 有 一 正 歼 使 G9 = fc), 那 么 G 称 为 可 


解 群 

显然 , 可 解 群 包含 阿 贝尔 群 作为 一 个 子 类 ， 因为 对 于 阿 贝 尔 群 G, 有 GG) = 
{e}. 

S$; 趾 阿 贝尔 群 ， 因 而 是 可 解 的 . 

如 G = 53, 不 准 验 证 G1 = {e, (123), (132)] = 43, G'2 = 49) = {e}, 因而 
是 可 解 的 . 


如 GG = 54, 不 难 验 证 G0 = .而 G3 = A = {e, (12)(34). (13)(24),(14)(23)}, 
G(3 = {e}, 因而 也 是 可 解 的 . 
当 n>4, 在 5 中 任意 一 个 换 位 子 


oTro 7 ! 


一 定 是 偶 置 换 ， 因 而 有 
SO) < A,. 


SG 是 S$ 的 正规 子 群 ， 当 然 也 是 4, 的 正规 子 群 ， 且 5 名 关 {e}( 为 什么 ?), 由 
4n 是 单 群 可 知 
SH) = 4， 


同时 S42 = 4 = 4A%. 这 就 说 明 ， 当 n> 4 时， S 不 可 解 . 
设 G 是 一 可 解 群 ， 由 定义 有 正 整数 大 使 


GO = {e), 
或 者 说 ， 有 一 递 降 的 子 群 列 
G=G0>GD>...>G = {e), 
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其 中 每 一 个 GO 都 是 前 一 个 CG-50 的 正规 子 群 ， 而 且 对 应 的 商 群 
GHD GD), 1 = 1,.. ,hk, 
都 是 交换 群 . 下 面 我 们 来 证 明 ， 这 个 性 质 是 可 解 群 的 一 个 刻画 性 质 . 
定理 10 群 G 是 可 解 的 当 且 仅 当 存在 一 递 降 的 子 群 列 
G=G0>G>..…>0G,= {e), 
其 中 每 一 个 G; 是 前 一 个 Gi-1 的 正规 子 群 ， 且 商 群 Gi_1/Gi 交换 ，1 二 1,… ,3. 
证 明 可 解 群 显然 具有 一 个 这 样 的 子 群 列 ， 反 过 来 ， 如 果 群 G 有 这 样 一 个 
子 群 列 ， 我 们 来 证 明 G 可 和 解 . 


在 $1 的 最 后 我 们 已 经 指出 ， 对 于 G 的 正规 子 群 NN, G/N 交换 的 充分 必要 


条 件 为 
GN < N. 


由 Go/G1 交换 即 得 
GD < Cl1， 


反复 利用 这 个 结论 ， 用 归纳 法 不 难 证 明 
G* <Ge., KR=1,...,8. 


因为 Gs = {e}, 所 以 有 G3 = {e}, 这 就 证 明了 G 可 解 . 口 

下 面 再 来 进一步 看 看 有 限 可 解 群 的 情形 . 

由 氏 定理 1 我 们 知道 ， 当 N 是 群 G 的 正规 子 群 时 ， 商 群 G/N 的 正规 子 
群 与 G 中 包含 N 的 正规 子 群 是 一 一 对 应 的 . 因 之 , 商 群 G/N 是 单 群 的 充分 必 
要 条 件 为 正规 子 群 N 不 包含 在 另 一 个 非 平 凡 的 正规 子 群 之 中 ， 即 不 存在 G 的 
正规 子 群 Ni, Ni 关 G, Na 大 六 ,而 


N<MNMNAG. 


具有 这 个 性 质 的 正规 子 群 称 为 极 大 的 . 这 就 是 说 ， 只 要 商 群 G/N 不 是 单 群 ， 我 
们 总 可 以 找到 一 个 G 的 正规 子 群 M,N 关 G. 和 1 闫 NN 使 


GbPNcAN， 
设 G 是 一 有 限 的 可 解 群 .由 定理 10, 有 一 递 降 的 子 群 列 


G=GoPeGl > Gr = {e), 
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其 中 商 群 Gi_1/Gi, i = 1…… 居 ,部 是 有 限 交 换 群 . 根据 上 面 的 讨论 ， 只 要 商 群 
Gf 
不 是 单 群 ， 我 们 就 可 以 在 Gi-1 与 Gi 之 间 桂 入 一 个 子 群 G1,G; 关 Gi_1,G! 关 GG 


使 
Gib Gs b> Ci 


其 中 南 群 Gi/Gi 为 父 换 群 Gi_1/Gi 的 子 群 , 商 群 G,_, /1G': 癌 构 于 交换 群 Gi-1/G 


的 商 群 
(Gi GD GG), 


因而 它们 都 仍然 是 交换 群 
因为 G 是 有 限 群 ， 所 以 上 面 这 种 递 降 子 群 列 的 长 度 居 是 有 限 的 (* < IC 让 
这 就 是 说 ， 经 过 若干 次 的 插入 之 后 ， 我 们 总 可 以 达到 一 个 递 降 子 群 列 


G=Ho> Hp. H,={e), 
它 不 能 再 播 入 新 的 项 ， 换 铝 话 说， 每 一 个 商 群 
Hi_t/Hi, i=1,.,t, 


都 是 交换 的 单 群 ， 也 就 是 素数 阶 的 循环 群 
这 就 证 明了 
定理 11 有 限 群 G 是 可 解 的 充分 必要 条 件 为 存在 一 个 递 降 的 子 群 列 


G=Ho> Hb H:= {e}, 


其 中 商 群 日;_1 /Hi, i 二 1,'……,t. 都 是 素数 阶 的 饥 环 群 . 时 
应 该 指出 ,对 十 有 限 可 解 群 G, 定理 11 中 的 子 群 列 如,… ,于 并 不 是 唯一 
的 . 
令 商 群 
HlH. 
的 阶 分 别 为 素数 pi, i = 1,…, 显然 有 
[GI = pr pe 


这 就 说 明 ， 定 理 11 中 的 子 群 列 虽然 不 唯一 ， 但 是 长 度 / 就 等 于 jG| 的 素 因 子 的 
个 数 (重复 的 重复 计算 ), 是 唯一 决定 的 ， 同 时 素数 组 


PIT， 和 了 


是 唯一 决定 的 . 


85 群 的 身 同 芍 群 71 


85 ” 洛 的 自 同 构 群 


一 个 群 到 它 自身 的 同 构 映 射 称 为 自 隔 构 映 射 , 或 简称 自 同 构 . 由 了 同 构 关系 
的 反 身 性 ， 对 称 性 与 传递 性 立即 看 出 ， 一 个 群 的 全 部 自 同 构 在 变换 的 乘法 下 成 
一 个 群 ， 称 为 自 同 构 群 . 群 G 的 自 同 构 群 记 为 Aut(G). 

作为 例子 ， 我 们 来 看 看 循环 群 的 自 同 构 群 . 设 G 为 一 无 限 循环 群 G = (9). 
gq 是 G 的 白 同 构 . 显然 ，o 的 作用 完全 被 G 的 生成 元 9 的 象 ec(9) 所 决定 . 因为 
5 是 满 的 ， 即 a(G) = G, 所 以 ol9) 还 是 G 的 一 个 生成 元 . 由 此 可 见 ， (9) =9 
或 者 o(9) = 9-'1. 当 ol(g) = 9 5 就 是 单位 自 同 构 e, 容易 验证 ， z(9) = 多 1 一 
般 地 ，o(9*)=g* 是 G 的 一 个 自 同 构 ， 因 之 


Aut(G) = {e,0}， 其 中 0 = e. 


设 G 为 一 有 限 循环 群 ，G = (9), 其 中 g* = e, 即 |G|=n,o 是 G 的 一 个 
习 同 构 ， 同 样 地 ， og) 一 定 是 G 的 生成 元 ， 我 们 知道 ， G 的 生成 元 是 9', 其 
中 (t,n) = 1, 因 之 ， G 的 每 个 白 同 构 决 定 一 正 整 数 40 < 上 < nm 信 m) = 1 即 
a(gi = gt. 如 果 glg) = 95.7(9) = 9', 那么 To(9) = 7T{9!) = 9 在 整数 模 n 的 
环 Z/nzZ 中 ， 所 有 与 n 互 素 的 剩余 类 对 于 立法 组 成 一 个 群 ， 记 这 个 群 为 Z/nZ*. 
以 上 分 析 表 明 ， 当 G = (9) 为 n 阶 循环 群 时 ， 


AutfG) SE Z/n2’, 
设 G 为 任意 一 个 群 ，ae G 为 一 固定 元 素 . 我 们 定义 co :G 一 G 为 
oalz) 一 aza-I、zEGC 
市 waoui(z) = mm-ioa(z) = 了 可 知 ，vo 是 一 个 一 一 对 应 . 显然 
vo(TY) = azgarl = (aza (age 一) 一 calz)oe( 功 - 
因 之 ， 对 所 有 的 ee G, os 是 G 的 白 同 构 . 这 样 由 G 中 无 素 引 起 的 自 同 构 称 为 
内 自 冶 构 . 容易 验证 ， 


Ga0b = Tob. 

这 就 是 说 ，ary oo 给 出 了 群 G 到 Aut(G) 的 一 个 同 态 ，G 的 同 态 象 就 是 G 的 

全 体内 自 同 构 ， 它 们 组 成 Aut(G) 的 一 个 子 群 ， 这 个 子 群 记 为 In(G), 称 为 G 的 

内 自 同 构 群 . 我 们 用 f :G - In(G) 代表 同 态 nm va, 下 面 来 考察 一 下 了 的 核 
如 果 ae ker( 旋 ,那么 


Iafz) = azar~l = 2, 
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对 所 有 的 zk G. 这 就 是 说 ， a 与 G 中 所 有 元 素 可 交换 . 反 过 来 ， 如果 ae G 
与 G 中 所 有 元 素 可 人 交换， 那么 cefz) = oro-:=x, 妈 06=e. 

在 任意 一 个 群 G 中 ， 所 有 与 G 的 全 体 元 素 可 交换 的 元 素 的 集合 称 为 G 的 
中 心 , 记 为 Z(G). 以 上 讨论 说 明 ， 群 G 的 中 心 Z(G) 就 等 于 ker( 有 ), Z(G) 是 GG 
的 正规 子 群 ， 而 且 根 据 同 态 基 本 定理 ， 我 们 有 


G/ZG) 兰 In(G). 
定理 12 设 台 是 任意 一 个 群 ， 我 们 有 
In(G) 4 Aut(C)， 


证 明 设 re In(G),7 € Aut(G). 于 是 


Toorrl(z)= 一 roof7r 一 (2z)) 
=7{a7™!(z)a-!) 


=7{a)rr(a)-! 
=0r(a) (x), 
即 
roar = orlw E In(G). 
这 就 证 明了 ， In(G) 是 Aut(G) 的 正规 子 群 . 口 
自 向 构 群 对 于 内 自 同 构 群 的 商 群 
上 ut(G)AIn(C) 
称 为 群 G 的 外 自 同 构 群 . 
由 上 面 的 讨论 ， 当 群 G 的 中 心 2(G) = {e} 时 ， 我 们 有 
GsJn(C). 


在 这 个 情形 下 ， 我 们 可 以 认为 G 的 自 同 构 群 包含 G 作为 它 的 子 群 . 

定理 13 如 果 Z(G) = {e], 那么 G 的 自 同 构 群 Aut(G) 的 中 心 也 只 含有 音 

证 明 我 们 来 证 明 , 在 定理 的 条 件 下 ， 与 全 体内 自 同 构 交 换 的 白 同 梅 一 定 是 
单位 自 同 构 . 

设 @ EG, 与 4a 对 应 的 内 自 同 构 ce € In(G),7 € Aut(G). 由 定理 12 的 证 
明 ， 我们 有 


一 
TGa7T = Orfo)， 
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如 果 rca = caT， 那么 Ca 二 Drfa)， 即 
r(ajc 1 € Z(G). 


由 2(G) = {e}, 即 得 


Tr(a)a-! 二 e， 
T(Q) 二 a， 对 所 有 的 a€ G， 
这 就 是 说 ， 7 是 单位 自 同 构 ， 因 而 
Z(Aut(G)) = {e}. 吕 


这 个 结果 说 明 ， 从 一 个 中 心 是 单位 的 群 G 出 发 ， 作 它 的 自 同 构 群 Aut(G)， 
我 们 有 
G < Aut(G), § Z(Aut(G)) = {e}. 


于 是 我 们 再 作 Aut(G) 的 自 同 构 群 ， 这 样 一 层 一 其 地 上 去 就 得 到 一 串 群 


G < Aut(G) < Aut(Aut(G)) < … 


一 个 自然 提出 的 问题 是 ， 这 一 串 群 可 不 可 能 无 限 地 作 下 去 ? 维 兰 特 (Wielandt) 
在 1951 年 解决 了 这 个 问题 ， 即 从 任意 一 个 中 心 为 单位 的 有 限 群 G 出 发 ， 一 步 
一 步 地 作 群 的 自 同 构 群 ， 有 限 步 之 后 一 定 终止 ， 换 句 话 说， 有限 步 之 后 我 们 一 
定 得 到 一 个 群 ， 它 的 自 同 构 都 是 内 自问 构 . 一 个 中 心 为 单位 且 自 同 构 全 是 内 上 自 
同 构 的 群 称 为 完全 者 . 维 兰 特 的 结果 就 是 ， 从 任意 一 个 中 心 为 单位 的 有 限 群 出 
发 ， 不 断 作 自 同 构 群 ， 有 限 步 之 后 一 定 得 到 一 个 完全 群 
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设 X 是 任意 一 个 集合 ( 非 空 的 ), 我 们 知道 ， 集 合 X 的 全 体 到 自身 的 一 一 
对 应 组 成 一 个 群 5(X), 8S(X) 的 子 群 称 为 集合 X 的 变换 群 ， 从 历史 的 发 展 看 ， 
人 们 最 早 研究 的 都 是 某 一 集合 上 的 变换 群 ， 直 到 现在 ， 各 种 类 型 的 变换 群 的 研 
究 仍 是 群 论 的 一 个 重要 部 分 ， 抽 象 群 的 概念 正 是 从 变换 群 来 的 ， 在 群 论 的 发 展 
中 ， 一 方面 是 把 抽象 群 论 中 得 到 的 结果 应 用 到 变换 群 上 ， 另 一 方面 也 常常 利用 
变换 群 来 研究 抽象 群 的 性 质 ， 以 前 讲 过 的 凯 莱 定理 就 是 建立 这 二 者 的 联系 ， 这 
一 节 就 是 要 引入 一 个 适当 广泛 的 定义 来 体现 抽象 群 与 变换 群 的 联系 . 

定义 3 设 G 是 一 个 群 ，X 是 一 非 空 集合 . 如 果 给 了 一 个 映射 了 :GxX 己 X， 
适合 条 件 ， 对 所 有 的 g1,92 E G,2 E XX， 
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1) Fe,z) = 2 

2) f(g9192,7) = f(g91, f (92,7)); 
那么 我 们 就 说 ， 了 决定 了 群 G 在 集合 上 的 作用 . 

在 不 需要 明确 指出 映射 了 的 情况 下 ， 我 们 常常 把 f(9,z) 简写 成 g(z). 按 这 
个 写法 ， 定 义 中 的 条 件 就 可 以 写成 

1) efz) = 2, 

2) gi(92(2)) = 9192(2). 

根据 定义 ， 如 果 群 G 作用 在 集合 上， 那么 G 的 每 个 元 素 9 都 对 应 集合 
全 的 一 个 到 自身 的 映射 ce : z 小 g(z). 由 定义 中 的 条 件 ， 我 们 有 


9 ‘(9(7)) = g(9 "(2)) = elz) = 12, 


这 就 说 明 ，G 中 每 个 元 素 g 对 应 的 映射 ce 都 是 集合 站 的 到 自身 的 一 一 对 应 ， 
即 
ay € S{X), 

且 o7!1=0g-1. 显然 ，9 nm os 是 群 G 到 群 S(X) 的 一 个 同 态 映 射 

反 过 来 ， 如 果 给 了 一 个 同 态 映射 多 

VV:G oS(X), 
并 且 定 义 
gfz) =w(9)(7),， 对 g€ Gr EX, 

那么 就 决定 了 群 G 在 集合 式 上 的 作用 .由 此 ， 我 们 也 可 以 用 群 G 到 S{(X) 的 
同 态 来 定义 群 G 在 集合 XX 上 的 作用 .这 两 种 说 法 是 一 致 的 . 

下 面 来 看 沁 个 例子 . 

例 1 设 G 是 一 个 群 ， 取 基 = G. 定义 

9(z) = gz， 对 97EG， 

这 就 给 出 了 一 个 群 在 集合 G 上 的 作用 . 这 就 是 我 们 以 前 所 谓 的 左 平移 

例 2 设 G 是 一 个 群 , 取 久 =G. 定义 


gz) =929 1 对 gzeG. 


这 就 是 通常 所 谓 的 群 上 的 共 思 变换 . 在 共 拖 变换 下 ， 元 素 9z9”! 称 为 与 元 素 z 
共 辆 . 同样 ， 子 群 98g-! 称 为 与 子 群 如 共 轰 ， 它 们 都 是 等 价 关系 . 
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例 3 设 G 是 一 个 群 ， 互 < G,G 按 子 群 五 分 成 左 陪 集 {zH,z EG), 令 六 
为 全 体 左 陪 集 所 成 的 集合 ， 定 义 


g(rH) = grH, g,r €G. 


这 就 决定 了 群 G 在 集合 X 上 的 作用 .由 堪 陪 集 构 成 的 集合 通常 称 为 群 G 的 一 
个 齐 性 空间 . 

当 群 G 作用 在 集合 下 上， 完全 可 能 G 中 不 同 的 元 素 在 X 上 引起 相同 的 
映射， 换 句 话说 ， 同 态 9 局 cs 不 一 定 是 单 射 ， 在 上 面 的 例 2 中 ， 如 果 群 G 的 
中 心包 含 单位 元 素 以 外 的 元 素 ， 那 么 显然 ， 中 心 的 元 素 全 对 应 G 的 恒 同 映射 . 
如 果 同 态 y ry cv 是 单 射 ， 那 么 我 们 就 说 ， 群 G 在 集合 世上 的 作用 是 如 实 的 . 
或 者 说 ， 群 G 是 如 实地 作用 在 集合 X 上 . 例 1 中 的 作用 就 是 如 实 的 ， 而 例 2， 
例 3 就 不 一 定 是 如 实 的 . 

定义 4 设 G 是 一 个 群 ，X, 是 两 个 非 空 集合 ，G 作用 在 关上 , 同时 C 
也 作用 在 X 上 .如 果 有 一 个 一 一 对 应 2 :七 一 并 使 


plg(z)) = gp(7)), 


那么 这 两 个 作用 就 称 为 等 价 的 . 
从 抽象 的 观点 看 ， 两 个 等 价 的 作用 可 以 不 加 区 别 . 
以 前 我 们 定义 过 G 上 的 右 平移 , 即 对 于 gz E G,gfz) = x9-!. 首 G 上 , 定 
区 
p(T) =7 1!, TEG. 


由 
pgz) = (97) 1 =2 'g ! 一 9p(z)9 
立即 看 出 ， 左 平移 与 右 平移 是 等 价 的 . 

设 群 G 作用 在 非 空 集合 X 上 ， 在 集合 上 我们 来 定义 一 等 价 关 系 “~”. 
对 于 zyeX, 如 果 在 G 中 有 一 个 元 素 9 使 得 y = gfz), 那么 就 说 > ~ 其 读 为 = 
等 价 于 办. 容易 证 明 ， 关 系 “z ~ gj 确实 是 一 个 等 价 关系 (证 明 留 给 读者 ). 在 这 
个 等 价 关系 下 ， 集 合 X 的 元 素 被 分 成 等 价 类 这样 分 成 的 等 价 类 称 为 轨道. 由 
定义 可 知 ， 包 含 元 素 z 的 轨道 就 是 子 集合 


Or = {9(z) 19€ Ch 
显然 ， 集 合 六 就 是 全 部 不 同 的 轨道 的 并 ， 即 
XX 二 【J0:， 其 中 xz 取 侦 不 同 轨道 的 代表 . 
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轨道 0; 也 可 能 只 包含 单个 的 元 素 >, 这 就 是 说 ， 对 于 所 有 的 9 E G 都 有 
gz) = 2. 


这 样 的 元 素 z 称 为 G 的 不 动 元 赛 . 在 上 面 的 例 2 中 , 对 于 g,x € G,9(z) = gz9-， 
如 果 zeE Z(G), 那么 显然 Oc = {z}; 反 过 来 ， 由 Oz = {x} 可 知 ze 2(G). 

也 有 可 能 集合 X 本 身 就 是 一 个 轨道 ， 这 就 是 说 ， 对 于 任意 的 zy E 工 , 都 
有 一 个 元 素 ge G, 使 y= g(x). 在 这 个 情况 ,我 们 说 ， 群 G 在 集合 * 上 的 作用 
是 传递 的 . 不 难看 出 ， 上 面 的 例 1 与 例 3 都 是 传递 的 情形 . 

设 V 是 域 下 上 的 一 个 1 维 线性 空间 ，GLIn(F) 是 域 下 上 全 体 nxn 可 道 
矩阵 组 成 的 一 般 线性 群 ， 在 VV 中 歌 定 一 组 基 后 ， 每 个 可 逆 矩 阵 4€E Gin(F) 就 
对 应 Y 的 一 个 可 逆 线 性 变换 4. 显然 ， 定 义 4(z) = 4{z) 就 给 出 了 GZn(E) 在 
V 上 的 作用 . 零 向 量 是 CIn(P) 的 一 个 不 动 元 素 ， 因 为 任意 两 个 非 零 向 量 都 可 
以 用 可 逆 线 性 变换 互 变 ， 所 以 全 体 非 零 向 量 组 成 一 个 轨道 ,由 此 可 知 ，VY 是 两 
个 胃 道 的 并 ， 

V={0U{aeEVlaz0}. 
设 群 G 作用 在 集合 X 上 ， 对 于 集合 X 中 任意 一 个 元 素 >, 容易 看 出 集合 
{geGlg(z) =2} 


是 G 的 一 个 子 群 ， 我 们 用 H: 表示 这 个 子 群 ， 它 称 为 元 素 > 的 稳定 子 群 . 
定理 14 设 群 G 作用 在 集合 下 上，TE XX Oc 是 包含 工 的 轨道 ，HHz 是 
z 的 稳定 子 群 ， 干 是 群 G 在 集合 Oz 上 的 作用 与 嫩 @G 在 齐 性 空间 GJHs 上 的 作 
用 等 价 ， 
证 明 首先 ， 由 轨道 的 定义 ， 对 于 任意 元 素 y e Orz, 任意 的 9 E G, 显然 有 
9(y) € Oz. 


因 之 ， 考虑 G 在 0: 上 的 作用 是 有 意义 的 . 
对 于 任意 一 个 左 陪 集 aH;, 任意 元 素 gE aHz, 显然 有 
9(7) = a{z). 


这 就 是 说 ， 同 一 个 左 陪 集中 不 同 的 元 素 把 z 变 到 同一 个 元 素 . 反 过 来 ， 如 果 
gq1,92 E G 使 

(7) = go(2), 
那么 gpg(z) = z), 即 97'91€ Hz, 因 而 ,92 属于 同一 个 左 陪 集 ， 我 们 定义 跨 
射 

切 :G/B 2 Oz 
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为 
glaH:) = a(z). 


以 上 讨论 表明 ， 映 射 是 集合 G/H; 到 0; 的 一 个 一 一 对 应 .为 什么 区 是 满 
的 ? ) 
显然 有 
VlgaH:) 三 ge(z) = ga))》， 


因而 G 在 O 上 的 作用 与 G 在 齐 性 空间 G/H。 上 的 作用 等 价 . 口 

推论 1 设 群 G 在 集合 X 上 的 作用 是 传递 的 ，TE 及 ,日 是 元 素 z 的 稳定 
子 群 ， 于 是 @G 在 不 上 的 作用 与 G 在 齐 性 空间 G/ BE 上 的 作用 等 价 . 

证 明 显然 . 口 

推论 1 表明 ， 对 于 任意 一 个 群 G, G 的 传递 作用 的 集合 的 研究 就 归结 为 G 
的 齐 性 空间 的 研究 . 

推论 2 设 G 是 有 限 群 ，G 作用 在 集会 久 上 .于 是 任意 一 个 轨道 Oz 包含 
存 限 多 人 元 素 ， 且 包含 元 素 的 个 数 是 群 G 的 阶 的 因子 . 

证 明 设 到 是 元 素 z 的 稳定 子 群 ， 我 们 知道 


IDo| = IG/Hsl, 


这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 口 
一 个 有 限 群 G 称 为 p- 群 (p 为 素数 ), 如 果 G 的 阶 是 素数 p 的 方 矫 ， 即 


|G| =p:, k>1. 


推论 3 设 有 限 群 G 作用 在 一 个 有 限 集会 不 上 .如果 G 是 严 群 ，| 立 | = 
n，(n,p) = 1, 那么 X 中 必 有 不 动 元 素 . 

证 明 设 O05,,0zs,… ,Oz 是 集合 X 的 全 部 轨道 ， 我 们 知道 ， z; 是 不 动 
元 素 的 充分 必要 条 件 是 [Qs;| =1. 如 果 Ti 不 是 不 动 元 素 ， 那么 由 推论 2,1O;.| 一 
,Lt>1: 因 为 


mm 


n=|X|= 2,10z,l, 


t=1 


所 以 由 (mw,p) = 1 可知 必 有 zi 使 |Oz| =1. 口 


在 上 面 的 证 明 中 我 们 看 到 ， 只 要 |0z,| > 1 就 有 pllOz,|. 因 之 进一步 有 
推论 4 设 p 群 G 作用 在 一 个 有 限 集会 羡 上 ，|X|=n. 如 果 + 为 关中 不 
动 元 素 的 个 数 ， 那 么 
t=n (mod p). 
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证 明 由 
n=t+ 》 I0l 
|Dz 人 >1 
即 得 所 要 的 结论 ， 口 
推论 5 产 群 必 有 非 平凡 的 中 心 ， 
证 明 设 G 为 一 pp 群 ， 考虑 G 在 G 上 的 共 邱 变换 ， 在 这 个 情况 下 ， 我 们 
知道 只 有 中 心 的 元 素 才 构成 单个 元 素 的 轨道 . 令 


t= |2(O). 


由 推论 4 即 得 
t 三 0 (mod p). 
因为 上 > 1, 所 以 一 定 有 上 > |， 口 
顺便 说 一 下 ， 当 G 在 G 上 的 作用 是 共 罗 变 换 时 ， 包 含 G 中 元 素 z 的 轨道 
称 为 > 所 在 的 共 连 类 , 记 为 C(z). 对 于 有 限 群 G, 我 们 有 


IC(z)| = IG/H:l, 
其 中 HH 是 z 的 稳定 子 群 ， 由 共 思 变 换 的 定义 ， 显 灼 
Hz ={g€G|g9r = x9}, 


即 豆 > 由 全 部 与 x 可 交换 的 元 素 所 组 成 ， 这 个 子 群 称 为 元 素 > 的 中 心 化 子 , 记 
为 Z(z). 明显 地 ，Z(z) = G 当 且 仅 当 zE Z(G). 因 之 ， 对 于 有 限 群 G, 我 们 有 


IGJ= |Z(O)| + IG : 2(2)), 


其 中 z 取 访 非 中 心 元 素 的 共 久 类 的 代表 . 这 个 公式 在 有 限 群 的 讨论 中 是 有 用 
的 . 
最 后 再 说 明 一 点 .定理 14 断言 群 G 在 轨道 O。 上 的 作用 与 G 在 齐 性 空间 

G/H: 上 的 作用 等 价 , 这 里 z 是 轨道 0 中 任意 一 个 元 素 . 由 此 立即 推出 ， 对 于 
zy € Ox, 齐 性 空间 G/ 已 : 与 G/Hy 是 等 价 的 ， 实 际 上 我 们 可 以 证 明 

定理 15 设 群 G 作用 在 集合 下 上 ， X,Y EX 如 果 有 go EG 使 Y= goz， 
那么 Hy = goHz90 1 

证 明 对 于 ge Hz, 即 g(x) = z, 我们 有 


(go995 )(y)=90996 "(go(2)) 
=gog(7¥) = golz) = 护 
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这 就 是 说 ， gg97! € Hy, 即 
goHz90 < Hy. 


同样 可 以 证 明 
Hy< goH»go 口 
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我 们 知道 , 对 于 有 限 群 ,每 个 子 群 的 阶 都 是 群 的 阶 的 因子 ,很 自然 地 可 向 ， 
对 于 群 的 阶 的 任何 一 个 因子 ， 是 否 都 存在 一 个 子 群 ， 以 这 个 因子 为 阶 ， 不 难 举 
出 例子 ,这样 一 个 一 般 形式 的 结论 是 不 成 立 的 ， 辟 如 4 次 交错 群 44 的 阶 是 12， 
它 有 2 阶 ，3 阶 与 4 阶 子 群 , 但 是 没有 6 阶 子 群 ， 又 如 我 们 已 经 证 明 , 当 n >5 
时 ，An 是 单 群 ， 不 难 证 明 ， 在 有 限 群 中 ， 任何 一 个 指数 为 2 的 子 群 一 定 正规 ， 
由 此 可 见 ， 在 4。 (n > 5) 中 ,不 存在 阶 为 a 的 子 群 ， 在 这 一 节 我 们 将 部 分 地 
给 出 这 个 间 题 的 肯定 回答 ,具体 地 说 ， 我 们 将 证 明 ， 当 因子 是 素数 方 叭 时 ， 这 
样 的 子 群 是 存在 的 ， 同 时 讨论 这 种 子 群 的 一 些 性 质 .， 以 下 得 到 的 几 条 主要 定理 
通常 称 为 西 罗 定理 . 

定理 16 ( 西 罗 (Sylow) 第 一 定理 ) 设 G 是 一 有 限 群 ，p 是 素数 . 如果 
歼 |IGI, 天 > 0, 那么 G 中 一 定 有 一 个 阶 为 大 的 子 群 . 

设 1G|=n =pm, (p,m) = 1. 于 是 由 定理 的 条 件 有 大 < 上 L 下 面 先 证 一 个 引 
理 . 

引 理 设 n= pim,， (p,m) = 1 < C8 是 组 合 数 ， 于 是 pICW ,但 
We 

证 明 我 们 知道 
Op n(n- n+) 

人 BR 一 1 

为 了 证 明 所 要 的 结论 , 我 们 来 看 一 下 分 子 与 分 母 的 各 个 因子 中 所 含 的 了 的 方 和 
容易 看 出 ，m -= pm -与 大 一 在 0<i< 耿 的 情形 下 包含 的 p 的 方 等 
是 一 样 的 .事实 上 ， 如 果 宇 = 正直 (py 让 三 10 <t<, 那么 有 


pm— pi = pp 让， 
pK — pi = pt(pe™: 一 人 让). 


显然 ， (pp tim 一 2) = 1， (p, pe 他) 三 】， 这 就 说 明 ， 分 数 


人 一 


本 (p* —1).…1 
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在 消去 分 子 与 分 母 中 含有 的 p 的 因子 之 后 是 一 个 分 子 与 分 母 全 与 p 互 尝 的 分 
数 . 于 是 


CF =pt mn, 


这 就 证 明了 引 理 . 
定理 的 证 明 , 令 蕊 是 G 中 全 部 含有 天 个 元 素 的 子 集合 的 集合 . 显然 |X| = 
Cs”. 对 于 大 中 元 素 4, 定义 


这 就 给 出 了 群 G 在 集合 XX 上 的 作用 . 我 们 知道 ,集合 立 可 以 分 解 成 全 部 轨道 
的 并 ， 叶 

| 对 = 304l. 
因为 y- 古 11|X|, 所 以 ， 至 少 有 一 个 轨道 ， 辟 如 说 04, 有 p+11104l. 令 Ha 
是 4 的 稳定 子 群 ， 由 104| = |G/H4al 可 知 


||Hal. 
另 一 方面 ， 取 ae 4, 既然 Ha 是 4 的 稳定 子 群 ， 必 然 有 


HaaCd, 


妈 
IHaa|=|Hal < 141=t. 


因 之 |Ha| = 丰 , Ha 就 是 一 个 阶 为 p* 的 子 群 . 口 
特别 地 ， 当 |G| = 严 .m; (pm) = 1 时 ，G 有 阶 为 py 的 子 群 ， 阶 为 下 的 子 
群 称 为 G 的 西 罗 yp 子 群 . 


定理 17 ( 西 罗 第 二 定理 ) 设 有 限 群 G 的 阶 为 了 .m, 其 中 了 为 素数 ， 
(p,m = 1 为 G 的 一 个 西 罗 p 子 群 于 是 G 的 任意 一 个 阶 为 ph (上 < 站 的 
子 群 百 一 定 包 含 在 一 个 与 书 共 酌 的 西 罗 六 子 群 中 ， 

证 明 令 天 为 己 的 左 陪 集 所 成 的 集合 ， 定 义 互 在 世上 的 作用 为 : 


blgP) = bgP， 其 中 be H,g€G. 


我 们 知道 ，|X| = m,|H| = 2. 由 定理 14 的 推论 3,X 有 一 不 动 元 素 ， 即 有 一 左 


陪 集 gP 使 
HgP CgP. 
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由 此 即 得 
HcgPg-!. 口 
特别 地 ， 当 五 也 是 一 个 西 罗 p- 子 群 时 ， 我 们 有 
推论 1 在 有 限 群 中 ， 任 意 两 个 西 罗 pp 子 群 都 互相 共 拖 . 口 
由 推论 1 可 以 知道 ， 一 个 有 限 群 G 有 只 一 的 西 罗 p- 于 群 PP 的 充分 必要 条 
件 是 忆 在 G 中 正规 . 
对 于 群 G 中 任 一 子 群 五 , 我 们 定义 


N(H)={9€GlgHg =H}. 


显然 ，N(H) 是 一 子 群 日 N(H) 2 吾 . N(H) 称 为 子 群 五 的 正规 化 子 . 由 定义 
立即 推出 
HdN(H). 
推论 2 设 G 为 一 有 限 群 ， 忆 是 G 的 一 个 西 罗 p 子 群 . 于 是 N(N(P))= 
N(P), N{P) 中 不 可 能 包含 G 的 另 一 个 西 罗 六 子 群 ， 
证 明 既然 P 是 G 的 一 个 西 罗 户 子 群 ，P 当然 也 是 N(P) 的 西 罗 产子 
群 . 由 P44N(P) 可 知 P 是 NN(P) 中 唯一 的 一 个 西 罗 六 子 群 ， 因 而 六 (P) 不 可 
能 包含 G 的 另 一 个 西 罗 pp 子 群 . 
如 果 9ENN(P)) 即 
9N(P)g = N(P), 
那么 gPg-! 也 是 N(P) 的 西 罗 p- 子 群 ， 因 而 
9Pg-: = 
这 就 是 说 ，g EN(P), N(N(P)) C N(P). 显然 ，N(N(P)) 2 N{P), 于 是 
NC(N(P)) = N(P}. DO 


推论 3 设 G 为 一 有 限 群 ，p 为 一 素数 ，DIG|. 于 是 G 中 全 部 西 罗 户 子 
群 的 个 数 是 |G| 的 因子 
证 明 令 下 是 G 中 全 部 西 罗 z 子 群 所 成 的 集合 .我 们 定义 如 在 生 上 的 作 
用 为 : 
g(Q@) =999-1 对 于 geGG EX. 
根据 定理 17 的 推论 1,G 在 上 的 作用 是 传递 的 ， 取 PE 大 ,显然 的 稳定 地 


群 就 是 N(P), 于 是 
IX1= [G : N(P)), 
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这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 口 
定理 18 ( 西 罗 第 三 定理 ) 设 G 为 一 有 限 群 ，p 为 一 素数 ，pliGl, 是 G 
中 全 部 西 罗 pp 子 群 的 个 数 ， 于 是 大 三 1 (mod p). 
证 明 令 碟 是 G 中 全 部 西 罗 yp 子 群 所 成 的 集合 ，P 是 G 的 一 个 丁 罗 产 
子 群 ， 定义 了 在 匀 上 的 作用 为 : 


g(Q) = 9Q9974 对 于 gE PQEX. 


由 定理 17 的 推论 2, 我 们 知道 ， PP 是 蕊 中 孜 一 的 一 个 不 动 元 素 ， 再 利用 定理 
I4 的 推论 4 即 得 
k=1 (modp). 口 


结合 上 面 的 推论 3, 我 们 有 
推论 设 有 限 群 G 的 阶 是 玉 -m, 其 中 (p,mm) = 1,p 是 素数 于 是 G 的 西 罗 


入 子 群 的 个 数 是 各 的 因子 . 
证 明 显然 . 口 
作为 这 一 节 的 结束 ， 我 们 来 看 一 个 例子 来 说 明 如 何 应 用 上 面 的 结果 来 解决 
群 论 的 问题 . 


设 有 限 群 G 的 阶 是 72. 72 = 23 .3?. G 的 西 罗 3- 子 群 的 个 数 是 1+ 3t, 由 
(+30|8 可 知 t 二 0 或 1=1. 如 果 t=0,G 有 唯一 的 一 个 9 阶 子 群 ， 这 个 子 群 
是 正规 的 ， 如 果 +t= 1 G 有 4 个 9 阶 子 群 已 , 书 , 甩 ,已 考 虚 GG 在 集合 


X= {Bb,P,PP} 


上 的 共 辆 变换 . G 的 每 个 元 素 在 六 上 引起 一 个 4 次 置换 这 就 给 出 了 一 个 癌 


本 


Et 


p:G 54. 


因为 ?2 > 24 = 154l, 而 且 p(G) 关 {e}, 所 以 kertp) 非 平凡 (ker(p) 的 阶 至 少 是 
3). 综合 以 上 两 种 情形 ， G 必 有 非 平凡 的 正规 子 群 ， 这 就 说 明 ， 阶 为 72 的 群 
一 定 不 是 单 群 
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现在 我 们 来 介绍 一 种 由 已 知 群 构造 新 的 群 的 方法 ， 先 看 两 个 群 的 情形 . 
设 Ca Ca2 是 两 个 群 ， 考虑 集合 


G1 x G2. 
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对 于 G1 x G2 中 任意 两 个 元 素 (01,b1), (a2,52) 我 们 定义 乘法 为 : 
(a1,b1)(a2, b2) = (a102,b1 bo), 


其 中 第 一 个 分 其 是 作 G1 的 乘法 ， 第 二 个 分 量 是 作 G, 的 乘法 . 由 于 群 G1, G2 
的 乘法 有 结合 律 ， 所 以 新 定义 的 乘法 显然 也 适 全 结合 律 . 
令 e1,ez 分 别 是 群 G1.Gz 的 单位 元 素 ， 于 是 对 所 有 的 (a,6) € G1 x G2 有 


(a, blel,e2)=(e1 ,Co){n, 6b) 
=(a&,b), 


即 G1 x G2 在 新 定义 的 乘法 下 有 单位 元 素 (e1,e2). 对 于 所 有 的 (a,8) € G1 x Ca 
有 


(a, b)(a™!.871) = {e1,e2), 


即 G1 x G2 中 每 个 元 素 有 逆 元 素 - 
以 上 讨论 表明 ，G1 x Ga 在 所 定义 的 乘法 下 成 一 群 ， 我 们 称 这 个 群 为 群 G1 
与 G2 的 直 和 , 记 为 
G1 DG>. 


显然 ， 直 和 G1 中 Gs 的 结构 完全 被 群 G1, G2 的 结构 所 决定 . 
* 当 G1,G2 是 有 限 群 时 ， [G1| = ly|G2| = na, 于 是 GI DGz 也 是 有 限 群 , 旦 


[G1 © G2| = ninz. 


在 Gi 中 Ga 中 令 a 
G1 = {{a,e2),2 € G1}, 
G2 = {(e1,8),b € G2}. 


容易 验证 ，G1 与 G2 都 是 G1@G2 的 子 群 . 显然 映射 cm (a,e2) 是 G1 到 全 的 
一 个 同 构 ， 同 样 ， 映 射 bm (e1, 站 是 G2 到 Gs 的 一 个 同 构 ,这 就 是 说 ，G1,G2 
分 别 与 子 群 Cu, Gz 同 构 . 

对 于 任意 的 (al ,1) E Gil 虫 Gz, 有 


(ai ' ,Bb ')(a,e2) (1.b1) 
一 (a7 oa, bi hi) 
= (al aa1, e2) EG, 
(oa! ,87 )(e1, bla, bh) 
= (a7 03,03 bb) 
= (e1,b7 1061) € G2. 
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这 就 说 明 ， G1,G3 部 是 Gu G2 的 正规 子 群 . 
对 Gi G2 中 任意 元 素 z= (a 总, 有 
z = (0b) = (a, ez2)(e1,D), 
其 中 z= (a,e2) E Gi,z2 = (ej, EGz. 即 
+ 二 ZT1t2， 其 中 € G1, zo € Gz. 


这 就 是 说 , 直 积 Ci G2 中 的 每 个 元 素 都 可 以 分 解 成 G1 与 Gs 中 元 素 的 乘积 . 
不 难 验证 ， 这 样 的 分 解 式 是 唯一 的 . 
真 和 的 定义 不 难 推广 到 多 个 群 的 情形 设 Gi,… ,Gs 是 s 个 群 ， 考 虑 集合 


G1x Ca xX. XGs. 
对 于 其 中 任意 两 个 元 素 {al， ,as) 与 (b1,…,bs) 还 是 按 分 量 来 定义 乘法 


1 
三 (ait ,Qsbs). 


其 中 at, EGi,i=1,-..….s. 
容易 验证 ，Gi x… x Gs 在 这 样 定义 的 乘法 下 成 一 群 , 它 称 为 群 G1,…,G。 
的 坦 和 ， 记 为 
Gi Dh Os. 


与 两 个 群 的 情形 一 祥 ， 定 义 
Gi = {{(e1y ,Ci hy Ertl Ce), th 后 Gi}, i 二 1,.…-,8, 


其 中 e 为 群 G, 的 单位 元 素 ， 同 样 地 ， 每 个 G; 都 是 直 和 G1 多 -… 3 G 的 正规 
子 群 且 与 G; 同 构 . 
对 于 @G 仿 … 鳃 Gs 中 任意 一 个 元 素 ， 
了 工 二 (0 0). 


令 zi 一 (el Ci-ls Qa Cit , Es) t=1,'.,8. XE Cri 显然 有 
T= Ll 


邯 直 和 G @… 司 Gs 中 的 每 个 元 隶 都 能 分 解 成 正规 子 群 GI,… ,Gs 的 元 素 的 乘 
积 ， 容 易 看 出 ， 这 样 的 分 解 式 是 唯一 的 . 
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我 们 知道 ， 直 和 G 曲 … 晶 Gs 的 结构 完全 被 群 Gl1，……,G。 的 结构 所 决定 . 
因此 ， 如 果 一 个 群 能 够 分 解 成 基 一 些 群 的 直 和 ， 那 么 这 个 群 的 研究 就 可 以 归结 
为 另 一 些 群 (一 般 说 来 ， 它 们 比 原 来 的 群 简单 些 ) 的 研究 . 下 面 就 来 讨论 ， 在 什 
么 条 件 下 ， 一 个 群 能 够 分 解 成 一 些 群 的 直 和 ， 

定理 19 设 NI，Ns 是 群 全 的 正规 子 群 如 果 

1) G = AN Nasi 

2) 对 于 G 中 任意 一 个 元 素 中 表示 式 二 Tz1-…zs, 其 中 zi € Ni, i = 
1,… ,5, 是 唯一 的 ， 
那么 


证 明 由 表示 式 
7 二 TEN f=1,...,s 
的 唯一 性 我 们 可 以 在 G 与 Ni.… 日 Ns 之 间 建 立 一 个 一 一 对 应 ， 即 
T=T1 Ty (Ts). 


下 面 就 是 要 证 明 它 是 一 个 同 构 映 射 ， 
先 由 表示 式 的 唯一 性 我 们 来 证 明 


N, NN; 二 {e}, 当 人 天 by 


事实 上 ， 如 果 z E NnN,, 但 x 隐 e, 那么 x 就 要 有 两 秘 不 同 的 表示 式 


第 i 位 第 ;位 


这 就 证 明了 NimnANi = {e}), 当 i#j. 
由 此 我 们 立即 可 以 证 明 ， 对 于 任意 两 个 不 同 的 正规 子 群 Ni 与 Ni, 它们 的 
元 素 必 了 两 两 交换 ， 即 对 于 任意 的 ri E Nizji E Ni 有 


Tr) = TTi 


为 此 我 们 来 看 元 素 


yj2 2 
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一 方面 因为 Ni 是 正规 子 群 ， 所 以 
vi € Ni, 2jx7 77! € Ns, 
从 而 zizjizi zj € Ni 另 一 方面 ， 同样 可 以 知道 zz2;z7 ze Nj, 即 
222j2 27! € NNN, = {e}. 
这 就 是 说 xizjzr， 7z7 ! 二 6, 即 zi2; = zj2i. 因 之 ， 对 于 任意 的 my e G, 由 
5 二 Bi 二 


有 
Ty = {T1011) (Tays). 


这 就 证 明了 上 面 定 义 的 映射 保持 乘法 ， 因 而 是 一 个 同 构 . 口 

在 这 个 情形 , 我 们 也 就 说 群 G 分 解 成 正规 子 群 Ni1,… ,Ns 的 直 和 ,也 称 G 
等 于 NANe 的 内 直 和 | 

与 线性 空间 分 解 威 子 空间 的 直 和 和 的 情况 类 似 , 读者 不 难 证 明定 理 19 中 的 条 
件 2) 可 以 换 成 

2') 单位 元 素 只 有 唯一 的 表示 ， 即 


P 一 ep; 


也 可 以 换 成 

2 NmnNIT N_i Ne = {e}, i= 1,..',s. 

正如 前 面 指出 的 ， 在 群 G 分 解 成 一 些 正规 子 群 M1,…, Ns 的 直 和 时 ， 群 G 
的 研究 也 就 妇 结 为 正规 子 群 Ni,… ,Ns 的 研究 . 

如 果 一 个 群 不 能 分 解 成 两 个 非 平凡 的 正规 子 群 的 直 和 ， 那 么 这 个 群 就 称 为 
不 可 分 解 的 . 显然 ， 任 意 一 个 有 限 群 总 可 以 分 解 成 一 些 不 可 分 解 的 群 的 直 和 , 群 
的 直 和 分 解 是 群 论 中 一 个 重要 的 问题 ， 这 里 不 细 说 了 . 

最 后 作为 一 个 例子 ， 我 们 来 看 看 有 限 交 摘 群 的 情形 . 

设 G 是 一 有 限 交 换 群 ，|G| = n,n 的 标准 分 解 式 为 


n= pl ps", 
其 中 pi,…,ps 为 不 同 的 素数 ，r; > 0,i 二 1…,s 
令 Gi 为 G 的 西 罗 pi- 子 群 ，i = 1…,s. 由 上 一 节 定 理 17 推论 可 知 G; 
是 唯一 的 西 罗 pi;- 子 群 ， 因 而 不 难看 出 (定理 17)Gi 丛 由 G 中 全 部 阶 为 p; 的 方 
等 的 元 素 所 组 成 . 
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令 互 = G1…Gs. 因为 G; 中 的 元 素 的 阶 为 p, 的 方 售 ， 而 子 群 
6 GG Gs 
中 元 素 的 阶 为 p?… pi Pi …p5* 的 因子 (由 只 定理 6 前 的 引 理 ) 所 以 ， 
GiNGiG 1G Gy = {e), 1=1,.,5. 
由 定理 19 及 上 面 的 讨论 可 知 
HA¥GO.…BGs, 
因 之 ，| 惠 | =p? …p”* = |G|. 这 就 说 明了 
H=G, GG B00Gs. 


换 名 话说， 我 们 证 明了 ， 任意 一 个 有 限 的 交换 群 者 可 以 分 解 成 一 些 p- 群 的 直 
和 . 当然 ， 有 时 交换 p 群 还 可 分 解 ， 以 后 我 们 将 证 明 ， 一 个 六 群 不 可 分 解 的 充 
分 必要 条 件 是 它 是 循环 群 . 
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在 狂 中 我 们 应 用 递 降 子 群 列 刻画 了 有 限 可 解 群 . 在 这 一 节 我 们 将 指出 ， 弟 
隆子 群 列 对 于 刻画 一 般 有 限 群 的 结构 也 是 一 重要 的 工具 ， 下 面 将 证 明 的 着 尔 当 
- 赫 德 尔 (Jordan-Hslder) 定理 正 说 明了 这 一 点 . 

定义 5 如 果 一 个 群 G 的 任 一 个 有 限 递 笑 子 群 询 


GCC=GCo>G>…>Gr={el (1) 


满足 ， 每 个 G, 是 其 前 一 个 Gi_1 的 正规 子 群 ， 则 (1) 称 为 G 的 一 个 次 正规 子 
群 列 .(1) 的 商 群 组 


Gof/G1, G1 /G2 Gr-ifGr Gri (2) 


称 为 (1) 的 因子 类 组 . 

如 果 一 个 次 正规 子 群 列 (1) 的 每 个 因子 群 Gi_1/Gi 都 是 单 群 ， 则 (1) 称 为 
一 个 合成 群 列 . 

在 上 述 定义 中 “次 * 的 意义 是 并 不 要 求 每 个 子 群 C; 为 G 的 正规 子 群 . 

在 (1) 中 可 能 有 重复 的 项 出 现 ， 也 就 是 在 (2) 中 可 能 有 单位 元 群 即 {e} 出 
现 . (2) 中 非 单位 元 的 因子 群 的 个 数 称 为 (1) 的 长 度 . 
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单 群 G 显然 只 有 一 个 次 正规 子 群 列 G > {e}, 它 也 是 唯一 的 合成 群 列 ， 如 
果 G 不 是 单 群 ， 则 它 译 少 有 两 个 次 正规 子 群 列 . 但 是 一 般 的 群 则 不 一 定 有 合成 
群 列 . 

我 们 首先 指出 ， 每 个 有 限 群 G 至 少 有 一 个 合成 群 列 . 设 (1) 是 C 的 一 个 无 
重复 的 次 正规 子 群 列 ， (1) 的 长 度 ? 显然 不 超过 G 的 阶 . 因此 不 妨 设 (1) 是 G 
的 一 个 无 重复 的 具有 最 大 长 度 的 次 正规 子 群 列 ， 我 们 用 反 证 法 来 证 明 它 是 一 个 
”合成 群 询 , 假若 有 某 个 因子 群 Gi/Gw+1 = GG 不 是 单 群 ， 于 是 Gi 有 一 个 非 平 凡 

的 正规 子 群 去. 根据 $1 群 同 态 定理 ， 在 Gi 与 Gi+i 之 间 存 在 一 个 子 群 豆 使 得 


GibHE Gi 


而 且 
H/Gin eH, 


然后 在 (1) 中 插入 一 项 五 使 得 
G=Go0>-.…>G> H> Gi >..> Gr = {e}, 


这 是 G 的 一 个 无 重复 的 次 正规 子 群 列 . 但 是 它 的 长 度 等 于 r+ 十 1. 这 与 (1) 为 最 
大 长 度 的 假设 矛盾 ， 所 以 每 个 因子 群 G,/Giri 是 单 群 ， 从 而 (1) 是 一 个 合成 群 
列 . 

我 们 实际 上 是 证 明了 ， 只 要 某 一 因子 群 Ci/Gi+1l 不 是 单 群 ， 那 么 在 Gi 与 
Gi ; 之 间 就 可 以 插入 一 个 子 群 H 使 次 正规 子 群 列 的 长 度 增 加 ， 因 此 , 合成 群 
列 也 就 是 不 能 再 插入 (真正 地 ) 任何 一 项 的 次 正规 子 群 列 . 

证 明 是 严重 地 依 束 于 群 的 有 限 性 .至 于 无 限 群 ， 一 般 地 就 不 一 定 有 合成 群 
列 ， 如 整数 加 法 群 Z( 读 者 验证 一 下 ). 为 了 保证 合成 群 列 的 存在 ， 对 无 限 群 必须 
加 适当 的 “有 限 ” 条 件 ， 这 在 本 书 中 就 不 讨论 了 . 

在 84 中 我 们 已 经 得 到 如 下 的 结论 : 

1) 每 个 有 限 可 解 群 G 有 一 个 合成 群 列 


G=Gob G1 Db Gr= {e}, 
使 得 每 个 因子 群 Gi;/Gitl 都 是 素数 阶 箱 环 群 ， 反 之 也 成 立 ， 
2) 有 有 限 可 解 群 好 的 任 一 个 合成 群 列 (无 重复 项 }G = Go D> CIP Gr = 


{fe} 的 因子 群 组 
Go/G1G1HG2 Gr /Gr 


不 计 次 序 由 G 本 身 唯 一 决定 ， 与 会 成 群 列 的 选取 无 关 . 
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第 一 条 是 有 限 可 解 群 类 的 特性 ， 用 它 可 以 判别 一 个 有 限 群 是 不 是 可 解 的 . 
而 第 条 则 不 仅 是 有 限 可 和 解 群 所 独 有 的 ， 它 是 一 般 有 限 群 类 的 共性 ， 这 表现 在 
若 尔 当 - 赫 德 尔 定理 有 限 群 G 的 任意 两 个 无 重复 项 的 合成 群 列 有 相同 的 
长 度 ， 而 且 它 们 的 因子 群 姐 在 同 构 意 义 下 不 计 次 序 一 一 相等 . 
证 明 设 
G=Co>Gcc PPG={fel (3) 
和 
G=HPInb..……r H,=1{e} (4) 


是 G 的 两 个 无 重复 项 的 合成 群 列 . 求证 + = * 而 且 它们 的 因子 群 组 


GJ/G1 ,GTAG， (5) 


和 
G/Hi,*, Hse-ifH: (6) 


在 同 构 意义 下 不 计 次 序 一 一 相等 . 证 明 是 天 合成 群 列 的 长 度 作 归 纳 法 . 若 * = 1, 
则 G 为 单 群 .而 单 群 只 有 一 个 合成 群 列 ， 从 而 (3),(4) 相同 ，? = s = 1. 假设 定 
理 对 于 有 一 个 长 度 7 一 1 的 合成 群 列 的 有 限 败 成 立 ， 求 证 对 于 有 一 个 长 度 7 的 
合成 群 列 的 有 限 群 定理 也 成 立 , 

车 Gi = 页, 则 在 (3),(d) 中 去 掉 第 一 项 之 后 , 它们 就 是 同一 个 群 G1 = Hi 的 
合成 群 列 , 而 且 它 们 的 长 度 分 别 为 -1 和 s 一 1. 根据 归纳 法 假设 得 7 一 1 = s 一 1， 
从 而 + = s, 而 且 在 (5),(6) 中 去 掉头 一 项 之 后 的 因子 群 组 不 计 次 序 一 一 相等 ， 因 
而 (5),(6) 也 一 一 相等 . 其 次 考 莫 一 般 情 况 ， 设 G: 关 下 ,我 们 利用 $1 群 同 态 定 
理 ， 将 一 般 情 况 归结 为 上 面 的 情况 ， 从 而 证 明 本 定理 . 由 于 G/G 和 GY 于 者 
是 非 平凡 单 群 ， 因 而 G1 和 本 都 是 G 的 极 大 正规 子 群 

又 因 Gi 关 Hi, 可 敌 Gi 所 2D 人 Gi 本 ,但 人 -本 关 Gy,Hi. 从 而 


G = G1 Hi 
令 Gin 已 = Na. 根据 $1 同 态 定理 有 
GIG SE Fi/ Na, GH ¥ GN?. (7) 


任意 取 定 No 的 一 个 无 重复 的 合成 群 列 Na > Na PP Ns 二 fe}, 用 它 作出 G 
的 两 个 新 的 无 重复 的 合成 群 列 


G=G0ob GP Nb:..b N= {el (8) 


90 第 二 章 群 


和 
G=Hop Hib Nb N= {e}. (9) 


然后 比较 {3) 和 (8), 由 于 第 二 项 相同 ， 于 是 可 归结 为 上 面 的 情况 ， 从 而 7 = 
因而 因子 群 组 
G/G1, G/N2y Naf Na Nt-i/N: (10) 


和 (5) 不 计 次 序 一 一 相等 . 再 比较 (4) 和 (9), 第 二 项 也 相同 , 于 是 又 归结 为 上 -而 
的 情况 ， 从 而 s = 上 = 7 而且 因 子 群 组 


GfHi, HifNa, Nef Na Neuf Ne (11) 


和 (6) 不 计 次 序 一 一 相等 ， 由 (7) 可 知 ， (10) 和 (11) 不 计 次 序 一 一 相等 ， 所 以 
因子 群 组 (5) 和 (6) 不 计 次 序 也 一 一 相等 . 这 就 证 明了 ,定理 对 于 有 一 个 长 度 ? 
的 合成 群 列 的 有 限 群 也 成 立 ， 由 归纳 法 可 知 ， 定 理 对 任意 有 限 群 成 立 ， 。“ 口 

若 尔 当 - 赫 德 尔 定理 告诉 我 们 ， 一 个 有 限 群 G 的 任 一 合成 群 列 的 因子 群 
组 (不 计 次 序 ) 在 同 构 意义 下 是 由 G 唯一 决定 的 ， 与 合成 群 列 的 选取 无 关 ， 因 
而 这 个 因子 群 组 也 称 为 群 G 的 因子 群 组 ， 它 由 一 组 非 平凡 的 单 群 组 成 人 们 旧 
然 要 提出 它 的 反问 题 ， 就 是 预先 给 定 一 组 有 限 单 群 5 = {51,…,5"], 问 以 9 为 
因子 群 组 的 有 限 群 有 多 少 种 不 同 构 的 类 型 ? 当 > = 1 时 ， 显 然 只 有 一 种 ， 就 是 
Ge 91. 当 r > 2 时 ,这 个 问题 就 变 得 非常 困难 . 一 般 说 来 ， 它 可 以 归结 为 如 下 
的 问题 ， 任 意 给 定 两 个 群 了 和 N, 试 构造 出 所 有 不 同 构 的 群 G 使 得 N 为 G 的 
正规 子 群 而 且 商 群 

G/HEH. 


这 就 是 所 谓 的 群 扩张 问题 、 群 扩张 是 群 论 中 的 一 个 重要 的 理论 ， 它 超出 本 书 讨 
论 的 范围 . 


3810 ” 么 半 群 


现在 我 们 来 介绍 一 个 比 群 更 广 一 点 的 层 念 ， 即 么 半 群 、 它 虽然 内 容 没 有 群 
那样 丰富 ， 能 得 到 的 结果 也 不 像 群 那样 深刻 ， 但 是 它 确实 概括 了 不 少 重要 的 对 
象 ， 在 理论 与 实际 中 有 不 少 应 用 ， 因 之 建立 这 个 概念 并 讨论 它 的 一 些 基 本 性 质 
是 有 必要 的 . 

定义 6 设 9 是 一 非 空 集合 , 如 果 在 9 上 定义 了 一 个 二 元 运算 , 记 为 9 ( 读 
作 屁 法 ), 它 适合 条 件 : 

1) albc) = (ab)ec (结合 律 ), a,b,c € 5， 
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2) 在 S 中 有 一 元 素 e 具有 性 质 
ea 二 ae 二 Qa， 对 所 有 的 a € 5; 


那么 5 就 称 为 一 么 半 群 

当然 ， 如 果 把 二 元 运算 记 为 a 十 5, 那么 就 读 成 加 法 ， 这 是 无 关 紧要 的 ， 显 
然 ， 所 有 的 群 都 是 么 半 群 . 王 面 来 看 几 个 例子 ， 

例 1 设 R 足 一 个 勾 环 ， 于 是 尺 的 元 素 对 寺 乘 法 就 成 一 个 么 半 群 ， 

例 2 全 体 非 负 整 数 对 二 加 法 成 一 么 半 群 ;全 体 正 整 效 对 了 乘法 成 一 么 半 
群 . 

例 3 设 扎 是 任意 一 个 非 空 集 ， MI(XY) 是 六 的 全 体 到 和 白 身 的 映射 组 成 的 
集合. MM(X) 对 于 肌 射 的 乘法 显然 成 一 么 半 群 . 

例 4 设立 足 任意 一 个 非 空 集合 ， P(X) 是 的 全 部 子 集合 组 成 的 集合 . 
P( 了 ) 对 于 集合 并 “U" 成 一 么 半 群 ， P(X) 对 于 集合 父 条 ”也 成 一 么 半 群 , 

例 5 设 G 是 一 个 群 . 在 G 外 任 取 一 个 元 素 0, 定义 0y = 90 = 0 对 所 有 的 
9 EG. 于 是 GUI1{0} 成 一 么 半 群 . 

在 么 半 群 中 , 容易 证 明 ， 适 合 条 件 2) 的 元 素 是 唯一 的 ， 这 个 元 素 称 为 单位 
元 素 . 
如 果 勾 半 群 5 的 运算 进一步 适合 交换 律 , 即 ab = 加 , 那么 S 就 称 为 交换 么 
半 群 . 例 2 与 例 4 中 的 么 半 群 就 足 交 换 的 . 

如 果 Q 是 么 半 群 5 的 一 个 子 集合 ， 具 有 人 性质，1) ee Q，2) Q 对 运算 封 
闭 ， 那 么 @ 就 称 为 5 的 一 个 子 么 半 群 . 么 半 群 M{X) 的 子 么 半 群 称 为 集合 各 
上 的 一 个 变换 么 半 群 . 

如 果 2 是 么 半 群 8 到 么 半 群 8S: 的 一 个 映射 ， 它 适合 荣 件 ， 了 ple) = 
(5’ 中 的 单位 元 素 )，2) etab) = wla)y(b), 那么 就 称 为 5 到 3 的 一 个 同 态 - 
单一 的 ， 瑞 上 的 周 态 称 为 同 构 . 

与 群 的 情况 一 样 ， 可 以 证 明 

定理 20 任意 一 个 么 半 群 S 部 与 集合 9 的 一 个 变换 么 半 群 同 构 , 

证 明 角 给 读者 . 口 

设 o :5 -38' 是 勾 半 群 的 同 态 ， 容 易 证 明 ， ”的 象 p(S) 是 5' 的 子 么 半 
群 . ?2 的 核 

ker(p) = {aeESilpla) =e] 
是 5 的 子 么 半 群 . 

与 群 的 情形 不 辣 ， 我 们 不 容易 刻画 出 什么 样 的 子 乏 半 群 可 以 是 一 个 同 态 的 

核 ， 因 而 ， 为 了 和 弄 清 楚 么 半 群 的 同 态 ， 我 们 需要 采用 另外 的 办 法 . 
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定义 7 设 9 是 一 么 半 群 “~ ”是 定义 在 S 上 的 一 个 等 价 关 系 . 如 果 “~” 
具有 性 质 , 由 a ~b,r ~ 可 以 推 基 ac ~ bd, 邦 么 “~” 称 为 5 的 一 个 同 余 关系 . 
我 们 知道 ， 全 体 非 负 整 数 对 于 加 法 成 一 么 半 群 ， 取 一 正 整 数 m, 定义 


4 三 b (mod m)， 如 果 mlia 一 六， 


显然 这 是 一 个 同 余 关 系 ， 我 们 以 前 讨论 过 ， 在 这 个 同 余 关系 下 ， 全 体 非 负 整数 
被 分 成 mm 个 剩余 类 . 

对 于 一 般 的 么 半 群 ， 因 为 同 余 关 系 是 一 等 价 关系 ， 所 以 可 以 分 成 若干 等 价 
类 ， 在 这 里 称 为 同 余 类 ， 设 4,B 是 任意 两 个 同 余 类 ， ae 4,b E B. 由 定义 可 
知 ， 所 在 的 同 余 类 与 a,8 的 选择 无 关 ， 而 是 由 4,B 决定 的 我 们 把 o6 所 在 
的 同 余 类 定义 为 同 余 类 4 、B 的 乘积 ， 记 为 4B. 对 于 这 样 定义 的 乘法 ， 结 合 
律 是 明显 的 . 如果 E 是 单位 元 素 e 所 在 的 同 余 类 ， 那 么 显然 有 


4 已 = 五 4 = 4， 对 所 有 的 同 余 类 4. 


定义 8 设 9 是 一 么 半 群 ，~ 是 定义 在 3 上 的 一 个 同 佘 关系 .全体 同 余 类 
在 上 面 定义 的 运算 下 所 成 的 么 半 群 称 为 5 对 于 同 余 关系 ~ 的 商 么 半 群 , 记 为 
Sf ~, 

把 么 半 群 的 每 个 元 素 映 到 它 所 在 的 同 余 类 ， 这 显然 是 么 半 群 到 商 双 夺 群 的 
一 个 同 态 ， 这 个 同 态 通常 称 为 自然 同 态 ， 习 然 同 态 是 满 的 ， 这 个 事实 说 明 ， 每 
个 同 祭 关系 都 决定 一 个 同 态 ， 反 过 来 我 们 有 

定理 21 设 p:S 浅 5' 是 色 半 群 9 到 5 的 一 个 同 坊 ,在 5 上 定义 : 


a ~ 当 且 仅 当 pla) = w(b). 


~ 是 一 个 同 余 关系 . 

证 明 留 给 读者 . 口 

以 上 讨论 吉明 ， 么 半 群 上 的 同人 关系 与 同 态 有 紧密 的 联系 ， 单 位 元 素 所 在 
的 同 祭 类 就 是 自然 同 态 的 核 ， 它 是 一 个 子 么 半 群 . 

定理 22 设 ~ 是 定义 在 多半 群 9 上 的 一 个 同 余 关系 ，T :3 一 8/ ~ 十 
自然 同 坊 , 而 :5 小 5 是 名 半 群 S 到 5S' 的 一 个 同 态 ， 如果 当 Qa~b 时 必 有 
(a) 二 wp(b), 闭 么 存在 唯一 的 辐 态 划 : S/ ~ 一 9 使 


VR = Wp. 
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证 明 设 4 是 任意 一 个 同 余 类 . 由 定理 的 条 件 可 知 ， 在 同 态 w 下 ，4 的 元 
素 有 相同 的 象 ， 我们 定义 


#4) = p(a)， 其 中 ae 4. 


显然 ， 必 是 一 个 同 态 ， 而 且 wr = 2 且 因 r 是 满 同 态 ， 所 以 适合 这 个 条 件 的 六 
是 唯一 的 . 口 

最 后 我 们 指出 ， 如 果 在 么 半 群 的 定义 中 不 上 费 求 有 单位 元 素 ， 换 钊 话说 ， 对 
运算 只 要 求 结合 律 ， 那 么 这 样 的 代数 结构 通常 称 为 半 群 , 对 此 我 们 不 打算 作 过 
多 的 讨论 . 


$11 自由 么 半 群 与 自由 群 


作为 本 章 的 结束 ， 我 们 来 介绍 一 下 自由 么 半 群 与 请 由 群 这 两 个 概念 . 它们 
不 但 在 群 沦 中 ， 而 且 在 其 它 的 数学 分 支 中 都 有 重要 的 应 用 . 

设 并 是 一 非 空 集合 , 为 了 说 起 来 简单 一 些 , 我 们 总 限制 关 是 有 限 集合 ， 
者 不 难看 出 ， 所 有 的 讨论 都 很 容易 椎 广 到 任意 集合 的 情形 .为 为 了 确定 起 见 ， 


X= |alyaz，……:an}. 
任意 一 个 有 限 长 的 序 询 
TIT2'* Ti, 其 中 Tl Ta € 及 ， 


称 为 一 个 字 . 如 aiaaalias,alalasala2 等 都 是 字 ， 在 序列 中 我 们 允许 长 度 为 零 的 
情形 . 就 是 所 谓 空 字 ， 记 为 A. 由 集合 X 中 的 元 素 组 成 的 字 的 全 体 记 为 和 .在 
六 上， 把 两 个 字 的 串 连 定义 为 乘法 ， 即 


(的 


结合 律 是 明显 的 ， 而 空 字 就 是 单位 元 素 ， X 在 这 个 运算 下 成 一 么 半 群 

么 半 群 叉 称 为 由 集合 尽 生成 的 自由 么 半 作 ， 

自由 乏 半 群 的 一 个 重要 性 质 是 

定理 23 设 不 是 一 有 限 非 空 集合 ，S 是 一 个 么 半 群 . 对 于 任意 一 个 映射 
六 :和 9 都 存在 唯一 的 同 态 户 :X- 8 使 


of(zj= jz)， 对 所 有 的 了 和 部 . 
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证 明 定义 p:X- 3 为 : 


oh) = 二 e, 6 为 5 的 单位 元 素 ， 
PlT1 TL1) 二 所 zz) 


这 就 是 所 要 的 同 态 ， 唯 一 性 是 显然 的 . 品 

为 什么 中 的 元 素 要 叫做 字 呢 ?假如 集合 X 是 由 26 个 拉丁 字母 组 成 的 集 
合 ， 那么 任意 一 个 黄 文字 都 是 羡 中 的 一 个 元 素 . 这 就 是 字 文 个 名 称 的 由 来 . 候 
如 X 中 除 26 个 字母 外 ，。 再 添 进 一 个 符号 来 表示 字 与 字 之 问 的 空格 ， 璧 如 说 ， 
“#”, 那么 英文 中 的 一 个 句子 也 可 以 看 作 这 个 扩大 了 的 集合 上 的 字 ， 基 于 这 个 来 
源 ， 集 合 X 有 时 称 为 字母 表 . 当然 ， 对 于 任何 一 种 语言 ， 不 论 形式 的 还 是 自然 
的 ,给 了 一 个 字母 表 X, 并 不 是 六 中 每 个 元 素 都 是 语言 中 有 意义 的 字 ， 有 意义 
的 字 不 过 是 的 一 个 子 集合 . 尽管 如 此 ， 当 由 么 半 群 仍然 是 研究 语言 的 形式 结 
构 的 很 好 的 工具 . 

在 自由 乏 半 群 的 基础 上 ， 我 们 来 定义 自由 群 ， 仍然 令 X 为 一 有 限 非 空 集 
J 


么 三 {a pan]}， n> lL: 
我 们 引入 一 个 与 X 一 一 对 应 但 与 XX 无 公共 元 素 的 集合 . 
XK = {01 oo 


作 它 们 的 并 集 
X*"=XUX', 


考虑 由 区 * 生成 的 自由 么 半 群 X" 

区 * 中 两 个 字 wu 称 为 相 邻 ， 如 果 有 9,h EX",a: E XX 使 wi 与 ws 中 有 
一 个 是 gasath 而 另 一 个 是 gh, 或 者 一 个 是 gaiaih, 而 另 一 个 是 gh. 

XX" 中 两 个 字 un tw 称 为 等 价 的 ， 记 为 


WL ~ Wa, 


如 果 在 XX 中 有 一 串 字 ,ww，,…, tt 适合 条 件 

1) v5 与 w+1 相 邻 ， 了 = 一 了 

2) vi = wi,W = Wa. 

容易 证 明 ，“w! ~ wz” 是 一 等 价 关 系 ， 而 且 是 一 同 余 关 系 (读者 仔细 验证 
一 下 ). 作 商 么 半 群 六 | ~, X* / ~ 实际 上 是 一 个 群 . 为 了 证 明 X* / ~ 是 一 个 
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群 ， 只 要 证 明 其 中 的 每 个 元 素 都 有 逆 . 设 4 EX* / ~, 和 而 ziza zi E 4. 对 于 每 
个 了 ES 我 们 规定 
二 |】 如 果 z=ay， 

Qi， 如 果 z = a, 


于 是 在 X* / ~ 中 取 包 含 字 


的 同 余 类 B. 显然 
Ti EL ~ A 

因 之 在 X* /和 ~ 中 ，B=A4-l. 

定义 9 群 芒 * /~ 称 为 由 集合 全 生成 的 自由 群 , 记 为 F(X). 

A* 中 的 字 ww 称 为 可 约 的 , 如 果 有 g,h EX*,ai€ 半 使 

全 一 gaid 克 或 划一 gaiasp 

否则 称 为 不 可 约 的 

容易 证 明 ， 在 每 一 同 余 类 中 一 定 存 在 一 个 不 可 约 的 字 (对 字 的 长 度 作 归纳 
法 ). 事实 上 上 ， 我 们 还 可 以 证 明 ， 每 个 同 余 类 中 ， 不 可 约 字 是 唯一 的 . 这 个 结论 
直观 上 是 明显 的 ， 可 是 证 明 起 来 却 不 是 一 两 句 话 能 说 清楚 的 ， 因 之 在 这 里 就 不 
谈 了 ， 这 就 是 说 ， F(X) 中 的 元 素 全 可 以 用 不 可 约 的 字 来 代表 ， 这 个 表示 是 唯 
一 的 . 在 F(X) 中 ， 显 然 有 


当 处 含有 一 个 元 素 ， 即 X = {fal 时 ， F(X) 就 是 前 面谈 到 过 的 无 限 循环 
群 . 

自由 群 的 一 个 重要 性 质 是 ， 

定理 24 设 号 是 一 非 空 有 限 集 合 ， G 是 一 个 群 ， 对 于 任意 一 个 映 封 三 : 
革 二 G 都 存在 唯一 的 同 坟 :下 (XX} 一 G 使 


tb(z) 二 f(zZ}， 对 所 有 的 EE 大 ， 
证 明 令 让 二 {Q1,.… ,an}, 对 于 集合 XX 药 元 素 ， 我 们 定义 : 
fla) = Fa) 1 t= 1,.…,n, 
于 是 我 们 得 到 一 个 映射 /: X* -> G. 由 定理 23, 存在 一 个 同 态 p:X* 一 G. 由 f 
的 定义 可 知 ， 如 果 wi ~ w2, 那么 p(w1) = yp(w2). 再 根据 上 一 节 的 定理 22. 存在 
一 个 阿 态 _ 
vy FX) = /~ GG. 
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这 就 是 我 们 所 要 的 同 态 . 因为 F(X) 是 由 元 素 a1,… ,an( 看 作 F(X) 的 元 素 ) 生 
成 的 ， Ww(ai) pe 下 ai， ?二 De “好 所 以 ， 和 在 F(X) 上 的 作用 是 唯一 决定 的 . 
局 

推论 任何 一 个 育 限 生 成 的 群 都 同 构 于 一 自由 群 的 商 群 . 

证 明 设 G 是 一 有 限 生成 的 群 ，g1,… ,yn 是 G 的 一 组 生成 元 . 取 一 个 含 
nn 个 元 素 的 集合 ， 

下 一 Ta 六 aa 上 
定义 了 :下 一 为 
flai) = 9 i= 1,,n. 
由 定理 24, 有 一 个 同 态 


yi FXG 
使 
ba) 二 页， 二 
由 显然 是 一 满 同 态 . 令 ker(%) = N, 于 是 巾 同 态 基 本 定理 
GF(X)N. OO 


正规 子 群 N 对 干 群 G 的 意义 是 什么 呢 ? NN 中 的 元 素 都 可 以 用 符号 a1,… ,an 
及 它们 的 道 a7!,.…,az! 组 成 的 不 可 约 字 来 表示 , 字 w 属于 N 就 说 明 ， 把 
0 加 分 别 代替 a1,…,an, 它 在 G 中 就 等 于 单位 元 素 因而 


Ww 二 € 


实际 上 是 刻画 G 的 生成 元 91,…,gn 之 间 的 一 个 关系 ， 因 而 ， 正 规 子 群 N 表示 
了 G 的 生成 元 之 间 的 一 切 关 系 . 

在 任意 一 个 群 G 中 ， 取 -- 子 集合 4 C G, 因为 任意 多 个 包含 4 的 正规 子 群 
的 交还 是 一 个 包含 4 的 正规 子 群 ， 所 以 一 定 存在 一 个 最 小 的 包含 4 的 正规 子 群 
( 即 所 有 的 包含 4 的 正规 子 群 之 交 )N. 这 个 正规 子 群 N 称 为 由 4 所 生成 的 ( 注 
意 与 4 生成 的 子 群 的 差别 }、 如 果 一 个 正规 子 群 N 可 以 被 一 个 有 限 集合 生成 ， 
那么 Y 就 称 为 有 限 生成 的 ， 而 这 个 有 限 集合 的 元 素 就 称 为 一 组 生成 元 . 

我 们 知道 任意 一 个 有 限 生 成 的 群 G 部 辐 构 于 一 个 自由 群 的 商 群 ， 即 

G & FLIX/N, 


如 果 在 F(X) 中 是 有 限 生成 的 ,那么 我 们 就 说 群 G 是 可 以 有 限 表 现 的 . 在 这 
个 情况 ， 设 ww,… ,ws 是 N 的 一 组 生成 元 ， 于 是 


Wi = E,W =e 
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就 称 为 群 G 的 生成 元 a1,… ,an 的 一 组 生成 关系 . 
以 前 我 们 说 过 ， 二 面体 群 D。 由 ab 两 个 元 素 生 成 ， 其 中 


ar=1, P=1, biab=a-l. 
这 三 个 式 子 就 是 现在 所 请 的 生成 关系 . 换 成 现在 语言 ， 取 关 = {a 站, 于 是 
Dn F(X/N, 


其 中 六 是 由 oa”?, 好 ,571aba 生成 的 止 规 子 群 . 


习 题 


1. 设 G 为 一 有 限 群 ，N < G, |N| 与 GAN| 互 袁 . 如 果 元 素 a 的 阶 束 除 |N|, 则 a € N. 
2. 设 c 为 群 @ 中 一 个 阶 为 rs 的 元 素 ， 其 中 (r,s) = 1, 证明 e 可 以 表示 成 c= ab 其 

中 a 的 阶 为 ", 5 的 阶 为 s, 且 a,b 都 是 c 的 方 知 . 

、 如 果 群 G 中 元 素 a 的 阶 与 正 整 数 上 互 束 ， 则 方程 2* = a 在 4) 内 恰 有 一 解 . 

证 明 在 “- 群 中 ， 元 索 ob 与 ba 有 相 回 的 阶 . 

. 设 a> 2. 证 明 有 限 群 G 中 阶 为 n 的 元 素 的 个 数 是 偶数 . 

当 n> 2 时， 证 明 2Z(Sn) = {e}. 

.证 明 有 理 数 加 法 群 Q; 的 任 一 有 限 生成 的 子 群 是 循环 群 . 

8， 设 @ 是 一 个 有 限 生 成 的 交换 群 ， 如 果 G 的 每 个 生成 元 是 有 限 阶 元 索 ， 则 G 是 有 限 


~ 


群 ， 

“9. 设 G 为 一 脱 ， 代表 正 整数 . 今 G* = {o ic s G}. 证 明 G 是 一 循环 群 的 充分 
必要 条 件 是 G 的 每 个 子 群 都 是 G* 这 样 的 集合 . 

10， 证 明 S。 由 nn 一 1 个 对 换 (12), (13),…, (1n) 生成 ， Sn 也 可 由 % 一 1 个 对 换 
(12), (23),… ,人 nn 一 1n) 生成 . 

11. 证 明 S 由 (12) 与 (12…n) 生成 ， 

12， 当 n> 2, 证 明 4 由 (123) 与 (12.…n) 生成 (在 n 为 奇数 的 情形 ),A4n 由 (123) 
与 (23-…n) 生成 {在 n 为 偶数 的 情形 ). 

13. 设 o = (12.…n), 证 明 o 在 5% 内 的 中 心 化 子 是 (0), 并 证 明 a 在 Sn 中 的 共 辆 类 
包含 (n 一 3 个 元 素 . 

14、 在 Ss 中 确定 每 个 共 轮 类 的 .个 代表 及 每 个 共 斩 类 包含 元 素 的 个 数 ， 由 此 证 明 5s 
只 有 三 个 正规 子 群 ， 即 {e}, 45,55- 

15， 设 丘 , 甩 ; 是 群 G 的 子 群 ， 且 它们 的 交 包含 G 的 个 正规 子 群 N. 证 明 在 G/N 
内 有 

HifN NH2fN & (Hi NN Ha)fN. 

16， 设 耳 , H2 是 群 G 的 两 个 子 群 ， 证 明 印 Hz 的 任 - 左 陪 集 是 五 | 的 -个 左 障 集 

与 印 的 一 个 左 陪 集 的 奖 ， 
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17. 设 互 是 加 的 一 个 子 群 ， 吾 在 G 中 全 体 左 ( 右 ) 陪 集 的 个 数 称 为 吾 在 @G 中 的 指 


数 , 记 为 


[G : HI. 


证 明 ， 如 果子 群 Hi, 2 在 G 中 的 指数 都 有 限 ， 则 五 ; mn Hz 的 指数 也 有 限 . 


18. 设 G 为 一 有 限 群 ， 瑟 < G, 且 {G: 五 二 n>1. 证 明 G 必 合 有 一 指数 整除 nl 的 


非 平凡 正规 子 群 或 者 G 同 构 于 Sn 的 “个 子 群 . 


规 . 


19， 设 如 为 一 有 限 群 ，p 为 |G| 的 最 小 素 因 子 ， 证 明 指数 为 p 的 子 群 (如 存在) 必 正 


20. 证明 p2 阶 的 群 (p 为 索 数 ) 必 交 换 ， 这 样 的 群 只 有 了 两 种 不 同 构 的 类 型 . 
21， 证 明 任 - - 非 交换 的 6 阶 群 同 构 于 53. 

22， 定 出 全 部 互 不 同 构 的 15 阶 群 . 

23， 定 出 全 部 互 不 同 构 的 10 阶 群 . 

24， 设 p,9 为 不 同 的 素数 ， 证 明 不 存在 阶 为 pg 的 单 群 ， 

25， 设 p,q 为 不 同 的 索 数 ， 证 明 2P29 阶 群 必 包 含 一 个 正规 的 西 罗 子 群 . 

26， 举 出 两 个 有 限 的 非 交 换 群 C, 分 别 适合 

(i) qa? =e, 对 所 有 的 ae Ci 

(让) a! = e, 对 所 有 的 ee G. 

27. 设 有 HK < GasEG, 子 集 台 HaK 称 为 子 群 耳 ,K 的 -个 双 陪 集 . 证 明 


IHaK|=|HI[K :a ' HanN Kl]. 


28， 如 果 有 限 群 G 有 一 -个 非 平凡 的 循环 的 西 罗 2- 子 群 , 则 G 有 一 个 指数 为 2 的 子 群 
(提示 : 在 G 的 正则 表示 下 ， 循 坏 西 罗 2- 子 群 的 生成 元 对 应 于 G 上 上 的 奇 凡 换 . ) 

29. 设 G 为 有 限 群 ，4,B 是 避 的 两 个 非 空子 集合 ,如果 |4|+| 相 > |G 则 43= C， 
30， 设 瑟 是 有 限 群 G 的 一 个 非 平凡 的 子 群 ， 泪 明 


GugHg- gE€G. 


31， 决 定 54 的 西 罗 2- 子 群 和 是 罗 3- 子 群 . 
32， 证 明 不 存在 阶 为 56 或 148 的 单 群 . 
33， 设 妇 为 一 有 限 狼 ，N 4 G, 卫 为 N 的 一 个 丐 罗 子 群 ，T 了 为 P 在 G 中 的 正规 化 


子 . 证 明 G = NT. 


34、 设 G 为 一 有 限 群 ，P 为 G 的 -个 西 罗 户 子 群 ，N < G. 证 明 PNN 是 六 的 一 


个 西 罗 产子 备 ， 同 时 PN/N 是 G/N 的 一 个 西 罗 P- 二 群 . 


GPa 


35. 设 @ 为 -有 限 群 ， 玉 < G,P 了 是 G 的 :个 西 罗 产 子 群 .证 明 有 元 素 ae GG 使 


-1 站 开 是 五 的 一 个 西 罗 祈 子 群 . 
36， 设 p 为 -素数 ，F = 2/pZ, G = GTn(Bz). 具体 写 出 G 的 - :个 西 罗 pp 子 群 ， 算 


出 它 的 阶 并 算出 G 的 全 部 西 罗 于 群 的 个 数 . 
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37. 设 群 G 的 阶 是 mp 为 “素数 . 证明， 若 G 非 交 换 ， 则 
CGO = 2Z1G). 

38. 设 避 为 -… 疡 群 , 即 1G|=p",NN 4G,|N| = 六 证 明 
N < Z(6). 


39， 如 果 G/2{G) 是 循环 群 ， 则 G 交换 . 

40. 证 明 任 一 有 限 群 都 同 构 于 4 的 -个 子 群 ，? 为 一 适当 的 正 整 数 . 

41. 设 G 为 一 群 ，N qdGNnG = {e}. 证 明 N < 2(G). 

42. 证 明 可 解 群 的 子 群 、 商 群 都 是 可 解 群 . 

43. 证 明 阶 为 p?g 的 群 必 可 解 ， 其 中 p, 4 是 不 同 的 素数 . 

44. 证 明 产 群 … 定 是 可 解 群 . 

45. 设 及 ,K 是 群 G 的 正规 子 群 . 如 果 GJH 与 Gj/K 都 可 解 ， 则 G/H NK 也 可 解 . 
46， 如 果 群 G 人 恰 有 两 个 白 问 构 ， 则 G 必 交 换 、 

47. 证 明 阶 > 2 的 有 限 群 至 爷 有 药 个 白 同 构 - 

48、 证 明 四 元 群 耻 = {e;!12)(34),(13)(24),(14)(23)} 的 白 同 构 群 与 $3 同 构 . 
49. 证 明 53 与 $4 部 是 完全 群 . 

50. 设 G 为 - 非 交换 的 单 群 ， 证明 Aut'G) 是 完全 群 . 

“51， 证 明 不 存在 群 G 适合 条 件 


G>5 且 G = 34. 


52， 证 明 : 在 交错 群 4*，mn > 4 中 每 个 3- 轮换 都 可 以 表示 城 - 换 位 子 . 由 此 证 明 
40) 一 4n. 
53， 证 明 54 由 元 素 9,b 生成 ， 而 6,b 适合 


人 2 二 可 一 P，(ob) =e. 
54. 证 明 434 由 元 素 a,b 生成 ， 而 ac.z 适合 
n= =e. (ob) 一 
55， 设 -个 群 G 由 元 素 a,b 咎 成， 而 0,b 适合 
4 二 机 二 1 用 = 要， 的 的 一 o 
证 明 G 为 一 8 阶 群 且 非 交换 ， 它 的 全 部 子 群 都 正规 . 
证 明 群 G 与 四 元 数 乘法 群 


H= {+1, ti, t+tK} 


间 构 . 
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“56. 证 明 阶 小 于 60 的 群 或 者 是 案 数 阶 的 循环 群 或 者 是 可 和 解 群 ; 而 阶 为 60 的 单 群 与 As 
同 构 . 

(提示 :首先 决定 60 阶 单 群 G 的 西 罗 5- 子 群 和 西 罗 3- 子 群 的 个 数 以 及 5 阶 元 和 3 阶 
元 的 个 数 ， 然 后 根据 2 阶 元 和 4 阶 元 的 个 数 央 定西 罗 2- 子 群 的 个 数 . 最 后 用 G 的 元 素 对 西 
罗 2- 子 群 的 集合 {Q@2} 作 变 换 Q2 a824 1!, a € G.) 

“57. 证 明 : 车 群 G 是 有 限 生成 的 ， 则 它 的 指数 有 限 的 子 群 五 也 是 有 限 生成 的 . 

(提示 : 设 G 的 生成 元 为 % (i 二 1,…,n), G 关于 五 的 左 陪 集 代表 为 a (ij = 1,…,m). 
则 az giax G 二 1 让 二 1-… ,Im) 中 属于 五 的 元 素 生成 五 .) 


第 三 章 环 


第 一 章 已 经 介绍 了 环 、 理 想 、 商 环 以 及 环 同 态 等 概念 并 建立 了 环 同 态 基本 
定理 .本章 进一步 给 出 环 的 几 个 重要 的 同 态 定理 并 介绍 几 种 构造 环 的 方法 . 


$1 环 的 同 态 定理 


在 建立 环 同 态 定 理 之 前 ， 先 介绍 理想 的 运算 . 设 旦 ,N 为 环 并 的 子 环 ， 则 
交 HHNN 为 六 的 子 环 . 因为 首先 豆 PN 是 RR 的 一 个 加 法 子 群 而 且 对 乘法 封 
闭 ， 因而 HNMN 是 一 个 子 环 . 如 果 进 一 步 假 设 NN 是 民 的 理想 ， 则 HNN 显然 
是 五 的 理想 . 如 果 豆 和 都 是 斑 的 理想 ， 则 五 mAN 也 是 五 的 理想 . 这 是 因 
为 , 若 a€E HNN,re R, 则 ar,raé€ 理 且 ar,ra € N, 因 而 ar,rae 瑟 NN, 所 以 
上 MN 为 的 理想 . 

环 及 的 子 环 互 与 N 的 和 , 如 群 论 一 样 ， 定 义 为 


H+N={atblne Hbeée nN}. 


有 +N 是 有 的 一 个 加 法 子 群 , 但 不 一 定 是 R 的 子 环 ，( 见 下 面 的 例子 ) 若 还 假定 
N 是 五 的 理想 , 则 吾 + 闪 是 吾 的 一 个 子 环 . 因为 , 对 于 a, E H,b EN,i=1,2 
有 
(ai 十 bi) (a2 十 b2) 一 Gia2 十 G1bo 十 有 m2 十 为 Da， 

其 中 后 三 项 属于 N 而 oz 6 豆 , 从 而 上 式 左 端 属于 吾 + N. 所 以 万 + N 是 一 
个 子 环 

车 五 N 都 是 刀 的 理想 , 则 五 +N 也 是 已 的 理想 . 因为 a€ 本 5E N,r eR 
有 ra+ 引 =ra+ 嘱 E 百 + 六 . 同样 ，(a+br EH+N. 所 以 五 +N 是 的 

例 设 且 为 一 个 数 域 下 上 2 x2 全 甜 阵 环 ， 令 


中 


H,N 部 是 素 的 子 环 ， 但 总 + N 不 是 吾 的 子 环 - 

下 面 是 关于 环 的 几 个 同 态 定理 .它们 和 群 的 同 态 定理 是 平行 的 . 

设 o :五 R' 是 一 个 环 同 态 而 且 是 满 的 ，N 是 它 的 核 ， = 诱导 出 的 了 于 
环 到 R' 的 子 环 的 映射 . 设 五 为 的 一 个 子 环 , 由 群 论 可 知 象 集 o(H) 是 忌 的 
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一 个 加 法 子 群 而 且 对 乘法 封闭 ， 因 而 o( 吾 ) 是 一 个 子 环 . 如 果 五 是 R 的 理想 ， 
则 (五 ) 也 是 R!' 的 理想 . 因为 ， 对 于 me R',a' Eco(8), 存 在 re 如 和 ae 吾 使 
得 olr) = ofo) 二 a'. 于 是 ra =olrjcfla) = olra) € o(H). 同 理 or € o(H). 
所 以 o(H) 是 RB 的 理想 . 

反之 ,，o 又 诱导 出 站 的 子 环 到 所 的 子 环 的 映射 . 设 H' 为 忆 的 一 个 子 环 ， 
由 群 论 可 知 ，H' 在 o 下 的 完全 反 象 (六 ) 是 只 的 一 个 加 法 子 群 而 且 对 乘法 
封 闲 ， 因 而 9~1(H') 是 中 的 子 环 . 而 且 o~1(H') 包含 核 六 如 果 豆 ' 还 是 冰 的 
理想 , 则 co-1(H') 也 是 中 的 理想 ,因为 对 于 7 € R,a€ o 1(H'), 于 是 ola) € 五 ， 
从 而 ora) = ol(rjo(a) € H', 所 以 ra € o~!1(H). 同 理 ，ar E IIL( 百 )， 所 以 
9-1(H') 是 总 的 理想 . 

由 第 二 章 81 可 知 ， 这 两 种 映射 有 如 下 关系 


ol(o(H) =H+N, 
vlo-1(H)) =H'. 


特别 ， 如 果 吾 包含 = 的 核 NN, 则 有 


o'(o(H))=H. 


这 就 证 明了 

定理 1 设 o: 吾 一 吾 是 一 个 满 的 环 同 态 ， 六 是 它 的 核 . 则 e 请 导出 及 的 
一 切 包 含 N 的 子 环 集合 到 RR' 的 一 切 子 环 集合 的 一 个 一 一 对 应 吾 虽 ol( 瑟 )、 而 
且 在 这 个 对 应 下 理想 和 理想 对 应 , 口 

其 次 进一步 考察 在 环 的 满 同 态 c : 尺 一 R' 下 由 对 应 的 理想 得 到 的 商 环 之 问 
的 关系 , 设 且 为 任 一 个 包含 ker(o) = 六 的 刀 的 理想 令 o(H) = HH', 首先 根据 
群 同 态 定理 ， 加 法 群 R/B 和 加 法 群 RR/H' 同 构 ， 而 县 元 :zx 十 召 一 oz) 二 H!’ 
就 是 它们 的 一 个 同 构 映 射 ， 我 们 来 证 明 5 还 保持 冬 法 .因为 


a((a+ H). (b+H)= 7 + H)= oa(ab) +H’ 
=0o(a) :ob) + H'= (o(a)+ H)(o(b) + H') 
=7(a+ H):Tb + H), 
所 以 到 是 一 个 环 同 构 . 干 是 得 到 
定理 2 设 o: 届 一 尽 是 一 个 环 的 满 同 态 ， = ker(o). 日 为 的 任 一 包 
含 R 的 理想 ， 则 0 诱导 出 环 同 构 万 : 哨 / 百 一 o(B)/a( 瑟 ) 使 得 


or + H)= efz) +o(H). 
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车 将 R' 与 RIN 等 同 使 得 olz) = Zz 十 和 N, 则 得 
R/H (RIN)/(HIN), 


而 且 本 :4G 十 是 户 olQ) + olH) 是 它们 的 一 个 同 构 映 射 . 口 

最 后 我 们 来 考察 在 环 同 态 o : R 号 PP 下 具有 同一 个 同 态 象 的 豆 的 一 切 
子 环 之 间 的 关系 . 设 NN = ker(o), 设 豆 为 妨 的 任 一 子 环 . 令 olH) = 吾 
一 方面 o 诱导 出 一 个 满 的 环 同 态 了 H 吕 H', 它 的 核 显 然 等 于 父 瓦 n N, 因而 
H/HNN  H'. 另 一 方面 ,将 下 扩充 ， 作 和 吾 + NN, 它 还 是 RR 的 一 个 子 环 而 
县 ez( 百 +N) = oa(H) = 如 .诱导 出 环 的 满 癌 态 妃 + 六 一 瑟 、 其 核 = 闪 . 因 市 
百 +RAYs 了 下. 最 后 得 到 

定理 3 设 瑟 为 环 民 的 一 个 子 环 ，N 为 只 的 一 个 理想 , 于 是 商 环 HjHNN 
和 商 环 百 + N/N 同 构 

HIHNN < H+ NI/N, 


而 且 上 映射 + mmz+(BnN) 是 吾 +NHAN 到 HIHNN 的 一 个 同 构 映射 . 
口 

注 定理 2 是 环 同 态 基本 定理 的 一 个 推广 ， 在 定理 2 中 取 五 = 入, 即 得 环 
则 态 基本 定理 ， 

例 整数 环 Z 的 任 一 理想 N 首先 是 忆 的 一 个 加 法 子 群 ， 因 而 六 是 由 一 个 
非 负 整 数 ”的 一 切 倍数 9 .n, 9€ Z, 组 成 ， w 可 以 记 成 (n). 现在 来 求 Z 的 任 
意 两 个 理想 (n), (m) 的 和 与 交 ， (nl + (m) 是 由 一 切 整 数 rn + sm (se2) 组 
成 . 由 第 零 章 83 定理 2 可 知 tn)+ (m) 是 由 n,m 的 最 大 公 因 子 4 的 一 切 倍数 组 
成 ， 即 (n) + fm = (有 ). (mt(m) 是 由 n,m 的 一 切 公 倍数 组 成 ， 因 而 是 由,m 
的 最 小 公 倍 数 M 的 一 切 倍数 组 成 ， 即 ({n) n (m)] = (34). 根据 本 节 定 理 3 有 


(na) + Gn} {m) SE (n) fn) 1 (mm, 
即 得 
(四 /Go 兰 nM). 


假设 m,n 不 全 为 》 不 妨 设 n #0, 可 以 数 一 一 下 两 边 商 环 的 元 素 的 个 数 ， 左 

边 有 了 了 二 个 而 右边 有 一 个 . 于 是 他 = 元， 是 dM = mn. 这 表明 ， 定 理 3 重新 

导出 整数 环 的 一 个 事实 两 个 非 负 整 数 内 n 的 积 mn 等 于 它们 的 最 大 公 因 子 4 
和 最 小 公 倍数 M 的 积 . 


104 第 三 章 环 


$2 环 的 直 和 


在 这 一 节 我 们 介绍 环 的 真 和 ， 它 是 和 和 群 的 直 和 相 平 行 的 概念 ， 这 一 节 讨论 
的 环 都 假定 是 有 单位 元 素 丈 ， 即 么 环 ， 以 后 不 再 一 一 声明 ， 么 环 的 非 零 元 素 a 
的 零 次 方 a9 规定 为 1. 

定义 1 设 及 ,…,Rr 为 7 个 环 ， 首先 作 加 法 群 R1,…, RR; 的 直 和 R= 
Ri 人 … 合 忆 , 然后 在 R 中 定义 乘法 如 下 


(al1)-…Qr)、 (本 = (aQ1b1, ,Arbr), 


则 号 成 一 环 ， 它 叫做 环 EI,…, BB 的 直 和 ， 

如 满足 环 的 条 件 ， 读 者 自己 可 以 验证 . RR 的 零 元 素 是 (0,…,0). 若 RR 有 
单位 元 素 ,i 二 1,…,7, 则 如 有 单位 元 素 (11,…,1;). 如 果 RR，… ,及 , 都 是 交 
换 环 ， 则 让 也 是 父 换 环 . 

直 和 中 = Ri 中,… 中 Rr 有? 个子 环 


R= {(0,..7,0.030,.,0) |as € Be}, i = 17,7. 


它们 适合 

1) 每 个 形 是 豆 的 理想 而 有 c Ri 全 Ri; 

2) 吾 = 弄 十 十 再 

3) BN(RI + +B+ + Rr) = (0), i= 1,.…,7, 
其 中 况 表示 在 和 中 去 掉 了 忆 , (0) 表示 零 理 想 ; 

4) 吾 的 元 素 表 成 忆 ,…,R' 的 元 素 的 和 ， 其 表 法 是 唯一 的 ; 

5) 当 i 关 j 时 ， 了 B 的 元 素 与 Ri 的 元 素 相 乘 恒 为 0 记 成 Bi BB = (0). 

2) 至 4) 由 群 的 直 和 知道 是 成 立 的 ， 1) 是 显然 的 . 现 验证 5). 设 a€ Ri,b E 
RR, 由 于 1),ab € Ri,ab € 局, 因而 ab€ BBN BB. 由 3) 得 ab=0. 

与 群 论 定 理 相 平行 的 有 

定理 4 设 环 民 的 子 环 及,…,Rr 适合 

1) 每 个 RR 为 忆 的 理想 ， 

2) R= Rit'+ hr; 

3) RiN(RIt .+R + + Rr) = (0), i= ,er 
则 召 与 环 吾 :……, 责 .的 直 和 同 构 ， 口 

如 果 一 个 环 中 的 子 环 R1,…, Ri 满足 定理 4 的 条 件 , 则 称 瑟 是 有 ,…, Rr 
的 内 直 和 . 基于 定理 4, 在 环 同 构 意 义 下 ， 直 和 与 内 直 和 概念 是 一 件 事物 的 两 个 


方面 . 
定理 4 有 一 种 对 侦 的 形式 ， 在 叙述 这 种 对 偶 形式 之 前 ， 先 引进 几 个 概念 . 


42 环 的 直 和 和 105 


设 卫 和 XN 是 环 RR 的 理想 ， 册 五 的 元 素 和 w 的 元 素 的 积 作成 的 有 限 和 
Saib;, ai En,bhen. 


组 成 的 集合 显然 是 R 的 一 个 理想 ， 这 个 理想 叫做 豆 和 六 的 积 , 记 成 HN. 
互 -N 是 一 个 理想 ， 请 读 考 自己 验证 之 、 读 者 还 可 证 明理 想 的 乘法 对 理想 的 加 
法 满足 分 配 律 : 设 电 , NN,K 为 环 刀 的 理想 ， 则 有 


H-:(N+K)=H-.:N+H.K, 
(N+K}H=N'H+K-:.H. 


如 果 乏 环 忆 的 理想 日,N 满足 吾 + 六 = 吾 , 则 已 叫做 互 素 . 

引 理 设 妃 ,六 ,下 为 么 环 吾 的 理想 ， 则 有 

1} 著 民 为 交换 环 ， 则 从 昌 ,N 互 素 可 推出 竺 式 日 -N= 二 HNN; 

2) 若 吾 与 天 部 和 交互 束 ， 则 百 . 开 也 与 全 互 素 . 

证 明 1) 首先 显然 有 五 .NRC HNN, 证 明 反 包含 也 成 立 . 设 cE HNN. 
由 假设 吾 + NN = 五 , 存在 元 素 a E H,bE N 使 得 a+b = 1 用 < 右 彝 等 式 两 端 
ac 十 名 二 ce 于 是 acE HN. 由 于 下 交换 ， 如 = 所 E 五 N. 因而 cE HN, 即 得 
HNNCHN. FMUH:.N= HNN. 

2) 由 假设 是 + N = R, KK +N = RR. 村 是 存在 元 素 a€ H,b€ K,c,d€EN 
使 得 a+ce=1,5+4=1. 等 式 两 边 分 别 相 乘 得 


1= (a+o(+d) =ab+ (ad+ceb+ cd). 


等 式 右 端 ad, cb,cd 都 属于 NN, 而 ol HK, 因 而 1 属于 HK+N. 由 于 HK+N 

是 的 理想 对 任意 zx€ RZ 二 x.1€EHK+N. 所 以 C HK 二 和 N. 友之 , 显 

然 有 HK + NN CR. 最 后 得 HK + N= RR. 这 表明 HK 与 N 革 素 ， 口 
定理 5 设 么 环 玉 的 理想 Ni …，Nr 两 两 互 素 ， 则 


RININ--ENN SE RIN BB RI/N:. 
而 且 令 0; 表示 自然 司 态 R 二 RR/N,, i 二 4.….T. 则 映射 


a: RoRIV DB...8R/N,. 
Ty g(x) 三 (oi(x), , Or (7)) 


是 一 个 满 同 态 而 且 核 二 NIN 站 Ni;. 
证 明 令 M; = Ni NNiti Nr,i = lf, 于 是 zi + = (Ns + 
Ni)Nae Nr = Ne Na t+ M2 + Ms = (Na + NIN2)N4 Nr, 根据 引 理 
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2) ,Ns 与 NN2 互 素 ， 有 Na 二 NiNo = RR 从 而 得 Mi 十 Mas 十 Ms = Ni NN 
依 此 类 推 最 后 得 Mi +.……+ Mi = 只 因而 存在 元 素 e; € Mi, i = 1,…,r 使 得 
el 十 … 十 er 一 1 于 是 由 于 Mi C Ni, ii 天 六 得 


gi(e;} =0, i#¢F; 
ailei) =1+ Ni, 1j= 1 ,7 


首先 证 明 o 是 满 的 . 任 给 中 的 ?个 元 素 71,…,rr. 作 z = elzl 十 .… 十 erzr, 于 
是 


oifz)=oifeljoilzi] 十 十 or(er)oilzr) 
一 Gu(ezjoilzil = oi (i), 
afz) = (oai(z) ,or(2)) 一 (ai (2 … ,Or (Tr)), 

a o 是 满 的 ， 其 次 证 明 ker(o) = Rn- ni. 显然 Ni NC ker(o). 
， 设 o(x) = 0, 于 是 cifz) = 0 对 所 有 i 从 而 7 € Ni 对 所 有 i 即 x Ee 
EE mA. 这 就 完全 证 明了 定理 . 品 
pi Z 的 同 余 概 念 可 以 推广 到 任意 环 ， 设 入 为 中 的 一 个 理想 .对 于 任 

意 元 素 a,b ER, 若 a 一 bE N, 则 a,8 叫做 模 N 同 余 , 记 作 


a=b {mod N). 


否则 ， a;5 叫做 模 N 非 同 余 , 记 作 a 半 5 (mod N). 关于 模 理想 的 间 余 式 具有 
模 整数 的 同 余 式 的 基本 性 质 ,， RR 的 元 素 按 模 N 分 解 成 一 些 同 余 类 ， 仿 元素 a 
的 同 余 类 记 作 克 表示 商 环 RJN 的 一 个 元 素 ，- 一 个 同 余 方程 


az 三 B (mod N), 


其 中 a 关 0 (mod N),a.be RR, 在 只 内 是 否 有 解 意味 着 方程 9.x = 5 在 商 环 RIN 
内 是 否 有 解 ? 于 是 定理 5 可 以 用 同 余 方 程 组 的 形式 表示 出 来 ， 这 就 是 
定理 6 (中 国 剩余 定理 ) 设 么 环 愉 的 理想 N1,… ,JN; 两 两 互 素 ， 则 对 任意 
绘 定 的 ?个 元 康 轴 ,"…,bb En, 同 余 方程 组 
三 bl (mod NI), 
tb» (mod No»), 


rz 三 b. (mod Nr) 


在 中 内 恒 有 解 .而 且 它 的 解 mod NI mVr 是 唯一 的 , 印 任 两 解 mod NIm mhr 
同 余 . 
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证 明 根据 上 面 的 解释 ， 读 者 不 难 将 定理 5 翻译 成 定理 6 的 形式 . 口 
说 明 定理 5 的 一 个 特殊 情况 值得 提 一 下 ， 就 是 
定理 5 营 么 环 忆 的 理想 NI，…，Nr 两 两 互 素 而 且 Nm 本 = (0), 则 


RSERIN®...@ RIN, 0O 


这 个 定理 和 定理 4 互 为 对 偶 ， 若 乏 环 RR 的 理想 Ni,…, N, 满足 定理 5' 的 
条 件 ， 则 R= An nnNn'…nN，i= ty 满足 定理 4 的 条 件 而 且 
Ri; 宇 RINi. 因而 定理 4 可 导出 定理 久 . 反之 , 若 刀 的 理想 忆 ,…, Ri 满足 定理 
4 的 条 件 ， 则 NN = Rj 十 十 名 十 … 一 忆 ., 4 三 1,…,7, 满足 定理 5' 的 条 件 而 
且 R/N; Ri. 因而 定理 5 导出 定理 4. 

例 整数 环 Z 的 任 一 理想 NN, 车 NN 了 关 人 0),N 了 有 则 N=(n),n>1 将 nn 
.分 解 成 素 因 子 方 肾 的 积 n = pi' … pt* ,ei > 1. 于 是 


(0) = (pi (po) ph). 


根据 本 节 引 理 1). 得 
(7) = (pI NN (pe). 


显然 理想 (pf*),…, (ps") 两 两 互 素 ， 根 据 定理 5, 得 
Z/n) S Zp ) SB SZ/ pr). 


在 这 一 节 中 最 后 介绍 理想 的 生成 元 . 设 R 为 任 一 玖 ，5 为 中 的 任 一 非 空 
子 集 ， 及 中 包含 5 的 一 切 理想 的 交 叫 做 由 5 生成 的 理想 , 记 成 (3), 它 是 包含 
5 的 最 小 理想 ， 就 足 说 ， 若 理想 N 包含 5, 则 N 也 包含 (5). S 叫做 (5) 的 生 
成 元 集 (5) 可 以 有 不 同 的 生成 元 集 . 若 5 是 一 个 有 限 集 {a，…er} 则 (3) 叫 
做 有 限 生 成 的 ， 而 且 (9) 记 作 (al,………,er), 由 一 个 元 生成 的 理想 (o) 叫做 主 理 
想 . 不 难 证 明 ， 主 理想 fo) 是 由 下 鹿 形 状 的 泡 素 


GD TA Ay, TAY, 


其 中 ne Z,x,y € ,的 一 切 有 限 和 组 成 . 

若 RB 为 交换 环 ， 则 主 理 想 (4) 由 形 如 na,za (ne Zz 6 间 的 元 素 的 一 切 
有 限 和 组 成 . 车 中 为 有 单位 元 素 e 的 父 换 环 ， 则 na = {ne)a,ne € R. 因而 主 理 
想 (a) 向 一 切 元 素 ro (ze R) 组 成 .此 时 (q] 也 可 写成 Ra 

最 后 显然 有 (cl ……ar) = (a1) +…… + (ar). 
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83 环 的 反 同 构 


环 不 仅 有 同 构 的 概念 而 且 有 反 同 构 的 概念 ， 反 同 构 概 念 对 一 类 结合 代数 的 
研究 具有 重要 性 ， 在 高 等 代数 中 给 我 们 提供 了 很 好 的 例子 ， 
用 Mn(F) 表示 数 域 尺 上 mm xn 全 矩阵 环 ， 47 表示 矩阵 4 的 转 质 .我 们 
知道 M;(F) 到 白 身 的 转 置 映射 4 47 满足 
(4 十 吾 ) 了 一 47 十 五 7， 
(4.B)IT7 = BT. AT. 


这 个 映射 叫做 M( 梧 ) 的 反 自 同 构 ,把 它 引 伸 到 一 般 环 有 

定义 2 如 果 环 五 到 环 RB 的 一 个 一 一 对 应 e 满足 

1) ola +b) = 0o(a) +o(b), 

2) ola:b)} = a(b) :oa), 
则 og 叫做 请 到 R' 的 一 个 反 同 构 , 而 且说 六 和 部 成 反 同 构 . 当下 三 下 时 ， 
叫做 忆 的 反 自 同 构 . 

若 环 如 和 环 R' 成 反 同 构 而 且 五 交换 ， 则 BR' 也 交换 .此 时 反 同 构 也 是 同 
构 . 

除了 上 述 域 上 全 抢 阵 环 Mn(F) 一 类 例子 外 ， 下 面 举 出 两 个 类 型 的 例子 ， 

例 1 在 第 一 章 已 经 给 出 实数 域 及 上 四 元 数 体 瑟 . 豆 由 下 列 元 素 组 成 : 


GE 一 al 十 QI 二 C2 +asH, 


其 中 ai ER, 1,1,JK 是 昌 对 RR 的 一 基 . 它们 的 运算 规定 如 下 


P=2=K =-1, 1.J=-J:I=K, 
了 .下 二 一 下 .了 = 了 工 下 了 一 一 -下 二 学 


吾 到 自身 的 映射 rc: am 去 = qo 一 Q1 了 一 a2J 一 0aK 是 一 个 一 一 对 应 而 且 保 持 加 
法 .vc 还 是 五 的 一 个 反 自 同 构 . 设 8 = 加 +bi1+ 加 J 十 bsK E 是 . 由 计算 可 知 


QF= .a. 


由 基 的 乘法 表 也 容易 知道 上 式 成 立 . 比如 ,上 式 左 端 带 系数 eta 的 项 为 (el 下 (如 少 ， 
而 上 式 右 端 带 系数 ait 的 项 为 如 J .a1l, 它们 都 等 于 -a1bzK. 所 以 oF=6.r. 
所 以 o 是 五 的 一 个 反 自 同 构 ， 而且 有 0o? =1. 

例 2 四 元 数 体 吕 上 的 2 x 2 矩阵 


4 J ,2,7,6 EH 
Y 5 
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全 体 记 成 Ma( 吾 ), 规定 矩阵 的 加 法 为 对 应 元 素 相 加 ， 吞 阵 的 乘法 规定 为 
48=| a wo a8 + B60’ 
YY 6 YY 丈 ya toy 8 +06 三 
(因为 五 不 交换 ， 4, B 相 乘 时 ， 注 意 4,B 的 元 素 相 乘 的 先后 次 序 ) 用 4 表示 


| 站 
了 0 


47 表示 4 的 转 置 . 于 是 显然 有 4 十 日 = 4 十 妃 . 不 准 验证 下 式 成 立 


(TB -BB . 


因此 M(H) 到 自身 的 映射 rc : 4 -= 下 是 一 个 反 自 同 构 ， 而 且 0? =1. 这 显然 
可 以 推广 到 四 元 数 体 吾 上 x n 全 矩阵 环 M,(H). 
一 个 环 呈 的 自 同 构 和 反 自 同 构 全 体 对 映射 的 合成 为 一 群 ， 记 作 G. 有 R 的 自 
同 构 全 体 Aut(R) 为 G 的 一 个 子 群 读者 自己 证 明 Aut(R) 在 G 内 的 指数 < 2. 
对 任 一 非 交换 环 R, 恒 可 作出 一 个 环 R' 使 得 R' 与 R 成 反 同 构 ， 首先 作 一 
个 集合 PF' = {z'|z € R} 使 得 尽 与 集合 五 成 一 一 对 应 z mm 然后 规定 忆 的 
运算 如 下 
z+ y=(r + 
2 (YT). 


于 是 六 成 一 环 而 且 与 环 RR 成 反 同 构 . 
存在 没有 反 自 同 构 的 非 交 换 环 ， 作 为 习题 ， 请 读者 举 出 这 样 的 例子 . 


$4 ” 球 理 想 和 极 大 理想 


从 这 一 节 起 讨论 的 环 都 假定 是 有 单位 元 素 1 的 交换 环 即 交换 的 么 环 ， 这 一 
节 讨论 两 种 重要 的 理想 , 即 素 理想 和 极 大 理想 . 它们 不 仅 为 我 们 提供 了 一 种 构造 
整 环 和 域 的 方法 ， 而 县 是 研究 交换 代数 的 必要 的 工具 . 设 尺 是 一 个 交换 么 环 ， 
N 为 六 的 一 个 理想 ， 问 N 在 什么 条 件 下 使 得 商 环 R/N 为 一 个 域 或 整 环 ? 

定义 3 设 五 为 一 个 交换 么 环 . 

1) 车 六 的 一 个 理想 己 尖 部 而且 从 .be 已 恒 有 ae 已 或 5EP, 则 己 叫 
做 刁 的 一 个 讲理 想 . 

2) 若 忆 的 一 个 理想 M 天 已 而 且 不 再 存在 理想 4 使 得 MGAGR 则 MM 
叫做 且 的 一 个 极 大 理想 . 
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例 在 整数 环 Z 内 由 素数 p 生成 的 理想 {p) 是 一 个 素 理 想 . 因为 若 a-b € (p)， 
则 zla 六 于 是 下 或 琵 即 ae 人 或 e 四. 显然 (p) 关 Z, 所 以 (是 一 个 素 
理想 . 而 且 (p) 还 是 极 大 理想 . 因为 若 2 有 一 个 理想 (n) 使 得 (p) C tn) CZ, 由 
人 p) C (pn) 可 知 ，nlp. 因为 素数 ，n=1 或 p. 车 n= 二 1, 则 (n)=2Z. 车 nr 二 pp， 
则 (n) = (p). 读者 自己 可 以 证 明 ， 除 由 素数 生成 的 素 理想 外 ， 其 它 非 零 素 理想 
和 极 大 理想 是 不 存在 的 . 

定理 7 设 忆 为 一 个 交 撞 么 环 ， 于 是 

1) 设 o: 虽 RR' 是 环 的 满 辐 态 ，N = ker(0). 则 a 请 导出 呈 的 包 会 入 的 
投 大 理想 各 RR!' 的 家 大 理想 成 一 一 对 应 . 

2) 民 为 一 域 的 芜 要 条 件 是 索 理 想 (D) 为 极 大 理想 . 

，3) 性 的 理想 ML 关 昌 为 极 大 理想 的 充 和 要 条 件 是 RJA 为 一 域 . 

证 明 1) 根据 本 章 81 定理 lc 诱导 出 R 的 包含 N 的 理想 和 Fr' 的 理想 之 
间 的 一 个 一 一 对 应 ， 而 且 显 然 保持 包含 关系 ， 即 R 的 包含 六 的 理想 日 ,K 有 
CK < o(H) C olK). 因此 ，R 的 包含 N 的 极 大 理想 与 R 的 极 大 理想 
一 一 对 应 . 

2) 设 尺 为 一 域 . 若 晶 为 的 任 一 非 堆 理想 ， 则 五 包含 一 个 非 零 元 4， 
由 于 a-! 6 RH 也 包含 4-ia = 1. 从 而 五 包含 玉 的 一 切 元 ， 理 = 了 R. 所 以 
i0) 是 一 个 极 大 理想 .反之 ， 设 (0) 为 极 大 理想 . 设 & 为 8 的 任 一 非 零 元 ， 则 
Ra = {za x € R} 是 电 的 一 个 理想 (因为 R 交换 ), 而 且 Ra 包含 1.4 一 a, 因而 
Ra 2 (00 但 Ra ## (0). 由 于 (0) 为 极 大 ， Ra = 8, 从 而 1€ Ra, 于 是 存在 一 人 
元 beER 使 得 Ba=1.4 在 R 内 可 道 所 以 及 为 一 域 . 

3) 若 MM 为 极 大 ， 根 据 划 , 则 (0) 为 BA 的 一 个 极 大 理想 ， 根 据 2),BYM 
为 一 域 . 反之 ， 若 R/M 为 一 域 ， 则 (0) 为 R/M 的 极 大 理想 ,因而 几 为 的 
极 大 理想 . 口 

定理 8 设 及 为 一 个 交换 么 了 环 ， 则 

1) 只 的 理想 已 藉 刀 为 素 理 想 的 充 要 条 件 是 RR/JP 为 整 环 : 

2) 民 为 整 环 的 充 要 条 件 是 (0) 为 素 理想 ; 

3) 设 0: 卫 履 R' 为 满 的 环 同 坊 NN 二 ker(0), 则 0 请 导出 只 的 包含 必 的 素 
理想 和 RR' 的 素 理 想 成 一 一 对 应 . 

证 明 1) 设 己 为 素 理想 ， 求 证 R/P 为 整 环 . 车 R/P 的 一 对 元 素 ,5 适合 
z.5 二 0, 于 是 .5= 本 二 0, 从 而 ah€ P. 因 PP 为 素 理 想 从 abhEP 卫 得 aE 了 
或 beP 即 5 一 0 或 5=0, 所 以 R/P 为 整 环 . 反之， 设 R/P 为 整 环 ， 求 证 卫 
为 素 理想 . 设 ec.be 已 , 于 是 在 RIP 内 .6=0. 因 了 /P 为 整 环 ， 于 是 = 0 或 
5=0, 即 neEP 吕 或 5E P, 所 以 也 为 素 理想 . 

2) 在 1) 中 令 忆 = (0). 注意 R/(0) 全 且 , 即 得 2). 
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3) 设 忆 为 RR 的 一 个 包含 N 的 素 理想 ， 于 是 RIP 为 整 环 . 根据 本 章 $1 定 
理 2, Rfg(P) 宕 RJP, R'fo(P) 为 整 环 所 以 ol 了 ) 为 素 理想 . 反之 , 若 oz(P) 为 
素 理想 ， 则 同样 根据 本 章 红 定理 2 可 知 o-1(o(P)) = 忆 为 素 理 想 . 品 

出 上 可 知 ， 一 个 交换 么 环 的 每 个 极 大 理想 也 是 素 理想 ， 但 是 素 理想 不 一 定 
是 极 大 理想 ， 极 大 理想 是 否 存 在 ? 

定理 9 设 民 为 一 个 交换 名 环 ， 又 设 aeE 百 是 一 个 非 老夫 元 ， 则 只 至 少 有 
一 个 素 理想 而 且 不 念 @ 的 任何 方 守 am 了 二 小. 

证 明 设 5 为 吾 中 一 切 不 包含 {e"|mne N] 的 理想 集合 ， 首 先 ， 9 非 空 ， 
因为 (0) e S$. 5 按 集 的 包含 关系 为 一 偏 序 集 . 设 {44 |a € 了 } 为 5 的 任 一 个 链 
(I 为 指标 集 ), 令 4 = | 4。. 首先 4 是 一 个 理想 ,因为 对 于 任意 bce 4, 存 

CE 
在 43,. 4.97 [sh 使 得 be As,ce € 4， 因为 {4a le E 7} 是 一 个 链 ， 4p Ay 
有 包含 关系 ， 不 妨 设 As C 4,. 干 是 8~eE Ay,b 一 cE 4 而且 对 任意 TER 
有 z-6E Ag,f'bE A, 所 以 A 为 一 理想 .其 次 证 明 4 不 含 {o"|n € N}. 假 阁 
二 包含 a 的 某 个 方 蠕 a",m > 0 则 a” 和 将 合 于 某 个 4。 中 ，a E 降序 盾 . 所 
以 4€5. 于 是 5S 满足 佐 轧 引 理 的 条 件 ， 根据 佐 轧 引 理 ， S 有 一 个 极 大 元 ， 设 
为 P. 求证 局 为 素 理想 ,假若 忆 非 崇 理想 ， 则 存在 元 素 b,c € 民 使 得 bceE 呈 但 
pgPegP. 令 H=RotPN=RetP. H,N 为 有 的 理想 而 旦 PC Hb# AH, 
因而 P 关 .由 于 PP 为 S 的 极 大 元 , 因而 Hg 5S, 吾 与 {a*|n & N} 有 
交 ， 即 基 个 方 塞 ar 6 吾 ， 同 理 有 某 个 方 村 as 六 .于 是 of EHH.N. 但 
是 百 .W 二 (8 上 + Pi(Bc+P) = Roc -+ RoP+ ReP+ P? CP, 因而 召 -N 与 
fa”|m € N} 又 无 交 , 矛盾 . 所 以 了 是 一 个 素 理想 而 且 与 {a"|m e N} 无 交 ， 
口 

推论 1 一 个 交换 么 环 至 少 有 一 个 极 大 理想 . 

证 明 在 定理 9 中 到 & = 1, 求证 P 为 极 大 理想 ， 设 五 为 五 的 一 个 理想 使 
得 是 2 了 但 理 #P. 由 于 已 为 S 的 一 个 极 大 元 ,因而 吾 &S, 吾 与 位 } 有 交 ， 
即 1€ HH, 于 是 袁 = RR. 所 以 尸 为 极 大 . 品 

推论 2 设 忆 为 一 个 交换 勾 环 ， 则 召 的 全 部 素 理 想 的 交 ， 记 作 ”( 刀 ), 恰好 
由 的 金 部 军 零 元 组 成 ， 

证 明 设 a 为 的 任 一 个 宕 零 元 , 于 是 am =0 对 某 个 m > 0. 对 五 的 每 
个 素 理 想 P, 首先 有 am = 0 E P. 设 7 是 最 小 正 整数 使 得 ore P. 车 > > 1 则 
从 本 一 a-a"”1&g 了 得 a € P 或 or-! Eh, 总 之 与 的 取 法 矛盾 . 所 以 "=1 即 
ac P. 因此 RR 的 每 个 蜂 符 元 居于 7( 妈 . 反之 ， 设 a 为 五 的 任 一 个 非 活 零 元 ， 
根据 定理 9, 存在 及 的 一 个 素 理想 P 使 得 e& P, 因而 a gr(R). 这 就 证 明了 ， 
r() 恰好 由 吾 的 全 部 寡 零 元 组 成 . 0D 
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在 推论 2 中 定义 的 理想 r(R) 叫做 环 的 齐 零 根 . 

由 推论 2 告诉 我 们 这 样 一 个 事实 : 一 个 交换 环 已 的 蜂 零 光 素 全 体 构成 民 
的 一 个 理想 .就 是 说 ， 若 a,5 为 R 的 等 零 元 , 则 a 一 b,cb (c € RR) 都 是 格 零 元 . 
不 过 ， 这 个 种 实 可 以 给 一 个 直接 的 证 明 ， 不 必 从 推论 2 导出 . 

例 整数 环 Z 的 谢 宝 根 是 (0). 任 给 一 个 大 于 1 的 整数 n,n = pf'…P" 为 它 
的 分 解 式 ，ei > 1. 考察 商 环 Zn = Z/(n) 的 席 零 根 . 由 定理 8,3) 可 知 Zn。 的 素 理 
想 都 是 Z 中 包含 (n) 的 家 理想 在 自然 同 态 Z 一 Z 下 的 同 态 象 . 不 难 证 明 ，2Z 中 
包含 (n) 的 素 理想 为 (p1),…, (pr). 因此 Zr 的 素 理想 就 是 (p1)/(n),…, (pr)/(n)- 
它们 的 交 7(Z) = (p/n Npr)/(n) = (Am (pr) fn) = (pi pr)/(n). 
这 个 事实 也 可 以 给 予 一 个 直接 的 证 明 ，, 
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从 竹 数 作出 有 再 数 的 方法 可 以 推广 到 问 环 上 去 . 从 一 个 整 环 出 发 可 以 作 
出 一 个 商城， 即 作出 一 个 婚 包 含 R 又 是 最 小 的 域 

定义 4 设 忆 为 - 整 环 一 个 域 王 叫做 整 环 及 的 商城 ,如果 忆 和 下 满足 

1) 召 是 五 的 一 个 子 环 ; 

2) 下 的 每 个 元 素 6 可 以 表 成 有 的 两 个 元 素 的 商 a =,c 关 0 

从 定义 看 出 ,， 环 RR 交换 而 且 无 零 因子 的 条 件 是 必要 的 一 个 有 零 因子 的 交 
换 环 不 可 能 作为 一 个 域 的 子 环 下 面 按照 作 有 再 数 的 方法 从 一 个 整 环 民 作 出 


的 商 域 . 
设 下 是 一 个 整 环 ， 如 = RR 一 {0}, R* 为 一 个 习 法 么 半 群 。 作 笠 卡 尔 积 


T=RRx R= {(a,9).ae R,b6E R'}. 在 上 定义 一 个 关系 ~: 
(cb ~ (cd 当 且 仅 当 ad = be. 

~ 显然 是 反 身 的 和 对 称 的 ， 而 且 也 是 传递 的 ， 设 
(a,b) ~ (c,d), (c,d) ~ le,f), 


于 是 ad = beicj = de 且 有 adf = bef = bde, 因为 4 关 0 且 五 为 整 环 消去 d 
得 of = be. 所 以 (a 如 ~ (e 月 作 商 集 下 = T/ ~, 含 (a, 昌 的 类 记 作 5. 于 是 


中 商 域 和 分 式 环 113 


S 2 
定义 与 类 的 代表 取 法 无 关 ， 因为, 设计 = 7 也 = 二 则 有 


oe ad+be ad+th adthk ae ec 
pia oa Ta 7 Md ba 
仿 上 可 知 所- = .5. 下 对 加 法 和 乘法 成 一 个 域 . 加 法 和 乘法 的 结合 律 、 交 


律 和 分 配 律 由 读者 自己 去 验证 . 我 们 指出 7 是 下 的 零 元 素 , 简 记 作 0. 一 
为 & 的 负 元 素 ， 2 是 下 的 单位 元 素 , 简 记 作 1. 着 #0, 则 (8) ”= 
其 次 ， 下 包含 一 个 于 环 R= {了 |ae R}. 下 中 元 素 了 可 写成 R 中 元 素 的 商 
和 = 人/ 映射 ay 人 是 丸 到 严 的 一 个 颈 入 , 将 4 与 a。 等同， 及 与 的 于 
环 等 同 ， 则 的 元 素 可 写成 R 中 元 素 的 商 .所 以 下 是 R 的 一 个 商 环 ， 即 得 

定理 10 每 个 整 环 有 一 个 商 域 . 口 

其 次 证 明 商 域 的 唯一 性 . 

定理 11 设 民 为 一 整 环 ， 下 为 它 的 一 个 商 域 . 则 吾 到 一 个 域 FF 的 任 一 个 
单一 同 态 恒 可 以 唯一 地 扩充 成 下 到 F' 的 一 个 单一 同 坊 ， 

证 明 首先 证 明 存在 性 . 设 荆 = {(a, 扩 |a,bE RR,b 关 0}. 定义 映射 E:T 二 六 
如 下 


= 
5 
2 


é(0,6) = Na) 7 一 


若 (@,b) ~ (cD), 则 ad = be, n(a)n(qd) = (Bj)n(o. 从 而 fab) = 5(e.). 反 
之 , 从 E{@, 有 好 二 (cd) 可知 (@ 六 ~ (cc 四 . 因此 《确定 了 商 集 五 =T/~ 到 亚 
的 一 个 单一 映射 7 
六 (全 ) = 00) = no)/nld). 


7 显然 保持 运算 因而 rf 是 下 到 Fr 的 一 个 单一 同 态 而 且 是 7 的 一 个 扩充 . 

其 次 证 明 w 的 唯一 性 , 设 是 一 个 了 在 斑 上 的 任 一 个 扩充 , 求证 六 =. 
对 于 任 一 元 案 zE Fz 可 以 表 成 + 二 24:51,a,b€ R. 于 是 X= 上， 将 六 和 
wr 分 别 作 用 于 等 式 ， 一 方面 从 f(xb) = 了 (ao) 得 了 (7)n(b = (0). 另 一 方面 从 
(2b) = 玉 (a] 得 矿 (Z)9(5) = We), 从 而 太 (z) = (7)( 注 意 n(b) 关 0)， 从 而 
二 7 口 

推论 一 个 整 环 召 的 商 域 在 同 构 意 义 下 是 唯一 的 ， 

证 明 设 下 和 FF 为 的 两 个 商 域 ,根据 定理 11, 存在 一 个 单一 同 态 7 : 
下 Fr 而 且 保 持 R 的 元 索 映 到 白 己 ， 又 因 Fr 是 号 的 商 域 ，F 的 每 个 元 素 
rz' 二 ab-l,a,be RR, 是 下 中 元 素 z=ab-! 在 wr 下 的 象 ,因而 是 满 射 ， 所 以 
XW 是 下 到 下 的 一 个 同 构 而 有 保持 R 的 元 素 不 动 . 口 
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从 整 环 作 出 它 的 商 域 这 种 思想 可 以 从 儿 个 方面 加 以 推广 ， 一 是 放弃 无 专 因 
子 的 条 件 ， 一 是 放弃 交换 条 件 或 者 其 至 两 者 都 放弃 ， 我 们 在 这 里 扼要 地 介绍 前 
一 种 推广 ， 即 局 部 化 方法 ， 它 是 研究 环 的 一 个 侧面 的 方法 ， 有 如 研究 -条 曲线 
在 一 点 的 局 部 行为 . 

设 忆 为 一 个 有 单位 元 素 的 交换 环 ，RR 的 一 个 非 空 子 集 5 叫做 乘 性 子 集 , 如 
果 5 对 乘法 封闭 , 即 若 s1,52 e S. 则 si .sz2 € 9. 五 的 一 个 乘 性 子 集 3 确定 已 的 

-个 理想 入 = {a € RR 存在 se 5 使 得 as = 0}. 首先 ， 六 是 一 个 加 法 子 群 ， 因 
为 对 于 ai,az E ,存在 s1,s2 € 9 使 得 alsl = aasa =0. 于 是 (al 一 o2)s1s2 二 0 
而 且 sisy € 5, 因而 a1 ~- ea €N. 显然 对 任意 ze Rae 交 民有 zae NN. 所 以 
N 是 五 的 一 个 理想 . 

车 5 会 零 元 素 0, 则 N=R. 车 S 不 含 0, 则 和 NNS = 因为 假若 交 mn3 
非 空 ， 取 一 个 ae NN 5, 于 是 存在 一 个 se 5 使 as=0. 但 是 3 乘法 封闭 ， 从 
qsES 有 as 二 0e5, 逆 盾 ， 车 5 不 含 呈 的 零 因子 ， 则 N= {0}. 

定义 5 设 且 为 一 个 交换 么 环 ，5 为 站 的 一 个 乘 性 子 集 ， 六 为 由 3 如 上 
定义 的 R 的 理想 ， 如 果 一 个 有 单位 元 素 上 的 交换 环 BR 满足 下 列 条 件 : 

1) 存在 一 个 环 同 态 o : R 一 R' 使 得 of1) = 1, 而 且 对 任 一 se 3:z(s) 在 
R' 内 有 逆 ; 

2) ker(o) = N; 

3) R' 的 每 个 元 素 z 可 表 成 x =o(q)/o(s), 其 中 ae ,se 5: 

则 Fr 叫 散 且 关 于 乘 性 子 集 S 的 分 式 环 . 以 后 R 记 作 5-!RR. 

若 S 合 零 元 素 ， 则 NN = ,5-!R = {0}. 以 下 假定 5 不 含 专 元 素 . 

定理 12 设 届 为 一 个 交接 勾 环 ，4 为 届 的 任 一 乘 性 子 集 ， 而 且 0g&S. 于 
是 电 关 于 5 的 分 式 环 存在 . 

证 明 设 N 为 由 S 确定 的 吾 的 理想 , 作 及 与 5 的 简 卡 尔 积 T= {(a,s)|a € 
.se 9S}. 在 TT 上 定义 关系 “~” 如 下 


(os) ~ (a 9) © as'— asEN. 


-~" 显然 是 反 身 的 、 对 称 的 . 证 明 它 也 是 传递 的 . 设 (01,81) ~ (42,s2), (a2, 53) ~ 
(a4, 83). 于 是 

89 一 0281 E N, (283 — 4382 € 和， 
于 是 ss(Q1s2 一 4231) + 81(0283 一 a352) = 5s2(Q183 — 4351) EN. 根据 六 的 定义 ， 
存在 一 个 se 5 使 sszfalss - a3s1) = 0. 由 于 9 对 乘法 封闭 ， ssz E 5, 从 而 
ms 一 oaslE YN 所 以 (fa,si)w (as,s3). 商 集 T/ ~ 记 作 S-1R, 包含 (a,s) 的 等 


他 


价 类 记 作 a 可 = “. 于 是 二 = 至 > ol 一 oasl EN, 在 SR 内 定义 加 


2 
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法 和 乘法 : 
A + Qs Qi82 十 G281 
号 1 9 号 1 8 
a .02 _ 和 


81 82 S152 


不 难 验 证 定义 和 灯 的 代表 的 取 法 无 关 ， 而 加 法 和 乘法 满足 环 的 条 个 ， 因而 57'R 


成 一 环 ， 3 = 了 为 地 光 素 ， 简 记 作 0. -= 二 为 单位 元 素 ， 简 记 作 1. 映射 
0 为 cl = 人 显然 而 且 c 是 一 个 环 同 态 ， 决 定 
ker(a), 茎 -=0 < en 而 ass EN 人 所 以 


ker(c) 二 NN, 对 于 9 的 元 素 s. afs) = = 在 S-18 内 有 道 元 二 最 后 9-1R 的 
元 素 > 可 以 表 成 


和 二 = = ofoj .atgs) 上 
这 就 完全 证 明了 请 关 于 线性 子 集 3 的 分 式 环 的 存在 性 . 口 


0 
时 N= 

可 7 是 单一 同 态 的 充 要 条 件 是 六 = ( 久 . 而 六 = (0 的 充 要 条 件 是 9 不 
含 忆 的 过 因子 . 稍 弱 一 点 ， c 限制 在 S 上 为 单 射 的 充 要 每 件 是 在 5S 内 乘法 消 
去 律 成 立 ， 即 从 sf(st — 82) = 0(s, s1, 82 € $), 恒 有 si = s2. 

分 式 环 和 商 域 一 样 有 它 的 通用 性 而 且 在 园 构 意义 下 足 唯 -的 .我 们 在 下 面 
给 出 它 而 不 加 证 明 ， 

定理 13 设 吾 为 一 个 交换 么 环 ， 为 它 的 一 个 琵 性 子 集 . 设 是 民 到 交 
接 名 环 的 一 个 同 术 使 得 7(1) = 1 而且 对 任 一 8 E59,9(3) 在 也 内 有 闻 元 ， 
则 力 可 以 唯一 地 开 托 成 环 同 态 £;5-1B 汪 忆 使 得 分解 成 有 二 E50, 其 中 0g 为 
定理 反 2 的 证 明 所 给 的 标准 同 态 PR 一 S71R. 

推论 交接 稳 环 召 关于 乘 性 子 集 5 的 分 式 环 在 同 构 意 义 下 是 唯一 的 .站 

例 设 p 为 整数 环 忆 的 - -个 素数 ， (pi 为 Z 的 一 个 素 理 想 , 令 3 = (p). 
则 $ 由 所 有 与 p 疆 素 的 整数 组 成 ,因而 3 足 -个 乘 性 子 集 . 此 时 六 = (0), 标准 
同 态 o :2 -3S-!Z 是 单一 的 . 因此 , 可 以 将 整数 4 与 o(a) 等同, 于 是 ZC 3 12， 
整数 a 在 5-!Z 中 有 逆 的 充 要 条 件 是 a 与 p 所 素 ， 3S 1:Z 的 元 素 可 写成 


其 中 r,s € 2Z,(r .8.p) = 1,t 为 非 负 整数 . z 为 5712 的 单位 当 且 仅 当 上 = 由 
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5-1'Z 有 唯一 的 一 个 非 零 素 理 想 即 
P={zp|xe Ss 2Z1. 


S712Z 的 非 零 非 单位 理想 部 是 已 的 某 个 正 整数 寡 Pm > 1. 研究 这 种 分 式 环 
就 等 于 研究 整数 环 的 一 个 局 部 情况 . 


86 ”交换 环 上 的 多 项 式 环 


这 一 节 和 前 两 节 一 样 , 讨论 的 环 只 限于 交换 乏 环 . 若 环 吾 是 环 R' 的 子 环 ， 
则 BF' 称 为 呈 的 扩 环 ， 谈 到 环 RR 的 扩 环 R 时 总 假定 吾 和 R' 有 相同 的 单位 元 
素 ， 本 节 的 目的 是 利用 多 项 式 环 来 研究 有 限 生成 环 的 结构 。 有 限 生成 是 构造 环 
的 一 种 较 普 遍 的 方法 . 

设 及 为 一 个 交换 么 环 ，Fr' 为 R 的 一 个 扩 环 ,交换 而 且 与 RR 有 相同 的 单位 
元 崇 . 在 B' 内 任 取 一 个 元 素 1, 考虑 所 有 形 如 下 询 元 素 


Qa0 + oat a + + anu", Qi E Rn>0. 


的 集合 ， 记 作 Ry. 首先 Ri 是 Pr 的 加 法 子 群 ， 运 用 乘法 交换 律 和 分 配 律 ， 
Bt] 的 元 素 相 乘 可 如 下 进行 


n m n 陆 m+n 
(Se 全 oo = 》 》 obyut’ = 》、 CR ， 

iD 7=0 t=0 7=0 k=0 

其 中 ck = 》， aibj, 尺 = 0,1,…,m 十 n. 因而 Ru 对 乘法 是 封闭 的 ， 所 以 RI 
i 十 7 一 上 

是 FP' 的 一 个 子 环 ， 显然 RRC Riu]| 而 且 wu € RIlul( 因 为 民 与 有 相同 的 单位 元 
素 ).8[ 四 叫做 元 素 4 在 R 上 生成 的 子 环 ， R[w] 的 元 素 叫 笋 在 及 上 的 多 项 
式 .确定 Blu] 的 结构 ， 首 先 要 确定 2 的 两 个 多 项 式 相等 的 条 件 ， 或 者 说 确定 忆 
的 一 个 多 项 式 等 于 零 的 条 件 ， 车 4 的 一 个 多 项 式 oo + au 十 +ant = 二 0, 则 
它 叫 敌 在 R 上 上 的 一 个 代数 关系 . Ru] 的 结构 由 以 在 及 上 的 代数 关系 总 和 来 
决定 ， 为 了 确定 R[u] 的 结构 ， 首 先 作 一 个 R 的 扩 环 使 得 它 包 会 一 个 元 素 z, 它 


在 R 上 只 有 平凡 的 代数 关系 . 
定义 6 设 玉 为 一 个 交换 么 环 . 用 R[[2z]] 表示 一 切 无 限 序列 
(gn) = (aoyal aa Qi € BR, 2 = 0),1,2,...- 


组 成 的 集合 ， 在 E[[zj] 内 定义 + 和 如 下 
(Gn) + (bn) = (an + bn), 
(an}: (bn) = (cn 
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其 中 cn = aobn 十 qibn-! 十 … 十 anbo = - obj. 于 是 RI[z]] 成 一 环 ， 叫 做 R 


i+ j= 


上 的 一 元 形式 医 级 数 环 . 验证 R[[2]] 是 一 个 环 ， 作 为 练习 留 给 读者 . 
如 fiz]] 是 一 个 有 单位 元 素 1 = (1.0,…,) 的 交换 环 . 它 包 含 R = {(a0,0,.…)|uo € 
RR} 作为 子 丈 。 RR 与 Bo 同 构 ， 此 向 构 由 ao 路 (a0.0,0,…) 给 出 . 将 ao 与 
(ao,0,0,…-) 等 同 , 于 是 R 为 RI[z]] 的 子 环 , 而 且 a (an) = (aaoyaai ae 瑟 . 
定义 了 在 RI[z]] 中 取 z= (0.1,0,0,…). 于 是 xz 在 民 土 生成 的 子 环 RR] 
囊 敌 RR 上 的 一 元 多 项 式 环 . 
对 于 i = 0,1,2,…, 由 计算 可 知 zi = (0,…,0,1,0,…), 其 中 的 1 位 于 第 i+ 
分 其 处 ， 因 而 RIz] 中 每 个 元 素 可 表 成 


Qo 十 Ql 十"… 十 Qnr” 一 (ao al ns O00, ~). 


由 此 可 知 ，w 二 Qt 十 … 十 anz? 三 0 的 充 要 条 件 是 所有 系数 00,41,…, 0 全 为 
0. 从 而 可 知 zx 的 两 个 多 项 式 ao + aiz7 十 … 和 如 十 后 区 十 … 相等 的 充 要 条 件 是 
对 应 系数 一 一 相等 ci = bi,i = 0,1,…. 因此 z 叫做 吾 上 的 一 个 未 定 元 - 以 后 
在 刀 上 的 多 项 式 用 f(z),9(z),h(x) 等 表示 . 

下 面 的 定理 说 明 环 上 由 一 个 元 素 生 成 的 环 总 是 多 项 式 环 的 同 态 象 . 

定理 14 设 v 为 水 民 到 环 5 的 一 个 同 坊 而 且 o(]) 二 1', 这 里 1 是 5 的 单 
位 元 素 ， 则 对 任 一 元 素 UE 5S, 0 性 可 唯一 地 扩充 成 有 R 上 未 完 元 了 的 多 项 式 环 
RIz] 到 5 的 同 态 ou 使 得 oufZ) 三 人 

证 明 对 Flz) = ao 十 Qi7 十 … 十 Qn2* & R[2]. 作 RIz] 到 5 的 映射 cu 


gu(f (x) = ola0) + aaaut .+o(an)u", 


首先 , 这 个 定义 是 合理 的 , 就 是 说 , 从 ftz) = g(x) 不 难 推 出 ou(f(2)) = qul9(7)). 

设 g(x) = Bo 十 Bix 二 +… 十 bmr". 容易 验证 ou(f (7)+9(z)) = ou(f x) + ou lg (7))- 

其 次 验证 cx 也 保持 乘法 . 设 Hz)gtz) 三 0 十 CF 十 …' 十 pH。 其 中 ci = 
> qvbu. 于 是 


vu 二 =? 
ou(f (x) .9(7))=au(ceo 十 GZ 十 … -+ontmz"i™) 


=afeo) + oe)ut +o(cnrm)t 


fi 十 贡 
1 


其 中 cfci) 三 0 | 》， 0 ] 二 》， olar)o tb), 所 以 


7 十 上 一 ?十 Ai 


au(f (7) 5 gz)) culf (7)) ‘aulg(?)), 
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而 且 


Ti 二 CT 和 三 和 三 全 
oufaljl = a(a), a ER. 


所 以 ou 是 o 在 RIz] 上 的 -个 扩充 ,而且 culz) = % au 显然 由 gg 和 了 的 象 唯 
一 决定 ， R[x] 在 cu 下 的 象 为 a(R)lul. 口 

推论 设 5 为 的 一 个 扩 环 且 与 中 有 相同 的 单位 元 素 ， 对 任 一 E56, 在 
在 R[x] 的 一 个 理想 了 使 得 


Ru Rlr)I. EINR= {0}. 


证 明 在 定理 14 中 取 o 为 到 5 的 包含 映射 ola) = a, weE RR. 于 是 存 
夺 RIz] 到 5 的 同 态 0,, 使 得 ou(z) = 而 旦 0 限制 在 及 上 为 昼 等 映射 . 设 
ker(oru) = 二 了 于 是 

Rla] S RIz)/I. 
由 于 ow 在 忆 上 为 恒 等 映射 ，ITNR= {0}. 口 

说 明 ”在 推论 中 f(z) e 工 的 充 要 茶 件 是 f(n) = 0, 因此， 了 是 元 素 4 
在 RR 上 的 代数 关系 的 总 和 各， 车 了 = {0), 则 “在 至上 只 有 一 个 平凡 代数 关系 
0+0.2+…= 小 则 称 * 在 忆 上 是 超越 的 , 此 时 也 称 是 及 上 的 超越 元 . 若 
了 天 (0), 则 了 包含 一 个 非 零 多 项 式 f(x) 使 得 f(%w) = 0, 则 称 在 RR 上 是 代数 
的 . 此 时 也 称 4 是 上 的 代数 元 , 间 时 称 4 是 多 项 式 f{7) 的 根 . 

其 次 ， 考 虑 推论 的 送 . 设 了 为 R[x] 的 一 个 理想 使 得 TN 8 二 {0}, 则 日 然 问 
态 RE[z| 一 RIz]/I 限制 在 且 上 为 一 个 单一 同 态 ， 因 此 ，R 可 以 杠 入 5 = Rr]/14 
内 ， 8 作为 $S 的 子 环 忆 有 相同 的 单位 元 素 ， 将 T+ 了 记 成 丸 则 5 是 在 请 上 
添加 vw 所 生成 的 环 ， 因 此 研究 环 Ru] 的 构造 问题 就 归结 为 研究 Rx] 的 满足 
INR = {0} 的 理想 工 的 问题 . 

下 面 将 环 上 一 元 多 项 式 环 推广 到 环 上 多 元 多 项 式 环 . 设 为 一 个 有 单位 元 
素 的 交换 环 ，n 为 任 一 个 正 整 数 ， 我 们 归纳 地 定义 上 "个 未 定 元 Zz1,……. zn 
的 多 项 式 环 ( 记 作 R[z1,… ,7 了]) 如 下 当 m = 工时 如 已 在 上 面 定义 (定义 7. 
当 m > 时， 定义 有 Ei.… xn] 为 


如 [zl， be Zn] 二 R[x. no 1]len]. 


它 是 一 个 有 单位 元 素 的 交换 环 ， 包 含 尽 作 为 子 环 ， REz1,……,2n] 的 元 索 可 写成 


Fe 


0 
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其 中 f(z ,zn-1) € R51 ……, zn-1]. 每 个 疡 (zl ,Zn_1) 又 可 容 成 zm-1 的 
多 项 式 ， 系 数 属于 RIz1,… ,xn_2], 如 此 继续 下 去 ，f(71,… ,zn) 最 后 可 写成 有 
限 和 形式 
frm) = YT， 
i >0 

因此 每 个 (zx1,… ,zn) 是 一 些 单项 式 i..;, 7T1… zh 的 有 限 和 . f(z1,… ,7n) = 
0 的 充 要 条 件 是 所 有 f(z1,-…, zn-1) 部 等 于 去， 应 用 归纳 法 (对 n 作 归 纳 ) 可 知 
f(z1,… ,xn) = 0 的 充 要 条 件 是 所 有 系数 凡 4 ii, = 0. 这 是 刻画 2 …,zn 为 RR 
上 独立 未 定 元 的 唯一 条 件 ， 

设 R' 为 民 的 一 个 扩 环 ，R' 交换 而 且 和 如 有 相 风 的 单位 元 素 ， 轨 ，…， an 
为 R' 中 任意 m 个 元 素 . ci En) € Rri, Tn 用 代入 zz 就 
得 到 R' 的 一 个 元 素 Fa an 下 做 出,… ,rn 的 一 个 多 项 式 ， 不 难看 出 这 
种 代入 是 合理 的 ， 就 是 说 ， 从 -Zn 二 90) 推出 ju Un) = 
gf yuan) 其 次 对 于 任意 两 个 fx1.… En),9(T1… ;Zn) € Iz1,… .zn| 和 恒 
有 


{f + gu un)=f tn) + gu Un), 
(f -gu Un)=f (un) “gu Un)- 


i Rw, , tn] = We ee € RIz1,…,Tn)} 是 
R' 的 一 个 子 环 ， 而 县 包 售 媚 Ru :an] 叫做 元 束 wl,…, tn 在 R 上 生成 

的 子 环 , 一 般 叫 做 R 上 的 有 限 生成 环 . 市 和 同时 也 证 明了 喘 身 fr, Ln) 
Fa yuan) 是 RIz1,… zn] 到 Bf,…,un] 的 环 同 态 ， 但 是 我 们 有 更 一 般 的 
结果 

定理 45 设 呈 为 一 个 交换 勾 环 ，RIT1,… Xn] 为 民 上 名 个 未 定 元 Za 
的 多 项 式 环 , 又 设 8 为 一 个 交换 多 环 ， 人 ti，… ,ln 为 5 中 任意 给 定 的 几 个 元 闽 ， 
为 召 到 9 的 一 个 环 同 态 而 且 9(1) 二 1'. 则 a 可 以 唯一 地 扩充 成 好 Tl, 人 n] 
到 3 的 同 态 on 使 得 rn(zi) = 2i, i 二 1, 

证 明 应 用 定理 14, 对 n 作 归 纳 法 即 得 本 定理 . OD 

推论 1 设 人 5 为 民 的 六 环 ， 交换 而 且 与 中 有 相同 的 单位 元 素 ,对 于 5 的 住 
意 史 个 元 素 和 ;am 存在 一 个 唯一 的 同 态 og : 玉 fz za 一 9 使 得 吕 限 制 
在 忆 上 为 恒 革 上 映射 ， 而 且 g(ri) = 一 1 令 了 = kerlc), 则 


Rlr1,: ,zn]/T SS R[u, ,tn], 


而 且 INR= (0). 
证 明 首先 o 是 R 的 恒 等 映射 在 RIz1,…,zs 上 的 扩充 ,这 里 只 需要 证 
表 INR= (0). 设 a€ IN RR. 一 方面 由 于 ae 1,ola) = 0; 另 一 方面 ， 由 于 
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a €R,ola) =a, 所 以 a=0, 即 INR= (0). 口 

说 明 在 推论 1 中 吾 上 有 限 生 成 子 环 有 [ut，…,un] 的 结构 决定 于 理想 I 对 
任 一 fr E 工 有 Fa an) = 0 Fr Tn) 时 做 元 素 2 …，an 
在 R 上 的 一 个 代数 关系 .了 就 是 tw,…, un 在 下 上 的 代数 关系 的 总 和 . 当 
了 = (0 时 ， 对 任 - ffzi Tn) € R21 za 了 (1,-…,Un) = 0 的 充 要 条 件 
是 f(x1.… .zxn) = 0. 在 这 种 情况 ， 4,…,wuw 叫做 吾 上 的 代数 无 关 元 , 也 叫做 
在 如 上 是 代数 无 关 的 . 否则 ty,… ,zw 叫做 在 RR 上 是 代数 相关 的 . 

推论 2 设 入 为 电 的 一 个 理想 , 邻 甩 = RIN. 设 五 yy1,-… ,yn 为 瑟 上 的 nn 个 
未 定 元 1.… ,Vn 的 多 项 式 环 ， 于是 Rtt,……, zn]/N[z0… ,nr] 全 Ry 
特别 , 车 入 为 有 的 素 理 起 ， 则 入 [ZI,… Zn] 是 有 [zi ,Xn] 的 素 理想 . 这 里 ， 
并 [rz1,… Tn] 表示 R[z1,'…… ,zn] 中 系数 属于 NN 的 多 项 式 全 体 ， 

证 明 根据 定理 15, 自然 同 态 o : R 汪 开 可 以 唯一 地 扩充 成 gn : Rlz1,…… .nj 
全 不 四 加] 使 得 cn(zi 二 i = 了 瑟 Iz … Zn] 的 元 素 f(z1,………， 2) 
属于 ker(on) 的 充 要 条 件 是 f(x1,… ,zn) 的 每 个 单项 式 的 系数 都 属于 和 N， 即 
flx1,°**, Tn) € jz ,Tn]- 所 以 kerfan) = NN[xL,… ‘Tn]. 其 次 ， 车 NN 为 只 的 
素 理 想 ， 则 再 为 整 环 . 读者 对 n 作 归 纳 法 不 难 证 明 Ely,…,yn] 也 是 一 个 整 环 
(这 一 点 在 下 一 节 还 要 谈 到 ), 因而 根据 定理 8. 可知 NIzl……,zn] 是 Rlz1,… -nm 
的 素 理想 ， 口 

说 明 对 定理 15, 推论 1 后 面 的 说 明 再 补充 一 点 . 环 R 上 的 有 限 生 成 环 
Rw,… ,un] 的 结构 决定 于 多 项 式 环 R[x1,… za] 的 理想 了 工 是 WW,*… ,tn 
在 及 上 一 切 代数 关系 的 总 和 . 但 了 包含 的 多 项 式 多 至 无 限 . 是 否 存在 有 跟 多 
个 基本 的 代数 关系 使 得 其 它 的 代数 关系 都 是 这 些 基 本 关系 的 组 合 ， 系 数 属于 
R[x1,… .xnj? 如 果 是 这 样 ， 对 于 Rt,…… ,un] 的 研究 无 疑 是 一 个 很 大 的 推进 . 
这 问题 牵涉 到 多 项 式 环 Rr1,……, zn] 的 理想 是 否 是 有 限 生成 的 ? 当 R 为 一 域 或 
整数 环 时 ， 答 案 是 肯定 的 ， 这 将 在 下 章 讨论 . 


$7 ” 整 环 上 的 一 元 多 项 式 环 


这 一 节 讨论 整 环 上 的 一 元 多 项 式 的 根 的 一 些 性 质 ， 也 就 是 讨论 整 环 上 的 代 
数 元 的 某 些 性 质 ， 特 别 是 域 上 代数 元 的 性 质 , 

设 五 为 一 个 交换 双环 ， BRz] 为 召 上 的 一 元 多 项 式 环 . 设 f(z2) = an 十 
Qizn-1+ +aoe RR[z]. 如 高 等 代数 中 一 样 , 若 on 关 0, 则 于 叫做 flz) 的 次 
数 , 记叙 = deg f(z). 0 的 次 数 规定 为 -cc- 由 定义 ， 非 零 常数 4 = az" 的 次 数 
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为 0. 不 难 验证 次 数 有 如 下 性 质 : 


deg(F(z) 十 9(z)) < max(deg f(z), deg 9(2)), 
deg{f (x)g9(7)) < deg f(2) + deg 9(z). 


当 deg f(z) zz degg(z) 时 , 第 一 式 的 等 号 成 立 ， 当 f(z) 或 9(z) 的 首 项 系数 不 是 
零 因子 时 ， 第 一 式 的 等 号 成 立 . 
设 RE 为 整 环 则 有 


deg{ f(x) . 9(7)) = deg f (7) + deg 9(7). 


若 /lz).g(z) =1, 则 deg f(x)+ deg 9(zx) =0,. 从 而 deg f(x) = deg g(x) =0. f(x) 
和 g(x) 只 能 是 非 零 常数 ， 因 而 它们 都 是 五 中 单位 ， 因 此 得 

定理 16 车 民 为 一 整 环 则 RZ] 也 是 整 环 而 且 R[z] 的 举 位 群 与 中 的 单位 
群 相等 . 

推论 车 RR 为 整 环 ， 则 多 元 多 项 式 环 It1,…' ,Tn] 也 是 整 环 ， 而 且 它 的 草 
位 群 与 及 的 相同 . 

数 域 上 一 元 多 项 式 的 除法 算式 可 推广 成 : 

定理 17 (除法 算式 ) 设 忆 为 一 个 交换 环 ，f(7z),g(Y) € Riz], 9(2) 关 0, 而 
且 g(x) 的 首 项 系数 为 单位 ， 于 是 存在 唯一 的 一 对 多 项 式 g[zj,r(z) € RIz] 使 得 


f(r) = q(x) .9(Z) + r(7z), 
dcgr(z) < deg g(x)-. 


推论 1 (余数 定理 ) 设 f(z)e R[zj,cE RR, 则 f(z) 可 表 成 
f(T) = az) .地 一 中 十 He 


在 定理 17 中 车 r(x) = 0, 则 称 g(z) 整 除了 (z), 记 成 g(x)f(z), 此 时 g(z) 叫 
做 f(z) 的 因 式 , jz) 叫做 9(z) 的 倍 式 . 

推论 2 ( 因 式 定理 ) 设 ce 也 jz) € R[z], 刘 (2 = Olf(7) 的 充 要 条 件 是 5 
为 f(Z) 的 一 根 ， 

定理 17 及 其 推论 的 证 明和 RR 为 数 域 的 情况 完全 一 样 . 

定理 18 设 民 为 一 整 环 ，f(z)€ RIz],deg f(z) =n>>0, 则 f(z) 在 民 内 最 
多 有 于 个 不 同 的 根 . 
证 明 设 下 为 卫 的 商 域 , 把 ffz) 看 作 了 FIz] 的 多 项 式 ， 证 明 完全 与 数 域 的 
情况 类 似 . 口 

定理 18 中 RR 的 交换 性 和 无 零 因子 这 两 个 条 件 是 必要 的 . 举例 如 下 : 
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例 1 设 互 为 实数 域 R 上 四 元 数 体 ， FAz) = 了 十 1 在 瑟 内 至 少 有 3 根 
TK. 实际 上 ，f(z} 在 吾 内 有 无 穷 多 个 根 . 这 种 情况 的 出 现 是 由 于 五 的 乘法 
不 交换 . 对 于 任 一 元 素 ae ,ala-! 都 是 f(z) 的 根 . 而 且 ale 1 = 8187' > 
83- € RIT. 

例 2 在 Z/(8) 中 2z2-1 有 四 个 根 I, 一 1,3, 一 5. 这 种 情况 的 出 现 是 因为 Z/(9) 
中 有 非 零 的 备 零 元 , 除 二 外 ， 王 +4 也 是 x? -1 的 根 . 

例 3 在 Z/(15) 中 2 一 1 有 个 根 I4,11,14. 这 是 因为 2/(15) 有 鹤 因 子 . 
实际 上 ， 2Z/(15) 兰 Z/(3)@@Z/(9. 72 一 1 在 每 个 直 和 项 中 有 两 根 ， 根 据 孙 子 定 
理 z? 一 1 有 了 四 根 . 

定理 19 设 虽 为 一 整 环 ，R* = 民 - {0} 为 一 乘法 么 半 群 . 则 R* 的 任 一 有 
限 子 群 者 是 循环 的 ， 

证 明 设 G 为 R* 的 一 个 有 限 群 , 阶 =n. G 是 一 个 阿 贝尔 群 ， 对 的 每 个 
因子 d, 根据 定理 18,zd 一 1 在 呈 内 最 多 有 d 个 不 同 的 根 ， 因此 G 中 最 多 有 dad 个 
元 素 ， 其 阶 整 除 d, 根据 第 二 章 定理 7,G 是 一 个 循环 群 . 口 

注意 ， 此 定理 中 ' 整 环 ” 的 条 件 是 必要 的 . 

例 4 在 例 1 中 ，{ 土 1,+1, 圭 J, 土 K} 是 一 个 8 阶 有 限 群 但 非 循环 . 

例 5 在 例 2 中 二 ,3,5,7} 是 4 阶 群 但 非 循环 . 

在 这 里 应 特别 提 一 下 有 限 瑾 ， 设 下 为 一 个 有 限 域 ， 含 4 个 元 素 ，F 的 非 零 
元 素 全 体 组 成 一 个 a - 1 阶乘 法 群 ， 记 作 F*, 根据 定理 19, 是 一 个 循环 群 ， 
于 是 得 

推论 设 下 为 仿 9g 个 元 素 的 有 限 域 ， 下 中 非 尝 元 素 组 成 的 乘法 群 PF* 是 一 
个 g 一 1 阶 入 环 群 ， 因 此 下 中 的 元 素 恰 好 是 方程 TI 一 了 二 0 的 全 部 根 ， 

设 p 为 整数 环 Z 的 一 个 素数 ， 已 知 商 环 Fp = Z/(p) 是 一 个 含 p 个 元 素 的 
域 , 乘法 群 F; 是 p 一 1 阶 循环 群 ， 设 去 为 了; 的 一 个 生成 元 ， ot 的 阶 为 p 一 1 
的 充 要 条 件 是 (Ek.p 一 1) = 1, 因而 Fs 有 plp 一 1) 个 生成 元 ，y(n) 为 欧 拉 函数 . 
在 自然 同 态 ZF, 下 , 可 知 世 的 任 一 反 久 4a 是 mod p 的 一 个 原 根 , 即 a modp 
的 指数 为 p - 1 因而 整数 mod p 有 wlp - 1) 个 不 同 的 原 根 . 

最 后 研究 域 上 代数 元 的 性 质 ， 它 与 域 上 一 元 才 项 式 环 有 密切 关系 ， 数 域 上 
的 一 元 多 项 式 环 的 整除 理论 对 任意 域 上 一 元 多 项 式 环 仍然 有 效 ， 因 为 除法 算式 
(定理 17) 是 它们 的 共同 基础 . 

定义 8 一 个 整 环 R 叫做 主 理想 整 环 , 如 果 R 的 每 个 理想 都 是 主 理想 . 

例如 ， 整 数 环 Z 是 一 个 主 理想 整 环 . 

定理 20 域 上 的 一 元 多 项 式 环 是 主 理想 整 环 . 

证 明 设 Flz] 为 域 太 上 一 元 多 项 式 环 ，N 为 任 一 理想 ， 专 理 想 显 然 是 主 理 
想 ， 因 而 可 设 入 去 (0). 于 是 在 入 的 非 零 元 素 中 取 一 个 次 数 最 低 的 多 项 式 f(7). 
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征明 入 = (flz)》 显然 (f(z)) CN, 反 之, 设 g(z) e NN, 作 除 法 算式 


g(7) = g(7): f(z) + 7(7), 
Gegr(z) < deg f(z). 


因 NN 为 理想 ，7r(z) = g(x) 一 q(%)- f(r) €E NN, 根据 f(x) 的 选择 ，r{z) = 0, 于 是 
gr} € (fz) N C (Fl2)), PW N = (Ff(2)). 口 

说 明 理想 N 的 生成 元 f(z) 还 可 如 此 取 使 得 f(x) 的 首 项 系数 为 1, 因为 如 
f(z) 为 N 的 一 个 生成 元 , 则 任 一 cf(z) (fcE 环 ec 关 0) 也 是 六 的 生成 元 , 可 适当 
取 c 使 得 f(x) 的 首 项 系数 为 1, 这 种 生成 元 出 NN 唯一 决定 . 因为 f(x), 9(z) 为 六 
的 任意 两 个 生成 元 , 首 项 系数 都 为 1, 于 是 f(z), g(x) 互相 整除 , 从 而 f(x) = g(2)- 

设 5 为 域 正 的 一 个 扩 环 (交换 ) 而 且 和 严 有 相同 的 单位 元 素 . 设 4E5 为 
五 土 的 代数 元 ， 艰 据 定 理 14 的 推论 ， 


Flu] FIz)J/N, N NF = {0),N # (0). 


根据 定理 20,N = (f(z)), f(z) 的 首 项 系数 为 1 由 NN(0) 且 NNMF = {0}, f(z) 
为 一 个 次 数 > 1 的 多 项 式 ，f(z) 由 元 素 唯 一 决定 ， 叫 做 元 素 4 在 上 的 极 
小 多 项 式 . 根据 NN = (f(z)) 的 定义 可 知 一 个 代数 元 u 的 极 小 多 项 式 f(z) 有 如 
下 的 性 质 : 

设 f(z) 为 域 开工 一 个 代数 元 4 的 梓 小 多 项 式 , 对 g(z) € Flz],9(W) =0 = 
ffz)lgtz)， 

定理 21 设 下 为 一 域 ，F[z] 为 忆 上 一 元 多 项 式 环 ，f(T} E Fl[z] 为 一 个 
次 数 > 1 的 多 项 式 ， 则 下 列 叙 述 等 价 : 

1) f(z) 不 可 约 ， 即 f(x) 不 能 分 解 为 两 个 次 数 较 低 的 多 项 式 的 来 积 . 

2) 理想 (f(z)) 为 极 大 . 

3) [zj/(f(z)) 为 一 域 . 

4) Flz]/(f(x)) 为 一 整 环 . 

5) (f(z)) 为 素 理想 ， 

证 明 TD)=2) 设 NN 为 Flr] 的 任 一 理想 使 得 (f(z)) C NC Flz], 根据 定理 
20,N = (g(z)), 于 是 由 (f(z)) C (g(z)) 有 92z)HCD f(z) = hz)g(7), 因 f(z) 不 
可 约 ， gfz) ~ f(z) 或 glz) ~ 1( 这 里 “~” 表示 互相 整除 (参见 第 四 章 81)), 即 
NN 二 (f(z)) 或 入 = (1), 所 以 (f(z)) 为 极 大 . 

2) 全 3) 根据 定理 7 即 得 . 


4) 坟 外 根据 定理 8 即 得 . 
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外 一 1). 反 证 法 . 假若 f(x) 可 约 , 设 f(x) = 9g(7) :h(x), deg 9(2) < deg f (7), 
degh{z) < deg f(z). 于 是 g(x) gf (fi7)), hlr) ¥ (A(2)), 但 古 g(x) h(x) = fr) € 
(f(z)). 这 与 (f(x)) 为 素 理想 矛盾 . 3| 

推论 1 设 S 为 瑾 所 的 一 个 扩 环 (交换 ) 而 有 全 有 相同 的 单位 元 素 ， 设 WE5 
为 严 上 的 一 个 代数 元 ， 则 下 列 舱 述 等 价 ， 

1 4 在 所 上 的 极 小 多 项 式 不 可 约 ， 


2) Flu] 为 一 域 . 

3) Fu 为 一 整 环 

证 明 由 定理 14 的 推论 和 定理 20 得 Et] 衬 F[x]/if(2)). f(x) 为 4 的 极 小 
多 项 式 ， 于 是 由 定理 21 即 得 推论 1. 口 


推论 2 设 9 为 一 整 环 而 且 包 含 一 个 子 域 忆 . 如 果 3 的 每 个 元 素 都 是 天 上 
的 代数 元 ， 则 3 为 一 域 ， 

证 明 出 推论 1 即 得 . 口 

最 后 应 用 上 面 几 节 的 结果 来 说 明 一 个 有 限 域 是 如 何 产生 的 . 由 第 一 音 812， 
知道 任 一 个 域 有 一 个 特征 ， 而 且 一 个 有 限 域 的 特征 只 能 是 一 个 素数 设 下 为 一 
个 有 限 域 ， 特 征 为 素数 六 于 是 F 的 单位 元 素 e 的 倍数 e.2c……pPe=0 集合 作 
成 严 的 一 个 子 域 ， 记 作 Fp, 即 直 特征 的 素 域 . Fp 和 整数 环 模 p 得 到 的 商 环 
Z/(p) 同 构 、 其 次， 根据 定理 19 的 推论 ， 的 非 堆 元 素 全 体 所 构成 一 个 循环 
乘法 群 ， 因 而 fF" 有 生成 元 . 设 a 是 FF* 的 一 个 生成 元 . 设 Fp[z] 为 Fy 上 一 元 
多 项 式 环 ， 根 据 定理 14 的 推论 ， 在 在 一 个 环 同 态 o : Fr[fz] 一 下 使 得 7 在 Py 
上 为 恒 等 映射 而 且 o(x) = ae 显然 是 满 的 ， 令 kerlo) = 工 根据 定理 20,J 是 - - 
个 主 理 想 ， 了 = (f(z)), 于 是 


Fplz]/ (f(z) SF 


根据 定理 21 的 推论 1,f(zx) 是 一 个 :可 约 多 项 式 , 设 deg f(x) = 令 F=7+ 
对 于 a E Fo,a+ 了 简 记 作 a( 因 为 INF; = (0), 于 是 Fpfz]/(f(z)) 的 元 素 可 以 唯 
一 地 写成 
G0 十 QI 元 十 -十 an_izn !, a € Fy. 

这 表明 Fp[zj/(f(z)) 和 的 元 素 个 数 同 是 p*. 由 此 可 知 六 个 元 素 的 有 限 域 是 
否 存在 和 素 域 Fe 上 ? 次 不 可 约 多 项 式 是 否 存在 ， 这 两 个 问题 实质 上 是 同一 个 
问题 ， 在 习题 中 将 要 让 读者 证 明 ， 对 于 每 个 特征 pp 为 素数 ) 的 素 域 Fp 和 每 个 
正 整 数 n, 在 Fz] 中 但 存在 n 次 的 不 可 约 多 项 式 ， 而 且 还 可 以 计算 出 其 个 数 ， 

再 举 一 个 例子 . 设 下 为 一 域 ，Mn(F} 为 上 nnXn 全 外 阵 环 . Mn( 让 ) 
系 由 全 部 n xn 矩阵 4 = (Gy)axn 组 成 ,其 中 ai EF. 在 Mn(F) 中 取 定 一 个 
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矩阵 4 = (aiy)nxn. 4 与 每 个 纯 量 捧 阵 a 乘法 交换 ， 这 里 Ce 下 , 玉 为 单位 算 
阵 ， 因 此 4 在 上 的 全 部 多 项 式 


QoE + A+..…+ard,aoEFr>0 


组 成 ME) 的 一 个 子 环 ， 记 作 F[4]. 将 下 的 元 素 4 与 纯 量 矩阵 aB 等 后 ， 则 
下 可 以 看 成 F[A] 的 一 个 子 域 . F[4] 就 是 .4 在 下 上 生成 的 交换 环 ， 4 在 Ff 
上 是 代数 的 ， 因 为 5.4, 42，…, 4" 在 下 上 是 线 性 相关 的 . 设 f(x) e F[z] 为 
4 的 极 小 多 项 式 ， 则 f(zx) 的 次 数 < re.( 实 际 上 deg f(z) < n, 这 是 高 等 代数 中 
己 知 的 结果 ) 由 于 4(F) 当 n > 1 时 有 专 因 子 ， FLd] 当 ?” > 1 时 一 般 不 是 整 
环 ， 因 此 f(z) 通常 是 订 约 的 . 若 fix) 不 可 约 ， 则 F[ 和 为 一 域 . 以 到 =Q 有 
理 数 域 ，n = 2 为 例 . 此 时 


设 4 不 是 纯 量 矩 阵 ， 则 44 的 极 小 多 项 式 f(x) = x ~ (a 十 由 zx 十 |4|. QI[4 的 元 
素 一 般 可 写成 94 +h,9,hE Q. 分 三 种 情况 : 

1) f(x) 不 可 约 ， Q[4] 是 一 个 二 次 域 ， 即 Q[4 作为 Q 上 的 线性 空间 是 一 
维 的 . 

2) f(z) 可 约 而 且 无 重 根 . 设 f(x) = (xz — xt1)(x - 22) 而 且 zl # £2, 令 
B=- ‘(A—z1E),C = .(4-xw2B). 则 B+C=E 而 且 B:C=0. 
于 是 下 二 书 C2=C. 因 4 不 是 纯 基 知 阵 ， B 关 0,C 关 0. B 和 C 分 别 生成 两 
个 理想 QB 和 QC. F[4 是 它们 的 直 和 下 = QBSOQC. QB 和 QC 都 和 Q 
同 构 . 

3) f(z) 可 约 但 有 重 根 . 可 设 f(x)=(z 一 21)?. 令 B=4-ziB, 则 BY=0. 
由 于 也 不 是 纯 基 窍 阵 ， B 关 0. B 是 一 个 老 堆 矩阵 ， Q[4d] 除 它 本 身 和 有 零 理 想 
k， 只 有 了 唯一 的 非 平 凡 理想 QB, 而 且 基 一 个 昭和 伦理 想 ， 即 (QB) = (9}. 

如 果 一 个 环 R 的 理想 NN 的 若干 次 里 等 了 (0), 则 六 叫做 一 个 罕 堆 理想 . 
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数学 分 析 和 复 变 函 数 中 所 讨论 的 函数 分 别 是 实 变 量 函 数 和 复 变 址 函数 ， 由 
于 实数 域 和 复数 域 有 很 好 的 拓扑 结构 , 可 以 引进 极限 、 连续 等 概念 来 研究 函数 . 
这 一 节 是 讨论 任意 域 下 上 的 函数 ， 函 数 的 目 变 基 只 能 在 下 内 取 值 .由 于 一 般 域 
没有 好 的 拓扑 结构 ， 只 能 应 用 域 的 代数 性 质 来 研究 函数 ， 因 此 目前 兵 限于 研究 
多 项 式 函 数 . 


126 第 三 章 环 


设 环 为 任 一 域 . 王 帮 为 集合 ， 每 个 映射 了 :三 一 王 叫做 己 上 的 一 个 函数 
用 s 表示 目 变 量 ， 太 也 记 作 f(s). f(s) 在 s=a 的 值 记 作 f(a). F 上 的 函数 全 
体 记 成 Ff. 如 通常 的 函数 的 加 法 和 乘法 ， 在 F* 内 引进 函数 的 加 法 和 乘法 . 设 
f 和 9 为 F 上 任意 两 个 函数 ， 定义 f+9 和 fg9 如下: 


(f + 9)(s) = f(s} + g(s), 
(fg)(s) = f(s): 9(s). 


容易 验证 ， F* 对 加 法 和 乘法 形成 一 个 交换 环 . 
FF 的 每 个 元 素 a 规定 一 个 常数 函数 f。 


所 (s) 二 a， 对 所 有 的 s€E 
容易 看 出 ， 万 是 FF 的 零 元 素 ， 态 是 Ff 的 单位 元 素 ， 而 且 有 
fa 十 fo Se fatb: fa ‘hh = fuk 


由 此 可 知 映射 a fo 是 五 到 FF 的 一 个 单一 同 态 . 因此 可 将 a 与 fo 等 同 
使 得 下 成 为 FF 的 一 个 子 域 . 以 后 下 的 元 素 a 表示 常数 函数 a(s) = a, 其 中 * 
为 的 任 一 元 素 ， 不 难 验证 ， FF 是 下 上 的 一 个 线 件 空 间 . 

在 数学 分 析 中 除 常数 函数 外 最 简单 的 函数 就 足 对 角 线 映 射 ， 即 自 变 基 函数 
z*. 在 这 里 的 对 角 线 映射 即 自 变量 函数 就 是 s，s 一 方面 是 自 变 量 ， 同 时 也 是 函 
数 ， * 是 这 样 一 个 函数 ， 它 的 函数 值 和 对 应 的 自 变 其 的 值 处 处 相等 ,我们 要 讨 
论 的 对 象 就 是 函数 * 在 已 上 生成 的 子 环 FIs]. Fls] 的 每 个 元 素 可 表 成 


ao 十 1413 十 …- 十 ns a EF n>0. 


它 叫 做 下 上 的 多 项 式 函 数 . 
设 FIz] 为 上 的 一 元 多 项 式 环形 据 定理 14 的 推论 ， 下 加 ] 到 Fls] 有 一 
个 同 态 o 使 得 o 在 下 为 恒 等 映射 而 且 o(x) = s. 设 kerlo) = 了 则 有 


FIz]/I Se F[s], INF = {0}. 


定理 22 设 玉 为 一 域 ，F5 为 玉 到 下 的 函数 环 ， 玉 CF 为 常数 函数 了 了 
域 ， s 为 自 变量 消 数 ， 即 对 所 有 4 € 下 s(o) 二 Q. 于 是 

1) 当下 为 一 个 无 别 域 时 ， 下 [sl 衬 F[x], 5 在 下 上 为 超越 的 ， 

2) 当下 为 g 个 元 素 的 有 限 域 时 ，Fls] 空 Fz)/1,T= (zx 一 2)， 即 $ 在 下 上 
为 代数 的 而 且 8 的 极 小 多 项 式 力 吗 一 z. 此 时 FE = 下 [sj, 即 已 到 环 的 函数 闻 
是 多 项 式 函 数 . 


88 多 项 式 函 数 127 


证 明 1) 设 f{z) e 4 于 是 f(s) =0, 即 f(s) 为 FF 中 的 零 函数 ， 也 就 是 
对 所 有 ae Ff(a) = 0. 因为 包含 无 限 多 个 元 素 ， 根据 定 理 18, f(z) = 0, 即 
T= 所 以 Fls] FF'z], s 在 下 上 为 超越 
) glx) = I iz -al E Flz] 是 一 个 q 次 多 项 式 而 且 恰 有 g 个 不 同 的 根 . 


另 一 方面 ， 根据 定理 19 的 推论 下 面 的 说 明 ， FF 的 元 素 全 是 z? ~ z 的 根 ， 于 
是 g(z)|(z? 一 z)， 而 且 它 们 的 首 项 相同 ， 所 以 g(z) = 2 一 7 设 f(x)eE 了 T 则 
f(s) 二 0, 即 FF 的 元 素 全 是 f{z) 的 根 ， 于 是 g(z)|f(z), 即 了 C (9g{z)). 反之 ， 显 

{g(7)) C 工 所 以 了 = (9(2?)) = (x? 一 2), 因 而 s 在 上 是 代数 的 ,而且 zx? 一 z 
为 它 的 极 小 多 项 式 ， Fls] 包含 g 个 多 项 式 函 数 


&0 二 018 十， 二 dag-1891, mer. 


所 以 | 下 | =|F7|, Fls] = FF. 口 

其 次 讨论 多 元 多 项 式 函 数 . 设 3 = FY = FxFx'.xF = (ataz ,Qn)|a; € 
下 }. S 到 玉 的 映射 全 体 按 通 常 的 函数 加 法 和 乘法 成 一 环 ， 记 作 F3. 在 函数 环 
FS 中 有 个 自 变 其 函数 si, 1 二 1,…,n. 定义 如 下 : 


of(al，…… .an)) 三 Gi. 
这 n 个 身 变 而 函数 s, 在 上 生成 Ps 的 一 个 子 环 FIs1,…, su], 它 系 由 51.… sn 
的 多 项 式 

>》 Qi 
所 组 成 ， 其 中 ai。 E 下 、 上 述 函 数 简 记 作 f(s1,…,5n)， fis1,…,sn) 在 
[oil， an) 的 函数 值 为 

(sl snj((al tn)) = > Ci OH a Or. 
根据 定理 15 的 推论 1, 存在 上 多 元 多 项 式 环 Flz1,… ,zn] 到 Fls1,…,sn] 的 
一 个 同 态 o 使 得 o 在 下 上 为 恒 等 映 射 而 且 olzi) = si- 设 kerlc) = 工 出 
Flzi, Tn)/T Se Fls1,*, sn), INF= {0}. 


定理 23 设 下 为 一 域 . S= 玉 x 下 Xx:--X 玉 二 Fi, 又 设 81,…ySn 为 沿 
数 环 FS 中 几 个 自 变 量 湘 数 :。 si((Q1,…,an)) 三 ti, 对 所 有 (al an) € FO™, 
于 是 
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1) 当 下 为 无 限 域 时 ， Flz1, yzn] S Fls1,..*, sn), 81,"… ,Sn 在 五 上 代数 
无 关 ; 
2) 当 玉 为 g 个 元 素 的 有 限 域 时 ， 


Fls1,-.-, 8n] Flri, ,nT 


了 为 Flz1,….znj 中 由 9 一 21,…，29 一 zn 生成 的 理想 .此 时 PP = 下 [sth 
证 明 1) 设 f(z1,…,zn) E 了 ,求证 f(z1,… ,zn) = 0, 对 n 作 归 纳 法 ， 当 
n = 1 时 ，1) 即 定理 22 中 的 了 D. 假设 定理 中 的 1) 对 n 一 1 成 立 . 将 f(z1,… ,zn) 
表 成 
Fr ,Tn) Sy a Da-1)Tn, 


1 一 0 
于 是 对 于 (a1,…,an) E Fe , 恒 有 
Js “Snjf(al，， an]) 
三 De 三 0, 
i=0 

令 01,… ,Qn-l 任意 取 定 ， 而 让 an 取 斋 五 的 元 素 ， 由 于 Ff 无 限 ， 根据 定理 22 
的 1), 推出 

filQ1, ,An-1) - 0, i = 0,.…,m. 
这 各 十 1 个 等 式 对 所 有 (a1,…,an_1) EFte 3 部 成 立即 得 

天 (51 Sn) =0, i =0,1,.…,m 


由 归纳 法 假设 可 知 f(z1,… ,zn-1) =0(i= 0,1,…,m). 因而 f(z1,… ,2n) = 
所 以 了 = (0). 得 
Fl81,°°. ,8a] SE Flr1, ,Tn)- 
因而 51,… ,sn 在 五 上 代数 无 关 . 
2) 由 zz 一 Zn 在 Flz1,…,zn] 中 生成 的 理想 记 作 卫 . 求证 
7 = IT， 根据 定理 22 的 2) 知 了 了 C7. 求证 IC 1， 先 证 明 一 个 事实 : 任 一 
f(z1,… ,zn) E 了 [x1,……, Zn] 恒 可 表 成 


EE = Dat ,Tn) (2 — Ti) + rT Ln) (1) 


使 得 r(z1,…,zn) 作为 每 个 zi 的 多 项 式 ， 其 次 数 都 小 于 9g， 显然 只 需 证 明 当 
jz am) 为 单项 式 zi 2 如 .…z 辣 的 情况 上 述 事实 成 立即 可 . 由 于 2 一 x € 卫 ， 
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即 zy 三 zj (mod 7), 因而 每 个 Tj 三 zz (mod 了 使 得 0 <7; < gq. 于 是 
Tir min = rr (mod I), 


其 中 D<m < g, 了 = 1,…,n. 这 表明 它 可 表 成 


2 

其 中 g(x1,…,xn) E 了 .因而 任 一 /zi ,Xn) 可 表 成 (i) 式 . 现在 假设 f(x1,… 
zn) er 白 于 7 CT (1) 式 的 左边 和 右边 第 一 项 都 属于 了 因而 7(z1,… ,zn) E 工 
由 于 7(z1,-…, zn) 对 每 个 zj 的 次 数 者 小 于 || = g, 仿 1) 的 证 明 ， 对 n 作 归 纳 
法 可 证 r(x1,…,Tn) =0. 因而 f(z1,…',2zn) ET. 所 以 了 TCI. 总 之 I=. 

同时 也 证 明了 ， 所 有 单项 式 xz 4 交 … ,0 << 宙 ,…,in < gq, 在 下 上 的 一 切 
线性 组 合 构成 Fz1,…, zx] 模 了 的 一 个 完全 剩余 代表 系 ， 即 关于 理想 1 的 陪 集 
代表 ， 所 以 Flz1,… ,zn]/I 的 元 素 个 数 为 g7”, 它 等 于 函数 环 F*” 的 元 素 的 个 
数 . 因此 得 Fls,… ,sn] = Fr 口 

根据 以 上 讨论 ， 将 下 上 一 个 多 元 多 项 式 f(z1，,… ,rn) 作为 函数 理解 时 ， 若 
F 无 限 , 则 它们 在 同 构 意义 下 没有 区 别 ; 若 尺 有 限 , 则 f(z1,… ,zn) 作为 函数 理 
解 时 ， 对 应 于 它 所 代表 的 关于 理想 (x? 一 21,… 7% 一 zx) 的 陪 集 (其 中 4 = | 本) 
而 且 这 种 对 应 是 一 一 的 ， 
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(下 列 各 题 中 出 现 的 环 ， 除 相反 的 声明 外 ， 都 假定 是 有 单位 元 素 的 环 ) 

1. 证 明 ， 在 环 中 内 , 若 1 一 ab 有 逆 ， 则 1 一 ba 也 有 逆 . 

2. 设 在 环 RR 中 元 索 wu 有 右 洲 ， 证 明 下 列 三 条 等 价 : 

(iD tw 有 多 于 一 个 的 石 逆 ; 

(i 4 是 一 个 左 零 因子 ; 

( 冯 ) % 不 是 单位 . 

3、 在 环 号 内 ， 着 元 素 & 有 多 于 一 个 的 右 逆 ， 则 它 有 无 穷 多 个 右 道 . 

4 已 知 -个 交换 环 RR 的 全 部 土 登 元 构成 如 的 一 个 理想 ， 人 在 非 交 换 环 内 ， 上 述 事实 是 
否 成 立 ? 

5. 设 下 为 一 个 特征 b 的 域 ，p 为 素数 ,证明 


(a+b)? =a? 十 如 ， 对 所 有 a2,bE 下 . 


域 的 特征 概念 可 以 推广 到 双环 上 去 . 如果 么 环 RR 的 单位 元 素 e 生成 的 加 法 群 C = 
{ne|ne 2} 是 一 个 无 限 群 ， 划 RR 叫做 特征 0 的 环 ; 车 G 是 -个 有 限 群 ， 令 = |Gl, 则 上 
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叫做 环 中 的 特征 ， 证明， 若 如 为 整 环 ， 则 丸 的 特征 为 0 或 为 -个 素数 . 而 且 若 中 的 特征 
为 素数 p, 则 上 面 等 式 对 民 也 成 立 . 

6. 设 Mn(R) 为 环 中 十 nxn 全 矩阵 环 ， 又 设 工 为 五 的 -个 理想 , 求证 过 上 mxzm 全 
和 矩阵 坏 Ml 了) 是 MTn( 忌 ) 的 理想 . 进一步 证 明 ， M(B 除 这 一 类 香 想 外 再 无 其 它 理想 . 

7. 设 /HN 为 环卫 的 理想 证 明 


(H+N'I=H:ITNI. I-(H+N)=I:.H+I.N. 


8， 设 #9: 呈 一 BR' 是 -个 满 的 环 同 态 而 且 将 怀 的 单位 元 素 1 映 到 单位 元 素 1. 指出 下 
列 命 题 的 正确 利 错误 ， 正 确 的 给 以 证 明 ， 错 误 的 请 举 反 例 . 

(i) 若 a € 有 R 是 知春 (每 等 ) 元 则 (0) 也 是 玉 的 笑 零 ( 疾 等 ) 元 (如 果 环 的 元 素 e 适 
合 拉 =e 则 e 叫 做 桥 等 元 .) 

(i) 若 a € RR 是 零 因 子 ， 则 We) 也 是 好 的 索 因 子 . 

ii) 车 忆 为 整 环 则 9(R) = 屁 也 是 整 环 . 

(iy) 车 ?XR) = R' 为 整 环 ， 则 六 也 是 整 环 . 

(Y) 若 u ERR 为 单位 则 (wu) 也 是 如 的 单位 . 

{vi} 若 ?fa 是 素 的 单位 ， 则 4 也 是 R 的 单位 . 

9， 在 四 元 数 体 召 内 ， 令 


再 = {fao 二 at 二 az7+as 下 ae Q}. 


证 明 Ho 是 入 的 子 体 . 

10. 决定 四 元 数 体 瑟 的 中 心 . 

11. 决定 HH 中 与 卫生 法 交换 的 元 素 全 体 . 

12. 设 $ 是 五 的 一 个 子 体 . 若 对 所 有 韭 鹤 元 素 de 互 都 有 dSad"' CS, 则 $= 五 或 
者 5 被 包含 企 瑟 的 中 心 内 . 

13. 设 了 HN 为 环 的 理想 若 妃 .六 CT 而 且 了 与 吾 互 素 , 则 NCTI, 

14. 设 卫 开 六 是 交换 环 RR 的 理想 . 若 瑟 DIN DT 而且 H,N 互 素 , 周 HH.N DT. 

15、 在 域 下 上? xn (n> 1) 全 短 阵 环 Af (下 ) 内 寻求 “个子 环 凡 使 得 吾 除 恒 等 同 构 
外 没有 其 它 反 自 同 构 . 

16. 设 中 = | abe z} 试 决定 的 全 部 理想 

17. 试 计算 环 Ra = Z/(n} 上 2 x 2 全 矩阵 环 的 单位 群 的 阶 . 

18. 设 民 为 交换 环 (不 必 有 1). 若 召 有 堆 因 子 但 又 只 有 有 了 跟 个 零 因子 ， 则 如 是 一 个 有 


限 环 . 
19. 设 N 为 环 R( 不 必 有 1) 的 理想 ,而且 了 又 为 N( 作 为 一 个 环 ) 的 理想 ， 问 了 工 是 不 是 


中 的 理想 ? 
20. 设 民 为 个 交换 环 ，a 是 尽 的 不 可 道 元 . 证 明 责 有 一 个 极 大 理想 好 而 且 包含 和 
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21， 设 如 为 一 交换 环 ， (RR) 表示 民 R 的 全 部 极 大 理想 的 交 .， J{R) 叫做 环 R 的 雅 各 
布 森 (Jaccbson) 根 . 证 明 ， J{R) 的 每 个 元 素 a 有 如 下 性 质 ， 对 所 有 z E R,1 一 oz 都 是 可 
道 元 、 (与 第 二 章 定 埋 9 推论 2 第 一 章 习 题 38 作 比 较 . ) 

22， 设 尼 为 一 交换 环 . 如 果 元 素 CE 中 具 有 习题 21 中 的 性 质 、 则 a 叫做 -个 强 拟 正 
则 元 . 证 明 ， 届 的 强 拟 正则 元 都 属于 .7 也).( 参 者 习题 21.) 

23. 设 召 为 一 交换 环 . 证 明 ， 若 召 有限， 则 也 的 素 班 想 都 是 极 大 理想 . 

24. 证 明 第 三 章 $2 的 定理 4 和 定理 5 等 价 . 

25. 设 G 是 复数 域 中 全 部 单位 棋 组 成 的 弱 法 群 . 请 具体 写 出 G 的 一 个 自 局 态 ， 它 是 满 
的 但 不 是 单一 的 . 

(以 下 26 题 至 29 题 可 参考 华罗庚 、 万 哲 先 著 的 《典型 群 》 - 书 第 一 章 $4.) 

26、 如 果 环 召 到 环 五 的 映射 9 满足 

人 5 是 加 法 群 同 态 ， 即 wa + 二 (a) 十 379); 

(i) M1) = 1 

(ji) maba) = Ma)n(b) me); 

则 ?叫做 一 个 若 尔 当 (Jordan) 同 态 . 证 明 ， 若 7 是 :个 苦 尔 当 同 态 ， 则 ? 具有 性 质 

人 nes) = Mo)"; 

(iji) nlabe+ cba) = nay bn(e) + dob ne); 

(i) nab + ba) = (a)n(b) — nb) nte). 
显然 环 的 同 态 和 反问 态 都 是 若 尔 当 同 态 . 

27.( 雅 各 布 森 - 砚 卡 特 (Jacobson-Rickart)) 车 并 是 坏 RR 到 无 零 因 于 的 环 吾 的 一 个 
若 尔 当 同 态 ， 那 么 对 任意 4,5 € 及， natb) = no)n(5) 和 ?Kab) = ?Wa) 有 成立. 

28，( 华 罗 更 ) 设 了 为 环 五 到 环 吾 的 一 个 映射 ， 满 足 

(i) ne +b) = 180) + 7(0); 

(i) Ml) = 1 

(i ad) = na)n( 了 或 ab) = 区 Te) ob eR 
则 是 一 个 同 态 或 反 辐 态 。 ;后 者 定义 为 中 到 RR 的 映射 了 满足 (i),(i) 和 (ii), 7086) = 


n(b)n(a).) 
29、( 雅 各 布 森 - 瑞 卡 特 ) 证 明 ， 环 RR 到 无 害 因 子 的 坏 R' 的 任 -- 个 若 尔 当 同 态 是 -个 
同 态 或 反 同 态 ， 


30. 设 为 一 素数 ，m 为 任 -大 本 1 的 整数 ， 尼 = Z/(p"). 证明 

(i) 号 的 元 素 不 是 单位 便 是 等 淮 元 ; 

{j 有 R 恰 有 一 个 素 理想 ， 记 作 已; 

(ii 商 环 R/P 是 -个 域 

31， 设 了 为 一 素数 ， 为 一 整数 ， 民 二 Z/(p"), 试 具体 指出 多 项 式 环 RIz] 中 哪些 元 
素 是 单位 ， 零 因子 或 是 医改 元 

32. 设 R= 帮 旬 外,…G Rr 是 环卫 的 -个 内 直 和 ， 和 为 中 的 -个 理想 证明 


N={(NNRI)G(NNR)®...8 (NNR), 
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其 中 NN R, 有 可 能 等 于 (0). 设 n> 1, 试 决定 及 = ZY(n) 的 最 大 午 霉 理想 和 单位 群 . 
33. 证 明 23 一 z 在 名 /(6) 内 有 6 个 根 - 
34， 证明 zx? 十 1 在 四 元 数 体 吾 内 有 无 穷 多 个 根 . 
35， 在 复数 域内 ， w = V2 十 V3 是 有 理 数 域 Q 上 的 代数 元 ， 求 & 的 极 小 多 项 式 ， 
36. 在 复数 域内 设 2 为 flz) = ?一 2 十 1 的 一 根 ， 试 将 下 列 元 素 


(Bu 十 3 一 22 一 2 二 6) 和 (3 一 2 十 2 


吉成 次 数 不 超过 2 的 如 的 多 项 式 . 

37， 设 Fs = Z/(2)， 证 明 f(x) = 十 2 十 1 息 Fa[z] 内 不 可 约 ， 并且 证 明 商 坏 
下 = Fz[z]/lz* 十 2 十 1) 是 8 个 元 素 的 域 

38. 设 Fs = 2Z/(5). 试 定 出 Fsfz] 中 全 部 首 项 系数 为 1 的 2 次 不 可 约 多 项 式 . 

39. 造 -个 25 个 元 素 的 域 . 

d40， 证明 Z[z] 的 理想 (3.zr3 + 27? + 27 一 1) 不 是 主 理想 . 

41. 设 Fa = 2Z/(3). 了 = 13, 字 二 28? 十 27 一 1) 为 Z[z] 的 理想 .证明 


Zr]/T E Fslr]/(r -7 -7 —1). 


由 此 证 明 了 为 Z[z] 的 -个 极 大 理想 . 

42. 设 下 为 一 域 ，f{r) EF[z], deg f(z?) > 0, 证 明 商 环 Ixj/(f(z)) 无 狠 零 元 的 充 览 
条 件 吓 ff) 无 重 因 式 . 

43. 设 民 为 -个 交换 环 . 车 f(x) E RIz] 是 一 个 每 堆 元 ,， 则 f{z) 的 每 个 系数 也 晨 中 的 

44， 设 尽 为 … 交 换 环 . 证 明 , 若 f(z) e 忆 z] 是 一 个 零 因 子 ， 则 夺 在 忆 的 -个 元 素 
,关口 使 得 af(x) = 0. 反之 显然 . 

45， 设 召 为 一 交换 环 ， f(x) = aoz" 十 a12* 十 十 an € R[x]. 若 an 为 单位 而 
ao.…… an-1 为 舌 鹤 元 ， 则 f(z) 为 R[x] 的 单位 . 

46. 证 明 习 题 43 的 逆 也 成 立 - 

47. 设 民 为 交换 环 ，R' = RIz1,…,zn]. 用 r(R} 表示 尼 的 雍 零 根 ， 证 明 如 的 海 竺 
根 +(B') 等 于 rR)[z1,… ,nl 

48. 在 -个 有 限 环 R 中 ,车 -个 元 素 有 右 道 ， 则 它 必 有 左 道 ， 因 而 它 有 逆 . 当 至 无 限 
时 ， 这 个 事实 对 不 对 ? 

49. 设 责 为 -交接 环 , 证明 ， 多 项 式 环 R[z] 的 强拆 正则 元 都 是 拓 过 元 . 


则 五 的 每 个 素 理 想 都 是 有 医大 理想 . 

51， 如 果 -个 交换 环 下 的 每 个 元 素 a 满足 a? 二 a, 则 下 叫做 个 布尔 (Boole) 环 还 
明 布 尔 环 召 有 性 质 ， 

(0 2a= 对 所 有 ae BR 

(ii) 每 个 素 理 想 了 都 极 大 而 且 R/T 是 特 人 证 2 的 素 域 ; 

(ii) 号 的 每 个 有 限 生成 的 理想 都 可 由 个 元 素 生 成 . 
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52， 设 五 为 -交换 环 ， 7( 五 ) 为 它 的 刘 淮 朴 ， 证 明 下 列 三 条 等 价 ， 

(i) 妖 有 一 个 而 其 只 有 一 个 素 理 柜 ; 

(ii) 也 的 每 个 元 素 不 是 单位 便 是 知 窑 元 

KiiD Bf/r{R) 是 个 域 . 

53， 求 证 ， 如 果 一 个 整 环 只 有 有 限 多 个 理想 ， 则 它 是 一 个 域 . 

54. 设 娠 为 一 整 环 . 求证 ， 如 果 吾 的 任 -由 理想 组 成 的 不 空 集 侣 按 包含 关系 都 有 -个 
极 小 元 ， 则 请 为 -- 域 . 

55。，{ 华 罗 诬 } 设 a,8 为 -- 坏 吾 的 两 个 单位 ， 而 且 ab 一 1 也 是 单位 . 求证 a 一 六 : 和 
{a 一 本 0 ! 一 a 也 是 单位 ， 而 且 满足 下 列 恒等式 


(la-b ll) a !) !=aba -a. 


{此 题 如 在 第 - - 章 已 经 作 过 ， 则 可 直接 应 用 于 下 题 . ) 

56，{ 嘉 当 - 右 馆 尔 - 华 {Cartan-Brauer-Hna)) 设 为 一 体 ，C 为 它 的 中 心 即 C = 
{z Dry 二 yr 对 所 有 ye 了 D}. 又 设 已 为 也 的 一 个 子 体 、 证 明 , 如 果 dFd i! CR 对 DD 
的 所 有 非 零 元 成 立 ， 则 RR= DD 或 者 RRC C，( 参 玉 华 男 遍 、 万 折光 著 的 《典型 群 》 第 - - 章 
810.) 

57、 令 及 胡 示 实 系数 多 项 式 冰 数 全 体 . 按 函数 的 加 法 和 乘法 ， 及 成 _- 环 ， 证明 

(i) 对 每 个 实数 二 映射 六 : f(zZ) 中 了 (有 f(z) € 再 是 及 到 实数 域 及 的 一 个 环 同 态 ; 

但 i) 呈 到 RR 的 任 一 个 环 回 态 必 尽 某 -个 闵 - 

58. 设 五 为 .个 无 限 域 , 在 多 项 式 环 Fjrt,… ,zn] 中 任 给 两 个 多 项 式 f(x1,…,7n) 和 
ne 而 且 g(71,… ,zn) 关 0. 证 明 , 如 果 使 gfe ,… cn) 天 0 的 所 有 点 (cl en) 
而 有 fl ,Cn) 二 0. 则 f(z,: }=0. 

59， 设 到 为 了 个 元 素 的 有限 域 Le 下 的 每 个 非常 元 素 a 有 a = 1). 在 多 项 式 环 
RR = 天 ezn] 中， 多项式 go zw 二 (1 一 29 (1 一 5 )… (1 一 5 ) 具有 如 


下 性 质 ， 
1, 当 (a “ ,Qn) = = (0,.: .0), 


80(6 ,an) 二 | 0, 当 (al ,th ) 天 (0 ey 
G0 甩 人 0 习题 30. 各 多 有 式 fa an) e 及 具有 


al 这 | 0， 当 (an) = 0. 0), 
li Uni 非 尖 元 ， {on An) 天 (0 …….0)， 


则 gz ea) = 一 FI 如 同 go(71、… rn) - 样 具 有 性 质 (1). 由 此 进 一 
步 证 明 g(71.… ,In) 的 次 数 > nlg 一 1). 
61 ( 阿 廷 - 谢 所 药 {Artin-Chevalley)) 设 瑟 且 如 习题 59. 设 忆 中 多 项 式 f(z1,… .Tn) 
的 次 数 < n, n 为 未 定 元 x 的 个 数 ， 而 且 假定 f(0,….0) = 0， 证明 f(z1,… ,zn) 除 
{0,.…,0) 外 还 有 另 个 赤 总 ， 即 存在 -一 个 (a1,… ,an) #0 ,0) 使 得 Ac aa) 三 0 
62， 设 下 为 交换 环 . (ww) = (aoal.ea…)E RI[x]], a € R, 仿 了 二 (0,1;0;0.… 小 
(ai 可 写成 了 = 》 az 证 明 ， 


:=0 


(1) 
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Q 于 基 RI[z]] 的 单位 当 且 仅 当 ao 基 中 的 单位 ; 

(i 召 [[z]] 为 整 环 当 且 仅 当 RR 为 整 环 ; 

fiil 设 卫 为 整 环 ， RI[[z]] 的 商 域 沁 成 F{z}, 其 中 下 为 民 的 商 域 。 下 {x} 的 元 素 9 
可 写成 

8 一 和 (ao 十 0 了 7 十 a22 十) ou EF oF0vEL. 

63. 证 班 ， 如 果 在 交换 环 只 中 每 个 北 单位 a 与 1 的 积 1 十 a 为 单位 ， 则 灵 的 全 部 非 单 
位 构成 尺 的 一 个 极 大 理想 ， 而 且 是 六 的 唯一 瓜 大 理想 . 这 种 环 是 盏 存在 ? 

64. 证 明 :， 如 果 在 整 环 中 中 每 个 非 单位 a (0 除外 ) 与 1 的 和 1 + a 仍 为 非 单位 于 吓 

(i) 五 的 全 部 单位 加 上 0 构成 的 一 个 子 域 ， 记 作 到 ; 

(iD 五 中 下 以 外 的 元 素 都 是 下 上 的 超越 元 

65， 证明. 车 五 为 -无 限 域 ， 则 不 存在 非 零 多 硕 式 ftz) E F[z] 使 得 fx). f(y) = 
f(r 十 态 , 其 中 工 ,yy 在 玉 上 代 教 大 关 . 

66. 设 下 为 -- 域 ， At 人 BR) 为 上 全 矩阵 环 ， 证 明 : ”Mn 下 ) 的 每 个 左 理想 都 是 十 型 

67. 设 G 为 个 阿 贝 尔 妖 ， 与 为 G 的 白 语 态 . 我 们 定义 9 与 的 积 久 "& 为 


(0) = ntla), aeEG. 


显然 G 的 自 同 否 全 体 End(G) 形成 一 个 乘法 么 半 群 ， 由 于 G 的 运算 交换 ， 我 们 还 可以 定义 
有 与 上 的 和 ?+E 为 
+e) = na) + em EG. 

验证 十 E 是 G 的 .个 自 同 态 , 显然 End{G) 构 成 一 个 环 ， 有 单位 元 素 ， 叫 做 交换 奉 
G 的 自 同 态 环 . 

68.， 试 决定 十 列 阿 贝 尔 群 的 自 同 态 环 : 

(i) 移 数 加 法 群 Z.: 

(让 ” 阶 循环 群 G = {0): 

(iiD 有 理 数 加 法 群 Q+; 

(iv) p” 阶 的 初等 产 群 (?.P 站)， 
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这 一 章 我 们 着 手 建 立 整 环 上 的 整除 性 理论 ,回顾 一 下 ， 我 们 已 经 在 整数 环 
上 和 域 上 一 元 多 项 式 环 上 建立 了 整除 的 理论 ， 这 两 个 环 有 许多 共同 之 处 ， 它 们 
都 有 除法 算式 ， 最 大 公 因 子 的 概念 ， 最 后 得 到 唯一 因子 分 解 定 理 . 前 一 节 还 证 
明了 它们 都 是 主 理想 整 环 ， 能 够 保持 这 两 种 大 的 共 辣 特征 市 义 更 一 般 一 些 的 环 
有 欧 几 里 得 整 环 和 主 到 想 整 环 ， 下 面 先 来 讨论 证 理想 束 环 ， 为 此 首先 明确 幕末 
上 的 整除 概念 , 


81 主 理想 整 环 


设 民 为 一 整 环 . 对 任意 元 素 a,b E R, 如 果 存 在 一 个 元 素 cE 中 使 得 c = jc， 
则 8 叫做 a 的 因子 ,a 天 做 5 的 倍数 必 叫 做 整除 a, 记 作 je， 整除 具有 皮 身 性 
ala 和 传递 性 : Bla 且 cb 坟 cla. 还 有 性 质 :cla 且 c 芒 rfua tv 4.vER. 
ljal0 对 所 有 ae RR 成立. 

1 的 所 有 因子 构成 的 集合 = {uw € R|ull} 恰好 就 是 R 的 单位 全 体 构成 的 
乘法 群 . 令 Ta = {valu€U}. 

如 果 aj8 间 时 bla, 则 a,5 叫做 相伴 , 相伴 显然 具有 对 称 性 ， 和 整除 一 样 有 反 
身 性 和 传递 性 ， 因 而 是 一 个 等 价 关 系 ，a,5 相 伴 记 作 a ~b. 若 a ~ bb 则 b= wa， 
同时 a = wwb, 因而 a = vwa, 除去 a = 0 外 ，uv = 1, 因而 4u € U. 反之， 车 
a 二 wb, t EU, 则 6=%-1a, ab 相伴 ， 因 此 与 a 相伴 的 元 素 全 体 为 Ua. 最 后 相 
伴 还 有 乘法 同 余 关 系 ， 即 着 a ~ 5,c~ dL ar ~ bd. 

车 ba 但 a16, 则 5 叫做 a 的 真 因 子 ,每 个 非 零 元 a 有 两 类 平凡 因子 即 如 
和 Ua. 

设 元 素 a 不 是 单位 ， 不 是 零 ， 若 从 a = br 恒 推 出 6~ 2 或 5~1, 见 a 叫做 
一 个 不 可 约 元 . 一 个 不 可 约 元 4 除 两 类 因子 5 和 Ua 外 无 其 它 因子 ， 设 元 素 ” 
不 是 0 不 是 单位 ， 若 从 alBe 恒 推 出 a8 或 ale, 则 a 叫做 一 个 素 元 . 

整数 环 Z 的 单位 群 为 { 土 1}, 素数 是 不 可 约 元 ， 也 是 素 元、 域 上 一 元 多 项 式 
环 Flz] 的 单位 群 是 F" = 五 {0}, 不 可 约 多 项 式 就 是 不 可 约 元 ， 同时 也 是 素 
元 . 

车 cla 且 cjb, 则 <c 叫做 a,8 的 一 个 公 因 子 . a.6 的 一 个 公 因 于 ad 叫做 a,8 的 
一 个 最 大 公 因子 , 如 果 cla 且 cl 则 必 有 cld. 任意 ob 的 最 大 公 因 子 不 一 定 存 
在 ， 如 果 at 的 最 大 公 因子 存在 ， 则 a,b 的 任意 两 个 最 大 公 因 子 di, ds 根据 定 
义 它们 互相 整除 ， 因 而 相伴 四 ~ d2. 

引 理 1 设 呈 为 一 个 整 环 ，a,b 为 中 的 任意 元 素 ， 村 是 
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]) elp 二 (Cl(a). 月 而 a~b 二 (a) = (). 而 且 若 但 ay5b, 则 
(0) C (9) 但 (加) 关 {0); 反之 也 对 ， 

2) a 为 素 元 < (Q) 为 非 索 素 理想 、 因此， 若 (9) 为 非 过 被 大 理想 ， 则 a 
为 素 元 . 

3) 素 元 是 不 可 约 元 ， 因 此 ， 著 1 为 非 索 素 理想 ， 则 9 为 不 可 约 元 . 

证 明 1) 若 al5, 则 5€ (a), 从 而 (办 C (a). 友之, 车 (外 Cc (a) 则 be (a), 从 
而 ac = b,alb. 从 此 青 接 导 出 a ~ 二 > a 人 .然后 得 到 最 后 一 个 结果 ， 

2) 根据 素 理想 和 素 元 的 定义 即 得 第 一 个 结果 . 若 (a) 为 非 零 极 大 理想 ， 根 
据 第 三 章 84. 定理 7 和 8 知 (o) 为 非 过 素 理 想 ， 因 而 a 为 素 元 . 

3) 设 a 为 素 元 ， 反 证 法 . 假若 a 可 以 分 解 成 两 个 真 因子 bc 的 积 a = 
从 而 alic. 由于 e 为 素 元 ， 于 是 a5 或 olc, 妈 a ~b 或 a~c. 这 与 hc 是 a 
因子 矛盾 . 口 

下 面 将 要 看 到 在 一 般 整 环 中 不 可 约 元 不 一 定 是 素 苑 ， 素 理想 不 一 定 是 极 大 
理想 . 但 是 在 主 理想 整 环 中 则 有 

引 理 2 设 民 为 一 个 主 理想 整 环 ， 则 有 

1) 车 a 为 不 可 约 元 ， 则 {a) 为 极 大 理想 

2) 不 可 约 元 为 素 元 ; 

3) 每 个 非 零 素 理想 都 是 极 大 理想 ， 

证 明 1) 设 a 为 不 可 约 元 . 设 N 为 R 的 任 一 个 理想 使 得 (a) C 入 但 
ig) 闫 六. 由 于 瑟 是 主 理想 整 环 ，N = {站 . 从 {a) CN 有 a. 但 是 (a) 六 , 因 
而 85a. 所 以 5 是 a 的 一 个 真 因子 . 由 于 4 不 可 约 , 得 5~1, 即 N= (5)= 
所 以 {o) 为 五 的 极 大 理想 ， 

2) 设 a 为 不 可 约 元 ， 则 {a) 为 极 大 理想 . 从 而 (a) 也 是 素 理想 .根据 引 理 
la 为 素 元 . 

3) 役 交 为 召 的 任 一 非 索 素 理想 . 由 于 中 是 主 理想 整 环 ，N = {a),a #0. 
根据 引 理 1,a 为 不 可 约 元 ， 从 而 (a) 为 极 大 理想 . 口 

引 理 3 设 及 为 一 个 主 理想 整 环 . 对 于 q,bE RR, 车 (a) 十 {四 = (d), 则 dd 是 
Ub 的 一 个 最 大 公 因 了 于， 而 且 d 可 表 成 


d=ud+ vb, uveR. 


证 明 和 )c (dj),(b) C (d) 得 dla,dlb. 4 为 a,b 的 公 因 子 . 设 cla,clb, 于 是 
(QC OB) C(O, 从 而 (@) +( 们 =(d) cl(o), 于 是 cld. 所 以 4 为 a,b 的 一 个 最 


太公 因子 . 口 
多 个 元 素 a1,…,ar 的 最 大 公 因子 可 以 归纳 地 定义 ， 于 是 直接 得 到 下 列 
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推论 设 忆 为 一 个 主 理想 整 环 . 对 于 al,…,ar E 局 , 若 (Gel) 十 … 二 (ar) = (四 ， 
则 各 为 Q1,….ar 的 一 个 最 大 公办 子 而 且 届 可 表 成 


d= + + yrar, WER, 1=1,..,r, 器 


如 果 环 的 理想 序列 N., wa.… 满足 条 件 
NiC Nr 1= 1,2,.… 


则 {Ni;} 叫做 一 个 理想 升 链 
如 果 理 环 环 的 元 素 序列 a1,02,……… 满足 条 件 


Qi+1|Gi; i = 1,2,.… 


则 {ai} 叫做 一 个 因子 降 链 . 

对 主 理想 整 环 好 来 说 ， 五 的 任 一 个 理想 升 固 {(%i)} 可 以 转换 成 一 个 因子 
降 链 {Qi}. 反之 也 对 ， 

引 理 4 1) 主 理想 整 环卫 的 任 一 个 理想 升 链 {(wi)} 量 有 限 . 即 存在 一 个 正 
整数 mm 使 得 {Um) = (am+1) = (am+2) =………. 

2) 对 主 理想 整 环 忆 的 任 一 因子 降 链 {0}. 恒 存 在 一 个 正 整 数 mm 使 得 am ~ 


dm+tl ~ Gm+2 ~ 


证 明 根据 引 理 1, 1) 和 2) 等 价 ， 现 证 昕 ). 令 入 = 上 【jiai). 首先 证 明 六 


是 一 个 理想 ， 对 于 pe N, 有 a,b 分别 属 于 某 个 (ax) 和 (as). 不 妨 设 "< 5， 
于 是 (ar) C (as). 从 而 a € (as). a -be (as). 国 而 a -be N. 对 于 cE, 由 
a € (qr) 得 gc € {ay), 因而 acE N. 所 以 入 是 民 的 一 个 理想 ,因为 R 是 主 理想 
整 环 ，N = (d). 根据 N 的 定义 ，d 属于 某 个 (am). 从 而 入 C (am). 反之 ， 显 
然 (gm) CN, 所 以 六 = (am). 对 任意 大 于 7 的 来 数 nn 有 (am) C (an) CN, 由 
{am) 二 NN 推出 (an) = N. 最 后 得 NN = [am) = (am+1) = {4m42) 一 口 

综 上 所 述 ， 主 理想 整 环保 留 了 整数 环 和 域 上 一 元 多 项 式 环 的 几乎 一 切 整 除 
性 质 (除法 算式 除外 ), 而 且 从 主 理想 整 环 的 定义 出 发 ， 导 出 这 些 性 质 显得 极其 
简明 而 自然 . 因此 在 主 理想 整 环 上 进 - “ 步 建立 唯一 因子 分 解 定理 是 很 白 然 的 事 
情 ， 这 将 在 83 进行 更 广泛 的 讨论 .现在 提 两 个 问题 . 其 一 是 除 上 述 两 个 例子 外 
是 否 还 有 其 它 的 主 理想 整 丈 ? 在 85 未 从 整数 环 2 和 每 个 素数 p 出 发 作出 了 无 
穷 多 个 分 式 环 S512, 其 中 5 = 2 一 (p). 它们 都 是 主 理想 整 环 ， 在 下 一 节 为 我 
们 提供 了 另 一 类 主 理想 整 环 ， 第 二 个 问题 足 在 主 理想 整 环 中 如 何 有 效 地 计算 两 
个 元 素 的 最 大 公 因 子 ? 在 整数 环 和 域 上 一 元 多 项 式 环 中 欧 几 里 得 除法 就 是 一 个 
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计算 最 大 公 因 子 的 有 效 算法 ,但 它 是 建立 在 除法 算式 上 面 的 . 而 对 任意 的 主 理 
想 整 环 来 说 ， 这 种 除法 算式 不 存在 ， 为 了 强调 这 一 优点 ， 我 们 将 在 下 一 节 介 绍 
一 类 特殊 的 主 理想 整 环 ， 即 欧 几 里 得 整 环 . 

最 后 让 我 们 举 一 个 非 主 理想 整 环 的 例子 ， 

例 设 Ziz] 为 整数 环 2 上 一 元 多 项 式 环 . 证 明 Z[z] 是 一 个 非 主 理想 整 
环 ， 我 们 来 证 明 由 2 和 x? 十 1 生成 的 理想 (2, 2» + 1) 不 是 主 理想 . 假若 它 是 
主 理想 ， 可 设 (2,z2 十 1) = (9(z)， 一 方面 , 由 2 € (9g(z)),g(zjl2， 于 是 存在 
h(x) E Z[z] 使 得 2 = g(z)h(x}. 由 于 Z[z] 为 整 环 ， deg9g(z) = 0,deg hlz) = 0， 
因而 g(z) = 1 或 2 (不 妨 取 g(x) > 0， 另 一 方面 , 由 (2,2? 二 1) = (g(2)), 可 
知 9(z) 可 表 成 g(z) = u(x)(z? + 1 +2olzj,u(zjolz) E ZIz]. 用 z= 1 代入 
得 g(1) = 2(ux1) 十 vw(1)), 从 而 2jg(1). 所 以 9g(z) = 2. 再 由 (2.2 上 +1) = (2、 有 
2 十 1€ (2), ?十 1 可 写成 2 十 1 = 2h(x),h(z) € ZIz]. 矛盾 . 


8$2 欧 几 里 得 整 环 


定义 1 设 五 为 一 个 整 环 . 如 果 存 在 玉 的 乘法 半 群 R* = {0} 到 和 白 然 数 
系 N 的 一 个 函数 d(z), 使 得 对 于 任 一 对 元 素 a.5& R,5b 关 0, 存在 一 对 元 素 g 和 
r 满足 

人 二 凶 十 六 
其 中 x+=0 或 7 关 0, 但 d(r) < d(), 则 有 R 叫 做 一 个 欧 几 里 得 整 环 . 

例 1 整数 环 Z 是 一 个 欧 几 里 得 整 环 , 如 果 对 每 个 非 零 整数 a 规定 d(a) = |al. 

例 2 域 屎 上 一 元 多 项 式 环 F[z] 是 一 个 欧 几 里 得 整 环 ， 如 果 对 每 个 非 零 多 
项 式 f(z) 规定 

d(f(7)) = 1+ degf (7)- 

定理 1 于 几 里 得 整 环 都 是 主 理想 整 环 . 

证 明 设 RR 为 一 个 哆 几 里 得 整 环 ，d(x) 为 它 的 如 定义 中 的 函数 . 设 六 为 
的 任 一 理想 . 若 N 为 专 理想 ， 则 它 当 然 是 主 理想 N= (0). 设 Nz(0). 在 N 
中 存在 一 个 非 零 元 素 5 使 得 dl 四 是 最 小 的 ， 即 d(8) < d(x) 对 所 有 非 零 2 & NN. 
对 于 NN 的 任意 元 素 a, 存在 一 对 元 素 %7e 及 使 得 


人 和 一 凶 十 力 


其 中 + 二 0 或 7 关 0 而 有 d(r) < d(b). 由 于 NN 为 理想 ，> =a 一 和 be .根据 
的 取 法 ， = 0. 于 是 a = 99, 妈 4€ (). 从 而 NC Ww). 显然 (四 CN. 所 以 
N= {0. 口 
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欧 几 里 得 整 环 实际 上 是 具有 除法 算式 的 主 理想 整 环 . 正如 整数 环 ， 在 欧 志 
里 得 整 环 中 可 以 应 用 欧 几 里 得 除法 来 求 两 个 元 素 的 最 大 公 因 于 ， 请 注意 ， 同 一 
个 欧 几 里 得 整 环 RR 可 能 有 不 问 的 函数 d(2%).( 当 然 是 满足 定义 1 中 条 件 的 函数 , ) 

下 面 将 从 另 一 个 来 源 来 提供 一 类 欧 几 里 得 整 环 和 主 理 想 束 环 . 

令 Q 表示 有 理 数 域 ， ;mm 表示 一 个 整数 ， 假 定 mm 关 0,1, 而 且 不 会 平方 因 
子 ， 在 复数 域 C 中 由 所 有 rr 十 sVim,r,s & Q, 组 成 的 子 集 记 作 Q(Vmn). Q(Vm) 
对 复数 如、 减 、 乘 、 除 封闭 ， 因 而 构成 复数 瑾 的 一 个 子 域 ， 它 叫做 有 理 数 域 Q 
上 的 一 个 二 次 数 域 . 有 理 数 域 中 有 一 个 重要 的 子 环 即 整 数 环 Z. Q(Ym) 中 也 有 
一 个 重要 的 子 丈 ， 即 代数 整数 丈 ， 如 果 QtV7) 的 元 素 n 在 Q 上 的 极 小 多 项 式 
{ 即 以 w 为 根 的 首 项 系数 为 1 的 次 数 最 低 的 有 理 系 数 多 项 式 ) 基 一 个 整 系数 多 项 
式 ， 则 a 叫做 一 个 代数 整数 、 有理数 的 极 小 多 项 式 为 > - %. 因而 有 理 数 = 
为 代数 整数 当 而 且 仅 当 a 是 有 理 整 数 、 其 次 ， 设 w= +tVm t 关 0. 则 a 的 
极 小 多 项 式 为 一 (a +7 十 Q: 可 二 2 一 287 十 ( 一 m 让 )( 这 里 = 8 一 Vm. 
a 称 为 e 的 范 数 , 记 为 六 (a)). 因而 e 为 代数 糙 数 当 而 且 仅 当 2s 和 宁 一 了 
部 为 整数 . 令 28 = a,a EZ. 又 今 2=b. 刚 8 一 mm 好 = je 一 mm 六). 由 此 可 
知 ， a 为 代数 整数 当 而 且 仅 当 a.6 为 整数 而 且 吧 一 m 归 三 0 (mod 4). 由 此 不 难 
证 明 ,， 当 站 三 2 或 3 (mo 二 时 ，n.b 为 偶数 即 s,t 为 整数 ;， 当 于 三 1 (mod 由 
时 ， wp 同 奇 或 同 偶 ， 反 之 显然 ， 用 Ra 表示 Q(v 砚 ) 中 代数 吾 数 全 体 ， 于 是 

当下 三 2 或 3(mod 由 时 ， Bn = {a+bvVml|a,be 2)}. 

当 mm 三 1 (mod 拉 时 ， Rm = to +bv)lapEZ 且 ab 河 奇 或 同 偶 }， 


由 简单 验算 知 ， Rs 是 Q(V) 的 一 公子 环 ， 叫 做 Q(V 而 ) 的 代数 整数 环 . 
关于 忌 ， 在 什么 情况 足 主 理想 环 ， 甚 至 姨 欧 几 里 得 整 环 ， 至 今 已 知 的 结果 有 ， 

(1) 关于 虚 二 次 数 域 Q(V 万 ), 其 代数 整数 环 为 主 理想 整 环 的 只 有 9 种 ， 即 
nm = —1,—2,—3,—7,—11,—19.—43,—67, —163. 其 中 前 5 种 还 是 欧 几 里 得 整 环 ， 
而 有 函数 dla) 取 a 的 范 数 Na) = nz 它 满足 定义 1 中 条 件 ， 即 能 给 出 除法 算 
式 ， 而 后 4 种 则 下 是 欧 几 里 得 整 丈 ， 即 满足 定义 1 的 函数 dz) 不 存在 . 

(2) 关于 实 一 次 数 域 Q(V 南 ), 其 代数 整数 环 的 范 数 函数 dla) = |N(a)| 满足 
定义 中 条 件 的 只 有 16 种 , 即 1 = 2,3,5.6,7,11. 13,17, 19, 21, 29, 33,37, 41, $7, 73. 

到 于 实 二 次 数 域 的 代数 整数 环 Rn, 有 多 少 为 主 理想 整 环 ， 高 斯 (Gauss) 曾 
精 想 有 无 限 多 个 实 二 次 域 , 它们 的 代数 整数 环 为 主 理想 整 环 . 但 至 今 未 能 证 实 - 

例 1 证 明 高 斯 整数 环 R_1 = Z[V]] 为 欧 几 里 得 整 环 . 

注音 -1 = 3 (mod 泡 ， 有 取 阴 数 dlz) = N(x)， 对 于 oj E RP#O. 

人 


1 
令 3 = t+sVvcLts E Q， 取 整数 u,v 使 得 长 一 公 < z's -中 5 
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q=utvvV— lr =(t-w +{s -uv I 于 是 =g+n 得 
t 
= g++rigd. 


由 oho ER_i, 从 而 m3 Ee Ri 由 计算 dn)= Nn) = (2?+(s-0*< 
了 十 了 <1. 因 而 dr3 = N(nB) = NON(D) < ND =Ad(8). 取 r7=718, 则 
算式 “= 43+7r 满足 定义 1 中 的 条 件 . 

仿 例 1, 可 证 当 m = -2,2,3 时 Rj 为 欧 几 里 得 整 环 ， 再 举 一 个 RB， m 三 
1 {mod 抽 的 例子 . 

例 2 证 明 Rs 为 欧 几 里 得 整 下 . 

注意 -3 三 1 (mod 4), 8-3 = (Bt Dobe Z,a, 辣 寺 或 同 各} 取 


函数 dir) = N(z). 对 a,8 ER.s, 3 天 0. 令 二 + 寺 sV-=3,t,s € Q. 首先 取 
一 个 多数 ”使 得 一 < 了 失职 一 个 和 te 
由 与 了 同 奇 或 阿 偶 . 令 9 = (a4 vuV -3), 二 3(2t— ut {2s ~ vw)V—3). 


a 
二 9+ 得 
Q = 9:1++ ri 


由 于 Q@9,3€ Ra, 从 而 "8 € RR-a. 由 计算 
ot 一 AN Ds 一 个 1 3 
一 Nir se 
dr) = Nn) = (2 ) +3 ( 3 ) <i+ 训 < 


因而 ， 令 一 mt 有 


dtr) =d(riB) = N(rB) = Nm)NG) < AN) = A(F). 
所 以 算式 Qa = 98 十 r 满足 定义 1 的 条 件 . 
仿 例 2, 可 证 当 rm = 一 11, 一 7,5,13 时 8,, 为 欧 几 里 得 整 环 . 
§3 ”唯一 因子 分 解 整 环 


定义 2 设 召 为 一 整 环 ， 如 果 已 满足 于 列 两 条 件 ， 则 叫做 一 个 唯一 因 
子 分 解 整 环 , 也 叫 高 斯 整 环 . 
1) 卫 的 每 个 非 零 非 单位 的 元 素 a 恒 可 写成 有 限 多 个 不 可 约 元 素 的 积 


和 三 Dm.…pr. 
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2) 上 述 分 解 在 相伴 意义 下 是 唯一 的 , 即 若 元 素 a 有 两 种 分 解 4 = pip2… pr = 
2-…gs, 则 ?= 3 而 且 适 当 改 换 q, 的 脚 标 可 使 


fi ~ Di: t= 1,2,...,7. 


例 整数 环 和 域 上 一 元 多 项 式 环 都 是 唯一 因 了 分 解 乏 环 , 将 会 立刻 看 到 ， 主 
理想 整 环 也 是 唯一 因子 分 解 整 环 ， 
如 果 对 于 整 环 六 的 任 -- 因 子 降 链 


CT1:CQ2) an+ilan， 了 一 1 2. 
但 存 在 一 个 正 整数 mn 使 得 
(nm ~ nt ~ tm-2 人 


则 说 整 环 满足 因子 链条 件 . 

引 理 1 若 整 环 忆 满足 因子 链条 件 ， 划 定义 2 中 的 条 件 1) 在 召 内 成 立 . 

证 明 上 反 证 法 .假设 条 件 1) 在 五 内 不 成 立 . 用 S 表示 R 中 不 满足 条 件 1 
的 非 雷 非 单位 的 元 素 构成 的 子 集 ， 则 8 非 空 ， 月 PP 表示 由 的 -- 切 非 空 子 集 
作 元 素 构 成 的 集 ， 设 /为 已 上 的 一 个 选择 函数 ， 即 了 是 一 个 映射 P 忆 5S 使 得 
JU) € 4 对 所 有 4 e P.( 参 看 第 零 章 87) 对 于 仁 一 元 未 as 3, 用 S(o) 表示 a 
在 S 中 的 全 部 真 因子 构成 的 于 集 . 求证 5{a) 对 所 有 a e 5S 都 不 是 空 集 、 因 为 
ae 5, a 不 是 不 可 约 元 ， 设 4 == br 为 一 个 真 分 解 , 即 b,c 部 不 是 单位 , 若 5 和 ce 
都 不 属于 5S, 则 5b 和 < 都 可 以 写成 有 限 多 个 不 可 约 元 的 乘积 那么 & = be 也 将 
写成 有 限 多 个 不 可 约 元 的 积 . 这 与 ee 3 矛盾 . 所 以 ，b 或 < 必 于 5, 从 而 b 或 
c 属于 S(a). 所 以 S(a) 不 是 空 集 ， 然后 应 用 选择 函数 j 构造 出 一 个 唯一 的 因子 
降 链 


0 Ql G2 "" Qn+1|an (1) 


而 且 
Qn Rantt, =0,1,2,. 


令 So = 5,ao 二 f(So). 由 于 5(ao) 非 空 , 令 au = fj(Stao)). 由 于 at € Sooh al|on 

有 ai x oo: 假设 已 构 得 出 S 的 一 个 序列 ao,eb ant+llai 县 ai+ 光 Qi 一 

0.1 .nn -1 由 于 Son) C 5 而 且 非 室 ， 取 al = (Slan)) 于 是 antilon 且 

an+1 XX an. 根据 归纳 法 构造 ， 于 是 构造 出 一 个 唯一 的 无 限 的 因子 降 链 (1). 这 与 

引 理 1 的 假设 抵触 .因而 S 必须 是 空 集 ， 所 以 RR 满足 定义 2 中 的 条 件 切口 
定理 2 设 整 环 如 满足 条 件 
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1) 因子 链条 件 ; 

2) 每 个 不 可 约 元 都 是 素 元 ; 
则 如 是 一 个 唯一 因子 分 解 整 环 . 

证 明 根据 引 理 1,8 的 每 个 应 专 韭 单位 的 元 素 a 部 可 分 解 成 有 限 多 个 不 可 
约 元 的 乘积 : 


4 = N12 Pr, 


因而 召 满足 定义 2 中 的 条 件 1). 至 于 R 满足 定义 2 中 的 条 件 2), 即 分 解 唯一 
性 ， 其 证 明 几 乎 是 完全 重复 整数 环 2 的 算术 基本 定理 中 的 唯 -性 的 证 明 、 在 这 


里 就 不 重复 了 ， 所 以 召 是 一 个 唯 … 因 子 分 解 整 环 . 口 
推论 主 理想 整 环 是 唯一 因子 分 解 整 环 
证 明 根据 红 . 引 理 2 和 引 玛 4 即 得 , 口 


我 们 知道 ， 在 整数 环 和 域 上 -元 多 项 式 环 中 从 最 大 公 因 子 的 存在 可 以 推出 
不 可 约 元 为 素 元 这 一 事实 ， 这 对 于 任 一 个 最 大 公 因 子 存在 的 整 环 也 是 成 立 的 . 

引 理 ?假设 整 环 已 的 任 一 对 元 素 都 有 最 大 公 因 子 ， 用 (a, 四 表示 元 素 a,b 
的 一 个 最 大 公 因 子 ， 则 有 cla, 了 ) ~ (cu, cb)， 

证 明 当 c=0 或 (@, 有 四 =0 时 结论 显然 成 立 ， 因 此 不 妨 设 < 了 0.(a, 站 冯 0. 
将 (a,8) 和 (ca, eb) 分 别 简 记 作 d 和 e. 一 方面 cdlca,cdleb, 所 以 cdle. 于 是 e 可 
表 成 e = cdu. 我 们 证 明 为 单位 ， 捉 实 下 ， elen, 设 ca = ev, 于 是 ca = cdit, 
因 c 关 0, 可 以 消去 6, 得 a = due. 同 理 户 = duw', 因而 dul(a,b), 于 是 duld, 设 
d 二 duu', 央 d 关 0, 消去 d, 得 1 = wa 让 为 单位 所 以 ¢ ~cd. 口 

引 理 3 设 整 环 忆 的 每 一 对 元 总 者 有 最 大 公 因子 ， 则 民 的 每 个 不 可 约 元 为 
素 元 . 
证 明 设 p 为 任 一 不 可 约 元 , 假设 plab. 令 d 为 p.a 的 一 个 最 大 公 因 子 , 若 
d ~ p, 则 pla. 否则 可 设 d= 1, 于 起 b= Bd 为 志和 bn 的 一 个 最 大 公 因子 ( 引 理 
2). 由 假设 p 为 如 和 ab 的 一 个 公国 子 ， 从 而 plb. 总 之 ， pla 或 pl 所 以 p 为 
一 个 案 元 . 口 

定理 3 若 整 环 民 满足 下 列 两 条 件 

1) 及 中 因子 链条 件 ， 

2) 召 中 每 一 对 元 素 孝 有 最 大 公 因 子 ; 
则 六 是 一 个 唯一 因子 分 解 音 环 . 

证 明 由 定理 2 和 引 理 3 即 得 . 口 

设 召 为 一 个 唯一 因子 分 解 整 环 ， 于 是 RR 的 每 个 砷 零 韭 单位 的 元 素 a 可 以 
写成 有 限 多 个 不 可 级 元 的 积 ， 为 了 引进 标准 分 解 式 ， 在 每 个 不 可 约 元 的 相伴 类 
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中 取 定 一 个 代表 ,于 是 得 到 不 可 约 元 的 相伴 代表 系 , 记 作 5. 每 个 不 可 约 元 恰好 
与 3 中 一 个 代表 相伴 , 于 是 它 可 写成 这 个 代表 和 一 个 单位 的 积 . 这 样 吾 的 每 个 
非 专 元 素 a 可 以 唯一 地 写成 5 中 元 素 的 方 寡 和 一 个 单位 的 乘积 


二 世 II Di GE 也 (2) 


mES 


其 中 m > 0 而 且 除 有 限 多 个 ri 外 其 余 全 为 0 (2) 叫做 0 的 标准 分 解 式 . 当然 
标准 分 解 式 依赖 于 相伴 代表 系 的 选取 ， 设 be R.5 关 0.b 的 标准 分 解 式 为 


b=u II pr uw EU. 
peES 
不 难 证 明 下 列 事实 : 
1) alb > mi 和 5 对 所 有 PEeS 因而 aa~8 和 六 二 5 对 所 有 Pi € 5. 
2) a 的 因子 分 成 让 伴 类 ， 其 类 数 有 限 ， 实 际 上 有 [frs + 1) 类 . 因此 ， 因 


子 降 链 条 件 在 中 成 立 

3) 令 ei 二 min(m,52), 则 d= I pr* 是 a,b 的 最 大 公 因 子 , 其 中 ww EV. 
piES 

和 令 mi 二 max(75 9), 则 m= 二 vv][ PY 是 a,5 的 最 小 公 倍 数 , 其 中 < TV. 
PES 


由 此 可 知 ， 定 理 2 和 定理 3 的 逆 定 理 部 成 立 . 

在 下 一 节 将 要 看 到 ， 唯 一 因子 分 解 整 环 比 主 理想 整 环 要 广泛 得 多 ,后 者 作 
为 前 者 的 一 个 子 类 有 如 下 的 刻画 ， 

定理 4 一 个 叭 一 因子 分 解 整 环 民 是 主 理想 整 环 的 充 要 条 件 是 嘱 满 足下 列 
条 件 之 一 ; 

1) 元 素 a,bERR 的 最 大 公国 子 恒 可 表 成 a,6 的 纽 合 . 

2) 忆 的 每 个 不 可 约 元 生成 的 主 理想 为 极 大 理想 . 

证 明 

1) 必要 性 由 81 引 理 3 导 出 .下 证 充分 性 . 根据 题 设 可 知 R 中 两 个 主 理想 
的 和 仍 为 一 个 主 理想 (a) + (0) = (可 ,4 就 是 ob 的 一 个 最 大 公 因 子 . 设 入 为 也 
的 任 -- 非 零 理想 . 求证 N 为 主 理想 ， 首 先 在 入 内 取 定 一 个 非 零 元 素 a1. 若 差 
集 N 一 (a1) 非 空 ， 则 在 六- (a1) 内 取 定 一 个 元 素 六, 令 (a1) 十 (b1) = (02). 于 
是 (a1) c(os) 且 (@) 关 (oa), 若 六 一 (oz) 非 空 ， 则 在 N - (az) 内 取 定 一 个 元 素 
by. 邻 (a2) + (52) = (as), 于 是 (a2) C (a3) 且 ias) 天 (aa). 如 此 继续 下 去 ， 最 多 
步 后 N - (an) 为 空 集 ， 其 中 n 不 超过 包含 (a1) 的 主 理想 的 个 数 ， 这 个 数目 等 
于 a 的 相伴 因子 类 的 类 数 ， 这 就 证 明了 NN = (en 小 
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2) 必要 六 由 $1 引 理 2 导出 . 下 证 充分 性 ， 设 a,5 为 BR 的 不 相伴 的 不 可 
约 元 ,根据 题 设 (a) 和 (8) 是 极 大 理想 而 且 (a) 关 (外. 于 是 (a) + () = RR, 因而 
(a), (5) 互 素 ， 其 次 设 a,6 为 R 的 任意 两 个 非 零 元 ，d 为 0,b 的 一 个 最 大 公 因 
子 . 令 Q= dai,b 二 db. 则 oa 的 每 个 素 因 子 和 好 的 每 个 素 因 子 不 相伴 ， 因 而 它 
们 分 别 生 成 的 主 理想 手 素 ,重复 地 应 用 第 三 章 82 的 引 理 的 2), 理想 (ai) 与 (bh) 
碧 素 . 于 是 


(0) + (b) = (Qa1) + (Db) = (Oe) + (b= (办 ， 


因此 a,5 的 最 大 公 因子 可 表 成 a,b 的 组 合 . 这 就 证 明了 满足 条 件 1). 出 9 的 
证 明 可 知 RR 为 一 个 主 理想 整 下 . 口 

下 面 举 一 个 唯一 因子 分 解 定 奋 在 其 中 不 成 立 的 整 环 . 

例 设 R=2IV- 引 = {a+bV-5|abe 中正 是 Q(V-5) 的 代数 整数 环 - 
我 们 指出 R 中 存在 不 可 约 元 , 但 非 素 元 首先 决定 吾 的 单位 . 设 =atbV-5 
是 一 个 单位 ， 则 存在 一 个 3 = e+ dV 一 5 使 得 eg = 1. 取 范 数 得 1 = Na9) = 
NN(a) ,NG 由 于 入 (a), N(8) 为 正 整数 ， 推 出 NA(a] = 了 即 吧 十 玉 二 1. 从 而 
b=0,a = 土 l. 所 以 召 仅 有 单位 士 ], 因此 ， 有 R 的 元 素 a,8 相伴 的 充 要 条 件 是 
a = 二 8. 6 在 民 中 有 两 种 分 解 


6=2.3= (1+V-5)(1— v5). 


我 们 证 明 2,3 和 1 土 V-5 部 是 中 的 不 可 约 元 , 设 1+ V-5 有 分 解 1+ V-5 = 
(Qa+bvV-5)(c+ dv-5). 取 范 数 得 6= (o2 + 582)(ez 十 5). 从 而 推出 o2 + 502 = 
22+5d 二 3 或 +5 = 1,c2+ 5d = 6( 还 有 两 种 情况 与 此 对 称 ) 前 者 
不 可 能 ， 只 能 是 az + 8 = 1 或 必 ++5d? = 1， 从 而 推出 e+bw-5= 士 ] 或 
cdwV5= 二 L. 所 以 1+ V5 是 不 可 约 元 ， 同 理 可 证 1 -~ V-5 2 和 3 都 是 不 
可 约 元 .而 且 它 们 彼此 不 相伴 ， 同时 也 说 明 6 和 2(1+ V5) 的 公 因子 只 有 十 2 
和 二 (1 + v=5), 但 它们 都 不 是 最 大 公 因 子 . 

说 明 上 面 例子 告诉 我 们 , 整数 环 Z 的 算术 基本 定理 不 能 推广 到 二 次 数 域 的 
代数 整数 环 上 去 . 但 是 将 关于 元 素 的 算术 基本 定理 换 写成 关于 理想 的 定理 “ 束 
数 环 Z 的 任 一 非 零 非 单位 理想 (n) 恒 可 唯一 地 写成 一 些 素 理想 (p,) 的 方 寒 的 乘 
积 (n) = 人) … (pr)“”. 那么 它 就 可 以 推广 到 Rn 上 去 . 戴 德 金 (Dedekind) 
根据 库 默 尔 (Kummer) 的 理想 数 朴素 思想 提出 了 现代 形式 的 理想 概念 ， 并且 成 
功 地 证 明了 关于 代数 整数 环 的 算术 基本 定理 : “定数 域 的 代数 整数 环 中 任 一 非 
去 非 单位 理想 4 恒 可 唯一 地 写成 一 些 素 理想 mi 的 方 守 的 乘积 4 二 … pr 
就 上面 的 例子 来 说 ， 在 R_s 中 6 有 两 种 分 解 6= 2.3 = (1+V-5)(l 一 v5). 
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把 它 写成 理想 的 形式 有 
(6) = (2).(3) = (1 + V-5) (1 ~ V 二 5)， 


就 会 发 现 理想 (2), (3), (1 + V- 引 ) 和 (1 一 V- 引 并 非 伏 大 理想 ， 而 是 可 以 进一步 
分 解 的 ， 实 际 上 ， 令 


五 = (2,1+vV-), B=(3,1+ V8), 
P= (2,1— Vv-5), P=(3,1- v5). 


不 难 证 明 只,…, 忆 都 是 R_s 的 极 大 理想 ， 而 且 有 下 列 分 解 : 
(WY)=P:PB, 3)=B: Ph, (1+vV-=P:.h, -v=B:.h, 
于 是 (6) 就 得 到 最 后 的 分 解 


{6) 三 Fa PB 。 
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在 高 等 代数 里 已 经 知道 ,唯一 因子 分 解 定理 可 以 从 整数 环 Z 推广 到 它 上 面 
的 一 元 多 项 式 环 ， 这 种 推广 带 有 普遍 性 ， 就 是 说 ， 高 斯 整 环 上 一 元 多 项 式 环 仍 
然 是 高 斯 整 环 . 

设 BR 为 一 高 斯 整 环 ， RIz] 为 RR 上 一 元 多 项 式 环 ， f(x) = ao + arz + 
二 anz” E RIz], 用 (Qo,Q1,… ,Qn) 表示 al，……an 的 一 个 最 大 公 因 子 . 
[aoyat an) 叫做 f(z) 的 容 度 , 记 做 cf = (oa ,an),e(f) 在 相伴 意义 
下 由 f(z) 唯一 决定 . 

如 果 c({f) ~ 1 则 f(z) 叫做 一 个 本 原 多 项 式 ,R[z] 中 的 单位 是 零 次 本 原 多 
项 式 ， RIz] 中 的 一 个 不 可 约 元 或 者 是 R 中 一 个 不 可 约 元 或 者 是 -个 正 次 数 多 
项 式 ， 如 为 后 者 ， 则 它 是 一 个 容 度 为 1 的 不 可 约 多 项 式 ,也 就 是 一 个 不 可 约 的 
本 原 多 项 式 ， 反 之 ， 一 个 不 可 约 的 本 原 多 项 式 是 Riz] 的 一 个 不 可 约 元 . 

引 理 1 8[z] 中 任 一 个 非 震 多 项 式 f(x) 恒 可 写成 一 个 常数 中 和 一 个 本 原 儿 
项 式 有 (zx) 的 积 ,而 且 d 和 户 (z) 在 相伴 意义 下 由 f(z) 唯一 决定 ， 

证 明 设 f(r) = am +aliz 二 十 Gnzx") 令 d= 二 c(f) = (ap,al Un);Qi 二 
qd f(z) 二 二 2 二 十 zm. 于 是 了 (zx) = Qi(7), 有 1(z) 为 本 原 多 项 式 . 设 
f(z) = ef2(7) 为 任 一 分 解 ，e € RR, Pa(z] 为 本 原 , 令 户 (7) = 加 十 页 十 -十 b 
由 于 

cf)~ (dao, da1,***, da,) ~ op an) ~ d. 


146 第 四 章 整 环 的 整除 性 


同样 c( 六 ~ (ebo,eb1,-…,ebn) ~ elbo,Bb1,-… ,bn) ~ €. 所 以 d~e. 令 Ee 二 wd 为 
单位 .于 是 (zx) = wjo{z), f(x) ~ fo(7). 口 

根据 引 理 1, 分 解 ffz) 可 以 分 别 对 常数 d 和 本 原 多 项 式 进行 分 解 。 d 在 RR 
中 的 分 解 ， 存 在 性 和 唯一 性 已 不 成 问题 ， 一 个 正 次 数 本 原 多 项 式 在 R[z] 中 分 解 
成 有 限 多 个 不 可 约 元 的 积 ， 这 种 存在 性 也 没有 问题 ， 问 题 在 于 分 解 的 唯一 性 . 
为 了 证 明 叭 一 性 ， 需 要 解决 两 个 问题 : 

1) Blz] 的 本 原 多 项 式 集合 对 乘法 封闭 ; 

2) 设 下 为 号 的 商 域 ，BR[z] 中 一 个 正 次 数 不 可 约 多 项 式 是 否 在 F[z] 中 也 
不 可 约 ? (根据 第 三 章 86 定理 14 的 推论 可 知 R[x] 可 以 姐 入 FIz] 中 ,作为 Fl[z] 
的 一 个 子 环 . ) 

引 理 2 (高 斯 引 理 ) 本 原 多 项 式 的 积 仍 为 本 原 多 项 式 . 

证 明 设 f(x) = qo 二 az+ 二 Qamz” 和 g(x) = Bo+DIz+…… 二 bnz" 为 
两 个 本 原 多 项 式 ， 令 f(z) . 9(z) = h(z). 反 证 法 . 假若 h(x) 非 本 原 ， 则 将 存在 
R 的 一 个 不 可 约 元 p 整除 c(h). 由 于 f(z) 为 本 原 ， 可 设 a; 是 ao,a1,… 中 最 前 
一 个 不 被 p 整除 的 . 同样 ， 设 5, 是 bo,b1.…. 中 最 前 一 个 不 被 p 整除 的 .考虑 
h(x) 的 zx"ts 项 的 系数 cr+s 


Ch+s 二 Gobr+s 十 … :十 Gr_-tbs+1 十 Qnbs 十 artibs—l 十 "二 Cr 十 9B0， 


在 上 式 中 wb 一 项 不 被 整除 外 ， 其余 各 项 都 被 整除 ,因而 不 能 整除 cr4。， 
这 与 le( 及 ) 巴 慎 ， 所 以 hlz) 为 本 原 0 

引 理 3 设 下 为 高 斯 赫 环 及 的 商 域 ， [zl 根据 第 三 车 定理 14 的 推论 看 作 
F[z] 的 一 个 子 环 于 是 

1) 设 fz) 和 g(x) 为 召 z] 的 任 两 个 本 原 多 项 式 ， 则 f(z) 和 g(xz) 在 Rx] 
中 相伴 当 且 仅 当 f(z),9(z) 在 FIz] 中 相伴 . 

2) Pb] 中 任 一 非 过 多 项 式 f(z) 恒 可 表 成 j(z) = 上-g(a\dee 好 g(r) 为 
R[x] 本 原 多 项 式 ， 而 且 在 RR[z] 中 相伴 意义 下 9(7) 由 f(T) 唯一 决定 . 

证 明 1) 车 f(z) 和 glz) 在 RId] 中 相伴 , 则 它们 白 然 在 [2] 中 相伴 . 反之， 
设 /fa,gfz) 在 Fle] 中 相伴 , 即 f(z) 可 写成 f(z) = 39(7).a,b ER,a #0,b #0 
于 是 8f(z) =aglz), 根据 引 理 1, 在 R 国 中 有 a~b 于 是 a=w.bu 为 也 的 一 
个 单位 ， 因 而 Flz) = wg(z). 郑 f(z),9(z) 在 RU 中 相伴 . 

2) 设 f(z) = 于 ee 下 € Flzj,ai bi € R, Hz) 关 0 令 e 表 
示 bw,…,bn 的 一 个 最 小 公 售 ， 于 是 f(z) = 了 ,万 (z)，Atz) e Bl 根据 引 理 
1 f(s) 可 可 成 太 G) = dg 人 ad e RR, 9(z) 为 本 原 多 项 式 ， 于 是 f(z) = 59(a 
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设 f(x) 还 可 写成 fix) = 54(2).a,b E RR, htz) 为 Riz] 的 一 个 本 原 多 项 式 ， 则 
9(7),h(zx) 在 上 [z] 中 相伴 . 根据 1) 它们 在 RIa] 中 也 相伴 口 

推论 若 一 个 正 次 数 本 原 多 项 式 g{7) 在 召 z] 中 不 可 约 ， 即 不 能 写成 两 个 正 
次 数 多 项 式 的 积 ， 则 9g(z) 在 下 zr] 中 忆 不 可 约 . 

证 明 反 证 法 . 假设 g(x) 在 F[z] 中 可 约 . 设 gz) = (x) .atz),A(z) E 

Flz ,deg f(z) > 0. 根据 引 理 3,2),fi(z) 可 表 成 
f(z) 一 Qigi (xz), i= 1,2, 
其 中 oi € Fgi(7) € R[x] 为 本 原 ， 于 是 
g{7) = QQ2g1 (7)g2 2). 
根据 引 理 2, gi(zjge(z) 为 本 不 . 根据 引 理 3,1), g(x) 和 gi (zx) -gz(z) 在 只 zx] 中 相 
伴 ， 即 aias € RR, 而 且 deg 9;(z) > 0, 这 与 g(7) 在 RIz] 中 不 可 约 矛 导 . 口 

设 忆 的 任 一 非 零 元 素 a 分 解 成 4 = f(x) g(x), f(z),g(z) € Rlz]. 由 于 民 为 
束 环 ， 求 所 次数 性 质 有 0 = deg Fiz) + deg g(x), 从 而 deg f(x) = deg y(x) = 小 即 
f(xj,glz) € R. 由 此 可 知 &a 在 RIz] 中 进行 分 解 实际 上 是 在 六 中 进行 分 解 ， 而 
于 下 的 不 可 约 元 也 是 R[x] 的 不 可 约 元 、 另 外， RIz] 的 任 一 本 蛛 多 项 式 f(x) 的 
任 一 因 式 显然 还 是 本 原 多 项 式 ， 因 此 ， 任 一 本 原 多 项 式 在 R[zl 内 进行 分 解 实际 
上 是 在 本 原 多 项 式 集 人 台中 进行 分 解 ， 

定理 5 高 斯 整 环 且 上 的 一 元 多 项 式 环 仍 为 一 高 斯 整 环 , 

证 明 设 f(z) 为 Bfz] 的 任 一 多 项 式 ，fix) 关 0 而 且 非 单位 根据 引 理 1， 
Flzj = dglzx),d € ,glz) 为 一 本 原 多 项 式 . 根据 上 面 的 说 明 . 若 4 非 单位 ， 则 
d 在 RIz] 中 分 解 成 不 可 约 元 pl,… ,pt 之 积 ， 且 ps € 了 及. 若 g(x) 为 一 正 次 数 多 
i 0 < 
deg gi(z)+deg g2(z), deg 9i(2) < deg 9(2). 因此 对 g(x) 的 次 数 作 归纳 法 可 证 g(2) 
可 分 解 成 本 原 的 不 可 约 多 项 式 q1(Z),… gr(7) 之 积 而 且 deg qi(2) > 0, 于 是 fz) 
最 后 分 解 成 RIz] 的 不 可 约 元 的 乘积 

fr} = pi prqi(r) qr (2). 
其 次 ， 证 明 分 解 的 叭 -一 性 ， 设 
f(z) = pp Pind (zg (2) gs (7) 
为 任 一 分 解 ， 其 中 六 为 的 不 可 约 元 ， W(x) 为 RIz] 的 正 次 数 不 可 约 本 原 多 
项 式 ， 根据 引 理 2 [wz) 和 [ai(2) 部 是 本 原 多 项 式 ， 根 据 引 理 1 得 


Tx:~ TI», ez) ~ 1a) 


148 第 四 章 整 环 的 整除 性 


Dip 二 


q (2)g2(2) 9s(z) = vq (2)g2(7) gr 人 2)， 

其 中 tw 为 单位 .由 于 R 为 高 斯 整 环 ， 从 前 一 式 得 mx = t, pi 的 肢 标 作 适 当 改 
写 可 使 pr ~ pi, i 二 1,2,…,t. 将 后 一 式 放 到 FIz] 内 去 考虑 ，F 为 RR 的 商 域 . 
根据 引 理 3 的 推论 ,， 这些 g(z), qi(z) 在 下 [x] 内 仍 不 可 约 . 于 是 7 = s, 适当 改换 
&(z) 的 胸 标 可 使 g(xz) 和 qi(x) 在 F[z] 内 相伴 . 根据 引 理 3,1),qi{z) 和 gi(z) 在 
R[z] 内 也 相伴 . 这 就 证 明了 分 解 的 唯一 性 ， 所 以 召 了 z] 为 一 高 斯 整 环 ， 口 

推论 设 部 为 一 个 高 斯 整 环 , 则 召 上 (n 个 未 定 元 的 ) 多 元 多 项 式 环 召 [71，…,Za] 
也 是 高 斯 整 环 . 

一 个 域 上 的 一 元 多 项 式 环 Flz] 有 无 限 多 个 互 不 相伴 的 不 可 约 多 项 式 . 
但 是 一 般 不 易 判 断 一 个 给 定 的 多 项 式 是 否 是 不 可 约 的 . 如 果 下 是 一 个 高 斯 整 环 
民 的 商 域 ， 那么 我 们 根据 本 原 多 项 式 的 理论 ， 利 用 R 的 不 可 约 元 可 以 明确 地 作 
出 Fx] 的 一 类 重要 的 不 可 约 多 项 式 . 

定理 6 ( 艾 森 斯 坦 羯 别 法 ) 设 下 为 一 高 斯 整 环 中 的 商 域 ， 下 [2] 为 上 一 
元 多 项 式 环 . 设 f(t) 二 Qo 十 Qa1x 十 … 十 anZ" € R[x], an 关 0n>1 著 召 有 一 
个 不 可 约 元 D 满足 : 

1) pla;, i=0,1,.…,n—1: 

2) Prt ao, pt an; 
则 F(z) 在 FIz] 内 不 可 约 ， 换 名 话说 f(x) 在 至 [z] 内 不 能 写成 两 个 正 次 数 多 项 
式 的 积 ， 

证 明 反 证 法 . 假设 f(z) = g(z)h(z)， 

g(t) =b0 +hrt+.. + br bi€E Rb, #0,7>0, 
hiz)=co+cTt++ crs, ci ER,cs #0,s>0. 


由 于 RR 为 整 环 ，r < ms<m. 由 于 gloo 但 妃 1o0, 和 ew 丛 有 一 个 被 p 整 
除 . 不 妨 设 p+ bo, pleo. 又 因 了 二 an， 所 以 ptb.,pt es. 设 人 是 co，…，cs 中 第 一 
个 不 能 被 p 整除 的 ， 则 0 < j < s. 考虑 qi 


Qj = boc;+hicy-i+.*'+oco 


在 上 式 右 端 ci 不 被 p 整除 ， 但 其 余 各 项 都 被 p 整除 ,因而 p+ 0;、 可 是 
j < s<m, 这 与 题 设 矛盾 口 
满足 定理 6 中 条 件 的 多 项 式 叫 做 艾 森 斯 坦 (Eisenstein) 多 项 式 . 
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例 1 对 于 任 一 素数 p 和 正 整 数 n,z" 一 p 是 Z[z] 中 的 艾 森 斯 坦 多 项 式 ， 因 
而 在 Q[z] 中 不 可 约 . 

例 2 在 高 斯 整数 环 R_1 = 2Z[V=- 半 中 令 r=1-V=-]I. 范 数 N{7) = 2, 巾 
此 可 以 证 明 站 是 五 -; 的 一 个 不 可 约 元 . 今 f(7) = z 二 az 十 十 Gn-iX 十 开 - 
让 a1,…,an-1 取 在 主 理想 (x) 内 ， 则 f(x) 就 是 Q(V-1} 上 的 不 可 约 多 项 式 . 


$5 希 尔 伯 特 基 定理 


在 这 一 节 简 单 介绍 诺 特 (E.Nocther) 环 . 它 是 一 类 相当 广泛 的 环 . 而 且 把 很 
多 重要 类 型 的 环 部 包括 在 内 . 
定义 3 如 果 一 个 交换 环 忆 的 每 个 理想 升 链 


NICN Ce 


部 有 限 ， 即 存在 一 个 正 整 数 m 使 得 
Nm = Nm+1 = Nm+2 = 


则 称 满足 理想 升 链 条 件 ， 如 果 一 个 交换 环 RB 满足 理想 升 链条 件 ， 则 五 叫做 


诺 特 环 . 
主 理 想 环 , 特别 是 整数 环 和 域 十 一 元 多 项 式 环 部 是 诺 特 环 . 二 次 数 域 Q(Vnm) 
的 代数 整数 环 Bm 也 是 诺 特 环 . 


如 果 一 个 交换 环 忆 的 由 理想 组 成 的 任 - 一 个 非 空 集合 ( 按 包 含 关系 是 一 个 偏 
序 集 ) 都 有 极 大 元 ， 则 称 满足 关于 理想 的 极 大 条 件 或 简称 如 满足 极 大 条 件 . 

定理 7 对 于 住 一 交 摘 环 户 来 说 ， 下 列 叙 述 备 价 : 

1) 忆 是 一 个 诺 特 环 ; 

2) 忆 满足 理想 的 极 大 条 件 ; 

3) 忆 的 每 个 理想 都 是 有 限 生成 的 ， 

证 明 1) 二 分 反 证 法 . 假设 存在 R 的 理想 构成 的 一 个 非 空 的 集合 5. 使 
得 5 按 包 含 关 系 没有 极 大 元 . 令 书 表 示 5 的 一 切 非 空子 集 构成 的 集 ， f 表示 
P 十 的 一 个 选择 函数 .根据 f 可 构造 出 且 的 一 个 无 限 的 严格 递 升 的 理想 链 


NICN2C.., Ni Nt, 1 = 1,2,*: (1) 


首先 取 Ni = f(S). 令 51 表示 8 中 真 包含 Ni 的 一 切 理想 构成 的 子 集 ， 由 于 5 
没有 极 大 元 ， 51 不 是 空 集 ， 而 且 51 也 没有 极 大 元 ， 因 为 ， 若 51 是 空 集 、 则 
Ni 将 是 8 的 一 个 极 大 元 ， 这 与 关于 5 的 假设 抵触 ， 若 51 有 一 个 疏 大 元 4, 则 
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寻 将 也 是 5 的 一 个 极 大 元 ， (因为 若 4 CB 对 蘑 一 个 Be 5, 将 有 和 CB, 从 
而 Be Si. 根据 和 4 为 51 的 极 大 元 推出 B= 4. 4 将 不 5 的 一 个 极 大 元 .) 这; 
又 与 5 的 假设 抵触 ， 然 后 取 Ne = f(S;). 于 是 Ni C Ni 但 Ni 关 N2. 重复 上 面 
的 方法 ， 从 Ne 构造 出 Ns. 于 是 递归 地 可 以 构造 出 一 个 无 限 的 严格 递 二 的 理想 
链 (1). 这 与 1) 抵触 .所 以 2) 成 立 . 

2 全 3). 设 N 为 R 的 任 一 个 理想 ， 求证 入 有 限 生成 没 5 是 由 六 的 一 
切 有 限 子 集 生 成 的 理想 所 构成 的 集合 根据 题 设 ，$S 有 一 个 极 大 元 . 设 4 是 它 
的 一 个 极 大 元 , 于 是 4 CN 而 且 4 有限 生成 . 求证 4 = N. 假若 44 取 六 , 则 将 
存在 一 个 元 素 aEN 但 ag 4. 作 B=4-().4CB,4#B. 这 与 4 为 5 的 
极 大 元 抵触 .所 以 N = 4 是 有 限 生 成 的 .因而 3) 成 立 ， 

3 全 1)， 设 


ATCGNoC Ni:C Nin,; i=1.2,.... (2) 
为 望 的 任 一 个 理想 升 链 ,求证 它 有 限 ， 今 N = [jw 由 于 (2) 是 一 个 升 链 , 易 


乔 Y 是 一 个 理想 . 根据 3)N 是 有 限 生成 的 . 设 N = (a1,…,ar). 根据 六 的 作 
法 ， 每 个 a, 属于 某 一 个 Ny (得 = 下] 设 n 为 员 4,…,n; 的 最 大 者 .于 是 
qi €E Nai 二 ,7 从 而 NGC NN 由 于 六 CN,C NinCH 下 对 所 有 i 之 0. 最 
后 得 六 = Nn = Ni 三 … 所 以 1) 成立. 口 

根据 第 三 章 881,2.5 的 结果 .可 以 证 明 ( 留 作 习题 ): 

1) 诺 特 丈 的 南环 为 诺 特 环 ， 

2) 若 交 换 环 R 有 一 个 理想 NN 使 得 商 环 RjN 和 N 部 是 诺 特 环 ， 则 及 本 
身 也 足 诺 特 环 ; 

3) 有 限 多 个 诺 特 环 的 直 和 为 诺 特 环 ; 

4) 诺 特 环 { 有 单位 元 素 ) 的 分 式 环 为 诺 特 环 . 
但 是 诺 特 环 的 子 环 不 必 是 诺 和 将 环 , 

定理 8 ( 希 尔 伯 特 (Hilbert) 基 定 理 ) 如 果 及 是 一 个 诺 特 环 而 且 有 单位 元 
素 ， 则 召 上 的 一 元 多 项 式 环 RR[T] 也 是 诺 特 环 、 

证 明 设 互 为 RIz] 的 任 一 理想 ， 求 证 五 有 限 咎 成. 先 作 卫 的 一 申 理 想 . 
万 中 所 有 7 次 多 项 式 的 首 项 系数 加 上 鹤 组 成 的 集合 记 作 .7 = 0,1,…… 二 是 一 
个 理想 ， 因 为 ， 对 于 BE 厂 ,a 关 0 天 0. 存在 "次 多 项 式 f(z) = ur” 十 … 和 
g(x) = bx" +-… 属于 入 ,于 是 fx) 一 9(7)= (一 b+ … 也 属于 一? 天 0 
或 ab 二 0, 总 之 0 一 bET. 对 于 任 -* cE 如 of) = car' +.…€H,caz#0 或 
ca 二 0, 总 之 ca ED. 其 次 , 若 Flz) = ax’+…€ HH， 则 zffz) = arrt!+.-.€H. 
因此 , 若 a E71, 则 a € 141. 于 是 {五 } 构成 一 个 理想 天 链 、 因为 是 诺 特 环 ， 
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存在 一 个 非 负 整数 m 使 得 
Tm = Tt 十 ] = 了 2 一 …- 


而 HD, In 部 是 有 限 生成 的 . 设 
I ss 0 多 =0,1,....m 


于 是 在 五 中 存在 ” 次 多 项 式 fri(7), 其 首 项 系数 为 ari, i = 1,…,nr, ?= 
0.1、…-,m. 求证 {fri(x)} 是 五 的 一 组 生成 元 ， 
我 们 来 证 明 五 中 任 一 多 项 式 f(x) 可 表 成 fi(x) 的 组 合 . 若 f(z) = 0 显 
然 . 设 f(z) 去 0. 对 f(x) I 假设 若 deg f{z) < ” 则 f(x) 可 表 成 
所 加 的 组 合 . 设 f(x) = az7 中 52 天 0 车 rm 则 a € = 1m; a 可 表 成 


Ql Gmnm 的 组 合 . 没 a= ham 令 gfz -DT mpi 于 是 gz) Ee 


且 与 ffz) 有 相同 的 首 项 . $ hls) = f(z)— g(r), 出 deg fi (7) <7. 若 >< mn 
则 a E00<r<m, F 是 < 可 老成 4= Do 同样 令 9iz) = Da 7), 则 


ffz)je 吾 旦 与 f(z) 有 相同 的 首 项 . 令 jl) = f(z) -glz). 则 ee <7. 总 
之 ， fiz) = g(x) 十 有 (2), fi(x) EH 是 deg 有 lx) < ?7. 根据 归纳 法 假设 (2) 
可 以 表 成 fri(7) 的 组 合 . 因而 f(z) 也 可 表 成 f,(z) 的 组 合 . 所 以 所 (7) 是 五 
的 一 组 生成 元 ， 即 豆 是 有 限 生 成 的 . 口 
推论 1 设 呈 是 一 个 有 单位 元 素 的 诺 特 环 ， 则 及 上 有 限 多 个 未 定 元 的 多 项 
式 环 也 是 诺 竺 环 . 
证 明 对 未 定 元 的 个 数 作 归 纳 法 即 得 . 口 
推论 2 设 RR 为 一 个 有 单位 元 素 的 诺 特 环 ， 忆 tI1,…,tr] 为 召 上 有 限 生 
成 的 交换 环 且 与 RR 有 相同 的 单位 元 素 . 于 是 Rui,……… ,ur] 是 一 个 诺 特 环 ， 而 且 
id 在 再 上 的 全 部 代数 关系 在 多 项 式 环 R[x1,… ,Zrx] 中 是 有 限 生 成 的 . 
证 明 设 RIz1,….zr] 为 如 上 * 个 未 定 元 的 多 项 式 环 ， 根 据 第 三 章 $6 定 
理 15 的 推论 1, 存在 Rlz1,… ,zr] 到 Rlu1,…,tix] 的 同 态 0 使 得 o 限制 在 R 
上 为 伍 等 映射 且 ofzi) = Wi, i = 1,…,?. 设 了 = ker(o)， 根 据 第 三 章 41 定 
理 1,R[r1,…,7;] 中 包含 了 的 理想 与 Rlu1,…,ur| 的 理想 在 o 下 成 一 一 对 应 : 
五 人 ). 因为 吾 [z ,zz] 为 诺 特 环 ， 吾 是 有 限 生 成 的 , 设 日 = (有 1,…, fs) 
则 c(B) = (c( 方 )…,c( 庆 ) 也 是 有 限 生 成 的 ， 所 以 Ru1,… ,ur] 为 诺 特 环 . 其 
次 ， 了 是 元 素 四 ,ur 在 RR 上 的 代数 关系 的 总 和 . 了 是 Rlz1,…,2r] 
的 一 个 理想 ， 当 然 是 有 艰 生 成 的 . 口 
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球 数 环 上 有 限 多 个 未 定 元 的 多 项 式 环 Z[x1,… ,zr] 和 域 站 上 有 限 多 个 未 定 
元 的 多 项 式 环 Fz1,…,z;] 是 两 类 重要 的 诺 特 环 ， 上 述 基 定 理 ， 首 先是 由 希 尔 
伯 特 就 这 两 种 情况 证 明 的 ， 

说 明 在 红 术 只 是 简单 地 介绍 了 如 何 将 整数 环 的 算术 基本 定理 推广 到 代数 
整数 环 (读者 记 住 次数 域 的 代数 整数 环 就 够 了 ), 其 中 代数 整数 环保 留 了 整数 
环 关于 理想 的 几乎 一 切 性 质 . (每 个 理想 为 主 理想 这 一 条 除外 ) 本 节 所 作 的 从 整 
数 丈 和 域 上 一 元 多 项 式 环 到 诺 特 环 的 推广 ， 则 是 最 为 广泛 的 一 次 推广 ， 诺 特 环 
只 保留 整数 环 的 一 条 性 质 即 理想 升 链条 件 .那么 我 们 进一步 要 问 ， 整 数 环 的 算 
术 基 本 定理 如 何 推广 到 诺 特 环 上 ? 由 于 整数 环 中 非 零 素 理想 部 是 极 大 理想 ， 不 
同 非 索 素 理想 的 方 守 彼 此 艺 素 ， 因 而 不 同 素 理 想 方 蛙 的 乘积 可 以 写成 它们 的 交 
的 形式 ， 因 此 整数 环 的 算术 基本 定理 又 可 表 成 ， “整数 环 忆 的 每 个 非 零 非 单位 
理想 4 可 以 唯一 地 写成 有 限 多 个 素 理想 方 早 的 交 4 = PY! N PY* 站 … 站 Pr", 而 
诲 个 Pe 则 不 能 写成 两 个 真 包 含 Pr 的 理想 的 交 .” 保留 素 理 想 方 答 的 后 一 个 
性 质 ， 在 诺 特 环 中 引进 不 可 约 理想 的 概念 ， 则 上 述 定 理 就 可 以 推广 到 诺 特 环 . 

设 RR 为 一 个 诺 特 环 ， 4,B 为 的 理想 ， 如 果 4C 8B, 则 B 叫做 和 4 的 因 
子 . 若 4cB 且 4 才 B, 则 B 开 做 并 的 一 个 真 因子 . 如 果 理想 4 不 能 写成 两 
个 嘉 因 子 的 交 ， 则 4 叫做 不 可 约 的 . 否则 叫做 可 约 的 . 

例 1 整数 环 忆 中 (0) 和 非 专 素 理 想 方 等 (p)* 都 是 不 可 约 的 . 

例 2 在 一 元 多 项 式 环 RR= Z[z] 中 已 = (2, 避 +z+1) 是 五 的 一 个 极 大 理 
想 ， 因 而 已 是 不 可 约 的 . 但 是 P2 = (22,2(x? 十 2 十 1),(Z 十 3 十 1)) 则 是 可 约 
的 ， 因 为 

P2 = (2 (r++1))N(2, (2 +e+ 1)). 


定理 9 诺 特 环 民 的 每 个 理想 都 是 有 限 多 个 不 可 约 理想 的 交 . 

证 明 反 证 法 . 假设 存在 一 个 理想 ， 它 不 能 写成 有 限 多 个 不 可 约 理 想 的 交 . 
则 所 有 这 样 的 理想 构成 的 集合 5 不 是 空 集 . 根据 疏 大 条 件 ，3 有 一 个 极 大 元 , 设 
4 是 5 的 一 个 极 大 元 . 因为 4 可 约 ，44 可 写成 两 个 真 因 子 B,C 的 交 4 = BNC. 
由 于 有,C 是 4 的 真 因子 ， 吾 ,C 不 属于 3， 因而 它们 部 可 和 殷 成 有 限 多 个 不 可 约 
理想 的 交 . 设 B=BiN…NmBrC = CN NMCs, BCi 为 不 可 约 理想 . 于 是 
4-BnC=BnnBnon…ncs 这 与 4€ 5 抵触. 所 以 5 为 空 集 . 
就 是 说 ， 呈 的 每 个 理想 都 是 有 限 多 个 不 可 约 理想 的 交 ， 口 

定理 9 以 后 给 我 们 留 下 的 问题 都 不 能 在 这 里 讨论 了 . 

上 面 已 经 提 到 ， 整数 环 上 和 域 上 有 限 多 个 未 定 元 的 多 项 式 环 是 诺 特 环 的 两 
种 重要 类 型 ， 作 为 一 个 例子 ， 我 们 来 决定 Z[z] 的 素 理想 和 极 大 理想 . Ziz] 简 
记 作 R. 
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我 们 已 经 知道 ， 只 的 一 个 非 零 主 理想 (f(z)) 是 素 理想 当 而 香 仅 当 f(x) 是 
一 个 不 可 约 元 , 可 以 证 明 ，R 的 任 一 个 主 理 想 都 不 是 极 大 理想 , 它 作为 习题 (本 
章 习题 9) 请 读者 自己 证 明之 . 

其 次 ,， 设 了 为 R 的 一 个 素 理想 但 非 主 理想 . 则 了 关 (0). 在 产 = 了 -和 } 中 
所 有 次 数 最 低 的 多 项 式 中 取 一 个 首 项 系数 > 0 且 为 最 小 的 多 项 式 po(2). 作 差 
集 3S= 了 - (po(z)). 根据 假设 ， 8 非 空 。 于 是 在 5 中 取 一 个 次 数 最 低 的 多 项 式 
(7z). 显然 degp1i(z) > deg po(z). 由 于 了 为 素 理想 ， mo(z) 是 一 个 不 可 约 元 . 
因为 , 设 po(z) = f(z) g(x), f(z) 和 g(z) 的 首 项 系数 > 0 则 f(2) 或 g(x) 属于 
I. 不妨 设 f{z) E 1. 由 Po(z) 的 选取 ， deg f(z) 不 小 于 deg po(2), 它们 只 能 相 
等 . 从 而 f(x) 的 首 项 系数 不 小 于 pofz) 的 首 项 系数 , 它们 也 只 能 相等 , 由 此 椎 出 
g(z) = 1. 其 次 证 明 deg po(x) = 0. 假若 degpo(z) > 0, 则 任何 非 零 整数 不 属于 
{po(z)),pi{z) 也 不 属于 (po(x)). 于 是 po(x)+ Kpi(z) 对 所 有 非 信 整数 天 设 po(z) 
的 首 项 系数 为 取 一 个 整数 & > degpi(z) 一 degpofz). 让 Po(z) 对 a*p1(7) 作 
除法 算式 ， 可 以 一 直 除 到 余数 r(z) 的 次 数 小 于 m(z) 的 次 数 为 止 ， 于 是 


api(z) = g(x)po(r) 二 PT)， 


我 们 有 gfzj,r(z) € R 而 且 7(z) 天 0,degr(z) < degpolz)- 另 一 方面 ，*(z) = 
azpt(z) 一 9(z)po(7) E 工 这 与 mo(z) 的 选取 矛盾 ， 所 以 degpofz) = 0, 即 po(2) 
为 一 个 素数 . po(z) 简 记 作 p. 出 于 ZpCINZ 且 IMZ#2, 有 INZ= Zr. 
又 由 于 Pifz) 4 (7), 从 而 pi(z) 9 2Z,degp1{z) > 0. 我 们 进一步 证 明 pi(x) 还 是 
mod ( 力 不 可 约 的 . 假若 p(x) 三 f(z) 9(z) (mod (p)、 f(z) 和 g(z) 次 数 都 低 于 
nm(z) 的 次 数 ， 于 是 由 P(x) E 了 导出 f(x)- g(7) € 了 ,从 而 f(x) 或 9(x) 属于 耳 
另 一 方面 (2) 4 (p), 从 而 f(z)9(x) gp), f(x) 和 g(x) 都 不 属于 (p)- 因而 f(2) 
或 g(x) 属于 5. 这 与 mn(z) 的 取 法 矛盾 .由 此 同时 证 明了 pi(z) 的 首 项 系数 与 p 
互 素 ， 最 后 证 明 工 = (p,pi(?)). 令 玉 = (ppte)). 求 证 六 为 棋 大 理想 妈 够 ， 根 
据 第 三 章 定 理 2 有 
RI/N SR/DANAD) 


根据 第 三 章 定理 15， 推论 2,R/(p) 兰 (Z/ZP)[El,E = £ + (Pp). 设 pi(2) = aoz 一 
oz -1 十 … 十 ar， 在 同 态 R/(p) 一 (2Z/Zp)[E] 下 ， P12) DD (3) = 0 一 
Zr! + 二 可, 是 在 自然 同 态 2 一 Z/ZP 下 ai 的 象 ， 于 是 最 后 得 RIN gs 
R/D)AN/(p) (2/2p)[ 区 L/P.(2)), 其 中 和 N/{p) = 全 (本 ). 根据 第 三 章 定理 21, 上 
式 右 端 为 一 域 .因而 RIN 为 一 域 .根据 第 三 章 定理 7,N 为 一 个 极 大 理想 .从 
NCI 且 I 对 RR 得 N =. 

反之 ， 任 给 一 个 素数 p 和 一 个 首 项 系数 与 p 互 素 的 正 次 数 整 系数 多 项 式 
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f(z), 若 f(z) (mod (p)) 不 可 约 ， 则 由 2 与 f(z) 生成 的 理想 是 Z[z] 的 一 个 极 大 

综 上 所 述 ， 2Z[z] 的 素 理想 可 以 分 成 三 类 : 

1) 零 理想 ; 

2) 由 不 可 约 元 生成 的 主 理想 . 但 这 一 类 素 理想 前 不 是 极 大 理想 ; 

3) 任 给 一 个 素数 p 和 一 个 首 项 系数 与 p 筷 素 的 正 次 数 整 系数 多 项 式 f(z) 
而 且 模 (p) 是 不 可 约 的 ， 由 p 和 f(x) 生成 的 理想 (p, fz)), 这 一 类 理想 不 仅 是 
素 理想 而 且 是 极 大 理想 . 

在 第 三 类 的 素 理想 中 ，(p, f(z)) = (9,9(z)) 的 充 要 条 件 是 p 二 gq 而 且 f(x) = 
cg(7) (mod (p)), cE Z. 


习 题 


1. 设 卫 为 一 个 主 理想 整 环 而 且 包 含 在 一 个 整 环 只 内 . 设 a,bE D. 证 明 , 车 d 是 a,b 
在 DD 中 的 最 大 公 因 子 ， 则 d 也 是 a,5 在 RR 内 的 最 大 公 因子 . 

2. 设 DD 为 - 主 理 想 整 环 ，aE D, a 头 0. 若 a 为 素 元 则 D/(a) 为 城 . 

3、 设 DD 为 一 主 理想 整 环 ， 下 为 D 的 商 域 . 证明。 FF 内 任 一 包含 到 的 子 环 仍 为 
主 理想 整 环 ( 域 看 作 主 理想 整 环 ), 而 且 D' 是 关于 某 -- 乘 性 子 集 的 分 式 环 . 反之 ， 口 的 
任 一 分 式 环 是 下 的 一 个 子 环 ， 因 而 仍 基 主 理想 整 环 . 

4. 设 mw 是 一 个 无 平方 因子 的 整数 且 m 天 0,1. 令 下 = QIvm) = {atbvmla,b e Q}, 
则 严 是 -个 域 ， 叫 做 有 理 数 域 Q 上 的 二 次 域 ， 下 中 有 -个 子 坏 中 定义 如 下 : 

当 m 三 2 或 3(mod 时， R= {e+bvVmija,be 2}, 


Vn ez 


当 积 三 1 (mod 4) 时 ， R= {at+b: 


十 明 忆 是 下 的 一 个 子 环 ， 及 以 后 分 别 记 作 Z[V 到 ,2 二 于]( 即 名 中 的 Rn) 及 叫 和 
的 代数 整数 环 . 

5， 假 没 Q(V 而 ,ZIv 而 或 2[31 + V 友 )] 如 习题 4. 2[V 厅 或 2[3( + V 而 ] 统 记 
作 Rs. Rm 已 ， 证 明 ， 

() R= {tl,+V-1}; 

创 ) 本 Es = {1, + tw? 其 中 心 = 3(-1 + V3), w 是 -个 本 原 二 次 单位 根 ; 

(Gi) 当 m<0 但 m 关 一 1, 一 3 时 ， Rm = 六 甘 . 

6， 设 下 为 四 元 数 体 . 令 DD = {00 +alT+427 +as 政 |ao ,03 或 全 为 束 数 或 全 为 
奇 束 教 的 一 半 } 证 明 。 DD 是 开 的 一 个 子 环 ， 并 确定 DD 的 单位 群 . 

7. 设 正 万 如 是 6. 证 明 DD 的 每 个 理想 是 一 个 主 理 下 

8， 证 明 ; 域 下 上- .元 形式 震级 数 环 FI[z]] 是 一 个 主 理想 整 环 , 而 且 下 [zj 只 有 一 个 韭 
鹤 的 京 理 想 (z), 因而 它 也 是 唯一 的 极 大 理想 .试问 F[[z]] 的 其 它 理 想 取 什么 形式 ? 


习 坚 155 


9. 证 明 2|z] 的 任 一 个 主 理 想 非 极 大 ， 

10， 证 明 Z[V- 引 满足 因子 链条 件 . 进步 证 明 ， 习 题 5 中 的 环 忆 », 都 满足 因子 链条 
件 . 

11. 设 下 为 一 域 ，Q+ 表示 非 负 有 蛙 数 全 体 . Q+ 是 一 个 加 法 么 半 群 (也 是 乘法 么 半 
群 ). 用 D 表示 下 列 一 元 多 项 式 的 全 体 


RT! + G27 2 + + nzen， 


其 中 1,-…,an E 下 而 的 次 数 o,… ,cn 允许 取 Qt 的 任意 数 ， 即 允许 取 任意 非 负 有 理 
数 . 这 梓 两 个 多 项 式 相等 规定 为 同类 单项 式 的 系数 一 一 相等 ; 它们 相 加 规定 为 同类 单项 式 的 
系数 一 一 相 加 ， 它们 柯 乘 规定 为 : 先 按 分 配 律 展开 ， 然 后 单项 式 相 冬 


Gayei ,Di = a by rt, 


最 后 按 加 法 求 和 . [证明 DD 构成 一 个 整 环 ， 并 且 不 满足 因子 链条 件 . 

12. 证 明 2 到 (1 十 V5)] 为 欧 几 里 得 整 环 . 

13. 设 DD 为 一 欧 几 里 得 整 环 ， 证明， 着 DD 的 4 西数 满足 

(i) Ga 人 三 Ge) d(b); 

的 ) dla +6) < max[d(ahd 人 gj 
则 号 是 一 个 域 或 者 是 域 上 … 元 多 项 式 环 . 

14， 设 p 为- 奇 素数 ， 证 明 在 整数 环 Z 内 z? 三 一 1 (mod p) 有 解 的 充 要 条 件 是 
如 三 (mod 4). 

15. 设 Rm 为 习题 5 所 定义 的 、 Rm 的 元 素 + 是 “个 不 可 约 元 的 完 要 条 件 是 范 数 NN(7) 
是 Z 的 一 个 素数 . 

16. 设 p 为 一 索 数 证明: 

(i】 告 p 三 1 (mod 4), 则 p 在 高 斯 整数 环 RR-! = Z[V 一 1] 内 可 分 解 成 两 个 共 罗 的 不 可 
约 元 的 乘积 由 此 证 明 ， 若 p = 1 (mod 省 , 则 p 可 表 成 两 个 有 理 数 的 平方 各 

{i) 若 p 三 一 1 (mod 4), 则 p 也 是 R-1 的 不 可 约 元 . 

{iii) 2 在 R_1 内 与 一 个 不 可 约 元 的 平方 相伴 ， 即 


2=(L+TVcDU-V=D = -vi + VD’, 


其 中 1 + VI 是 不 可 约 元 

17. 根据 习题 16 定 出 高 斯 整数 环 Z[V 一 1 的 全 部 不 可 约 元 . 

18. 证 明 ， 一 个 正 整数 rm 可 以 吉成 两 个 整数 的 平方 和 ， 其 充 要 条 件 是 在 m 的 标准 分 解 
式 中 出 现 的 4 + 3 形式 的 素数 的 寡 指 数 为 偶数 - 

19. 设 忆 为 .个 有 1 的 交换 环 ， 忆 为 它 购 -个 素 理想 . 在 多 项 式 环 R[Fi,… ,Yn] 中 ， 
如 果 一 -个 多 项 式 f(z1,… ,zn) (假设 同 类 项 都 已 合并 ) 的 系数 在 内 生成 的 理想 与 互 东 ， 
则 f(z1.……, zn) 叫做 关于 PP 的 本 原 多 项 式 . 证 明 ， 两 个 关于 P 的 本 原 多 项 式 的 清 积 仍 是 


关于 P 的 本 原 多 项 式 . 
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20， 设 忆 为 -- 个 唯一 因子 分 解 整 环 ，S 是 由 忌 的 一 些 不 可 约 元 生成 的 半 群 证明， 分 
式 环 9571 及 仍 为 个 唯一 因子 分 解 整 环 . 

21. 证 明 f(z) = zP 十 z2? 十 '… 十 1 在 22] 内 不 可 约 ， 其 中 ? 为 束 数 . 

22、 判 定 下 列 多 项 式 在 高 斯 整数 环 R_1 = ZIV 一 了 j 上 是 否 可 约 ? 

们 Fr) = ?7-1 二 2? 十 … 十 十 1 为 素数 ; 

(i) f(z)=2 + (8 +) +(3— r+5i= Vl. 

23. 设 口 为 一 主 理想 整 环 . 证明 ， 若 DD 不 是 域 ， 则 DD[z] 不 是 主 理想 整 环 . 

24. 证 明 ， 主 理想 整 环 的 商 环 的 每 个 理想 仍 为 主 理想 . 

25. 在 Pio = ZIVi10] 中 证 明 ; 

们 = VI0+3 是 一 个 单位 . 

(ii) Rio 的 任 一 个 单位 & 可 写成 4 = +e",r E 2 因此 Rio 的 单位 群 VU 等 于 - -个 
2 阶 群 (-1) 和 - -个 无 限 循环 群 fe) 的 直 积 、 et! 叫做 Rio 的 基本 单位 (注意 ， 若 
v 二 a 十 bYI0 是 Rio 的 单位 ， 则 土 v*! = +a 士 jbV10 也 都 是 Rio 的 单位 . ) 

(证 ] Rio 不 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 

26. 设 p 为 一 素数 ， 9 表示 与 p 互 素 的 整数 全 体 . 则 9 为 也 的 一 个 用 性 子 集 . 作 纪 
对 5 的 分 式 环 5-!Z, 忆 作 Zs. 证 明 ， 

{i 决定 Zs 的 单 焦 群 U0; 

{i) 证 明了 = 二 Zs \U 是 名 s 的 唯 - -级 大 理想 ; 

ii Zs 的 每 个 非 零 理想 是 P 的 一 个 方 睫 . 

27， 设 S 为 交换 环 让 的 -个 子 环 而 且 3 与 只 有 相同 的 单位 元 素 . 证 明 ， 刻 的 任 -个 
素 理想 PP 与 5 的 交 PN5 是 5 的 一 个 素 理 想 . 问 中 的 任 -- 极 大 理想 好 与 95 的 交 MNMS 
县 不 是 9 的 极 大 理想 ? 

28. 在 Ro = Z[V3] 中 ， 证 明 ; 

介 2 = 1+ V2 是 一 个 单位 . 

(i B2 的 每 个 单位 4 可 表 成 4 二 土 :",r € Z. 因而 士 e+! 是 基本 单位 而 且 Rs 的 单位 
群 区 = (1) x {se). 

29. 在 第 4 题 的 假设 下 ， 证 明 ; 

名 当 贡 2 或 3 (mod 入 时 ，(Rn = Vi]) Vi 的 极 小 多 项 式 一 22 一 mi 

的 当 丙 三 1 (mod 4) 时, (Rm = 30L+ V 而 和 3(1 -- Vi) 的 极 小 多 项 式 为 
z2 一 工 十 (1 —m). 

30. 承 上 题 ， 设 P 为 Rw 的 一 个 非 零 案 理 想 .证 明 : 

{ij 交 PNn 名 是 的 一 个 帮 零 素 理 想 . 因而 P 了 NZ =pZ,Pp 是 含 于 PP 内 的 唯 -的 泰 
数 . 

(i) 商 环 己 = Rm/P 是 一 个 整 环 而 且 包含 贱 = 2Z/p3Z 作为 子 域 . 

(i 说 FF = Fplal, a 表示 障 集 Vm+P 台 或 陪 集 > (1L+V 砚 十 已 按 照 岂 三 2 或 3 (mod4) 
或 mm 三 1 (mod 4) 而 定 . 而 且 a 在 上 的 极 小 多 项 式 是 r? - m (mod PP) 的 因 式 ， 或 是 
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z2 二 201 - m) (mod P) 的 因 式 按 上 述 两 种 情况 而 定 . 总 之 下 是 p 个 元 素 或 p? 个 元 
素 的 有 限 整 环 ， 因 而 下 是 一 个 域 ， 由 此 可 知 ， 的 任 一 非 零 素 理想 是 极 大 理想 

31. 承 29 题 . 设 p 为 一 素数 ，p 在 忆 s 内 生成 的 理想 记 作 Rwp, 证 明 ; 

(0 Rapn 2 = Zp, 而 且 商 环 民 = Rm/Ronp 包含 Fs = Z/Zp 作为 子 城 

的 也 = Fy], 7 表示 陪 集 V 而 十 Rnp 或 障 集 3(1 + VD) + Rnp 按照 m 三 2 或 
3(mod 和 或 各 三 1(mod 4 而 定 .而 且 按照 这 两 种 情况 , 7 的 极 小 多 项 式 是 7? 一 m (mod Zp) 
或 妇 _z+ 0 一 和 mn) (mod Zp). 总 之 ， 民 是 各 灵 个 元 索 的 有 限 环 . 

fi 设 Zz 一 m (mod Zp) 可 约 . 若 


rm=(r -a(z—bh) (mod Zp), 


其 中 a,b EZ 而 且 a 关 68 (mod Zp), 则 Ra 的 理想 
nh = (p, Vm — a), B= {pVm-) 


是 素 理 想 ， 而且 
Rnp= PNP=P.P,. 


(iv) 设 T? 一 m (mod Zp) 可 约 . 若 


rz2— m0) (mod Zp), a€ Z, 


则 Rm 的 理想 已 = {p, Vm 一 4) 是 素 理想 ,而 且 
Rmp = P’. 


这 种 情况 仅 当 了 = 2 或 plm 时 才能 出 现 . 

(v] 若 z? 一 m (mod Zp) 不 可 约 ， 则 Rmp 是 Rm 的 素 理想 - 

(vi) 在 情况 (说)-(v) 中 用 z? 一 2 十 0 一 m) 蔡 代 z2 一 m, 结论 仍然 成 立 ， 此 时 (iv) 
仅 当 plm 时 才能 出 现 . 

因此 ， 明 显 地 决定 了 Rm 的 一 切 素 理 想 . 

32， 承 29 题 . 证 明 ， 

(i) 设 d 为 任 一 正 整 数 ， 则 商 环 Rm/Rmd 是 含 df 个 元 素 的 有 限 环 . 

( 放 设 4 为 Bm 的 任 一 非 零 理想 ， 则 交 AN2 是 2 的 一 个 非 零 理想 . 令 ANZ = 2Zd, 
则 商 环 Rm /4 的 元 素 的 个 数 不 超 过 宇 . 

( 道 ) 愧 m 是 一 个 诺 特 环 . 

33， 证 明 : 

(i) 诺 特 环 的 商 环 为 诺 特 环 ; 

(ii) 有限 多 个 诺 特 环 的 直 和 为 诺 特 环 ; 

(i) 详 特 环 的 分 式 环 为 诺 特 环 ; 

(iy】 举例 说 明 ， 诺 特 环 的 子 环 不 必 是 诺 竺 环 . 
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34. 一 个 唯一 因子 分 解 整 环 RR 模 它 的 一 个 非 零 素 理 想得到 的 商 环 不 必 是 唯一 因子 分 解 
整 环 . 

35， 唯一 因子 分 解 整 环 的 子 环 不 必 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 

36， 诺 特 环 的 话 零 根 N 是 短 零 的， 即 存在 个 正 整数 7 使 得 N" = (0). 

37. 设 中 为 -- 庶 特 环 ， 证明， 及 上 形式 竹 级 数 环 R[[z]] 也 基诺 特 环 . 


第 五 章 模 


这 一 章 讨论 一 个 环 上 的 模 ， 模 简单 说 来 就 是 一 个 与 环 有 着 密切 联系 的 交换 
群 ，、 初 看 起 来 ， 交 换 群 、 域 上 的 线性 空间 以 及 环 本 身 在 结构 上 有 许多 差异 ， 代 
是 它们 部 可 以 统一 在 模 这 个 概念 下 ， 详 细 说 明 将 在 下 面 给 出 ， 先 在 这 里 指出 它 
们 一 个 共同 点 ， 就 是 它们 者 是 交换 群 ， 其 委 同 态 分 别 和 整数 环 、 域 ( 域 也 是 环 ) 
相 联系 .我 们 首先 来 研究 交换 群 的 月 同 态 . 


81 交换 群 的 自 同 态 环 


设 MM 为 一 个 交换 群 , 运算 写成 “+”. 我 们 已 经 知道 M 的 全 部 自 同 构 组 成 一 
个 乘法 群 ，M 的 全 部 自 同 态 , 记 作 End M, 组 成 一 个 乘法 么 半 群 . 设 轨 5 € End MM， 
积 n-¢ 规定 为 
(n° Ox) = M6) rEM. 


由 于 邓 的 运算 交换 ， 还 可 以 对 End M 定义 加 法 ， 和 ?+(5 规定 如 下 
(n+ OF) =n7) + 0), TEM. 
首先 要 验证 的 是 n+¢ 是 不 是 M 的 一 个 白 同 态 ， 一 方面 由 定义 


(十 Oz 二 切 二 (2 十 办 十 6z 十 衣 
=n(7) + ny) + C67) + LY)- 


另 一 方面 ， 由 定义 ， 
(+)(7) + (m+ OW = (2) + Cr) + HAW + 6 
由 于 M4 的 运算 交换 ， 所 以 
(n+ Or+D = (n+ 0) + (n+ 0)- 


因而 7+5 是 对 的 一 个 白 同 态 ， 
End M 对 加 法 构成 一 个 加 法 交换 群 是 明显 的 . 零 同 态 0(z) = 0,zs M, 是 
End M 的 零 元 素 ， 的 负 元 素 是 一 n, 规定 为 


(—D){z) = ~—M2). 
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End M 对 加 法 和 乘法 构成 一 个 有 单位 元 素 的 环 ， M 的 恒 等 同 构 Hz) = 2 
是 End M 的 单位 元 素 ， 最 后 只 需 验证 分 配 律 ， 设 四 45E End M. 


(Em + Oz) = TO) = 一 En(z) +6(2 
=€(n(2)) + KC{2)) 
= (En)(z) + (6)(7) 
= (én + €C) (2). 


所 以 
Ey +0 = 6 + 
另 一 个 分 配 律 ， 读 者 白 己 验 证 . End M 叫做 交 换 群 M 的 自 同 态 环 . 
例 1 设 好 为 一 无 限 循环 群 (a). 运算 加 法 . 设 7€ EndM. 令 n(0) = za,z E 
Z. 则 n(na) = nza. 因而 由 a 的 象 叭 一 决定 ， 7 可 记 作 %:, 反之 ， 每 一 个 整 
数 z 决定 M 的 一 个 自 同 态 7. 对 于 z1.22€ Z. 有 


(zs + 7 ) (0) 一 ?ai(a] 十 nal) = 21+ 220 
= (21 + 22)(8) = 7+:2(0). 


而 且 
{nz 1 ){a) = 7 (7:2 (0)) = 21220 = ma za(G)， 
所 以 z 叫 7 是 到 End MM 的 一 个 环 同 态 ， 由 上 可 知 是 满 同 态 ，、 显然 这 个 同 态 
是 单一 的 ， 所 以 
End nz 宕 也 . 
例 2 设 Mi 为 一 个 % 阶 加 法 钙 环 群 (0). 仿 寺 可 以 建立 Z 到 End Mn 的 一 
个 满 同 态 上 ， 9; 使 得 如 (a) = za. 此 时 同 态 的 校 不 再 是 (0) 而 是 (n), 所 以 


End Mf;, ¥ Z/(n). 


例 3 设 责 为 一 个 么 环 ， 肌 作为 一 个 加 法 群 , 它 的 自 同 态 环 记 作 End(R, 十 ). 
对 于 每 个 ae RR, 映射 zy az, z € 吾 , 是 加 法 群 五 的 一 个 自 同 态 ， 记 作 au a 叫 
做 忆 的 一 个 左 乘 . 于 是 at{z) = ez. 对 be 也， 有 


(a + br)(z) = oz) + hr(z) 一 ar 十 红 
= (a+b)z= (a tb)i(z), 
{a1 br){x) =ai(br(z)) = albr) = abr 
= (ab)i(z2)- 
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这 祥 End(R,+) 的 一 个 子 集 及 = {farla e R} 构成 一 个 子 环 ， 与 玉成 同 态 .而 
目 车 a 关 5, 则 ar(1) =a 关 85= (1). 所 以 ar 关机. 因而 arra 是 五 到 京 的 问 
构 . 

对 于 每 个 ae RR, 定义 加 法 群 五 的 一 个 自 同 态 or 如 下 : 


ar(2) = xa. 
or 叫做 民 的 一 个 右 乘 . 同样 对 于 a,bE 情 有 
ar t+ br = (a + b)». 


但 是 
(or :br)(7) = 0r(b(2)) = or lzb) 
=zba = (ba}r {zs). 


令 忆 = {ar la € RR}. RR 是 End(RR,++) 的 一 个 子 环 ， 与 下 成 反 同 构 ， a mr 
是 中 到 Rr 的 一 个 反 同 构 . 
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设 呈 为 一 个 么 环 ，MM 为 一 个 交换 加 法 群 ， 如 在 第 二 章 中 一 个 群 作用 在 一 
个 集合 上 一 样 ， 将 环 R 作用 在 交换 群 M 上 ， 要 求 这 种 作用 既 反映 环 的 运算 也 
反映 群 的 运算 . 这样 就 形成 了 模 的 概念 ， 详 细 地 说 

定义 1 没 忆 为 一 个 么 环 ，iM 为 一 个 交换 群 . 若 存在 下 x M 到 并 的 一 个 
映射 (a,z) ry az 满足 下 列 条 件 : 

1) alr + =art+ay, ao ER, 7,yE NM.; 

2) (a+h)z=art+br, a bEeR, EM 

3) (abz = atbz); 

4 1.72=7,; 

则 3z 叫做 环 RR 上 的 一 个 左 模 或 叫做 一 个 左 R- 模 - 

若 固 定 雹 素 a, 则 映射 按照 1), 确定 M 的 一 个 自 同 态 z maz、 这 个 自 同 
态 记 作 加, (2) = ar. 于 是 ea 口 加 是 及 到 了 nd3d 的 一 个 映射 . 根据 2) 和 和 
3), 这 个 映射 是 且 到 End M 的 一 个 同 态 ， 而 旦 根据 人 ,将 忆 的 单位 元 素 映射 到 
End M 的 单位 元 素 . 总 之 ， M 是 一 个 左 R- 模 ， 即 是 说 将 RR 的 元 素 从 左边 作 
用 于 对 引起 到 End M 的 一 个 环 同 态 ,而且 保持 单位 元 素 映 到 恒 等 自 同 构 . 

同样 ， 若 存在 一 个 M x 忆 到 M 的 映射 (z,a) ”za 满足 

1) (z+Wa=rat+y, aE h, TYyE M; 
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2) rlat+h)=rat+rb, a beER, reM; 

3) z{ab) = (za)b: 

二 
则 好 叫做 环 如 上 的 一 个 右 R- 模 . 

注意 设 M 是 一 个 右 豆 模 , 设 忌 是 一 个 与 且 成 反 同 构 的 环 ， 则 M 可 以 
如 下 看 作 一 个 左 R- 模 . 设 a 品 a’ 是 R 到 屁 的 一 个 反 同 构 . 规定 R 在 M 上 
的 作用 如 下 

QF = za. 
则 M 就 是 一 个 左 PP'- 模 . 当 豆 为 一 个 交换 环 时 ， 左 BR- 模 和 右 RB- 模 一 致 . 

例 1 设 尺 = 开 为 一 个 域 ， 了 = 丰 为 下 上 一 个 线性 空间 吾 在 M 上 的 
作用 现在 就 是 下 的 元 素 对 V 中 向 基 作 数 乘 . 于 是 了 就 是 一 个 左 F- 模 因为 
下 飞 法 交换 ，V 同时 也 是 一 个 右 F- 模 . 

例 2 设 站 =2Z 为 整数 环 ，M = G 为 一 个 交换 群 ， 运 算 为 乘法 ， 对 
mhEZ,acEcG, 规 定 
则 G 就 是 一 个 左 Z- 模 . 若 G 的 运算 为 加 法 ， 则 Z 在 G 二 的 作用 和 G 的 运算 
在 形式 上 没有 区 别 , 若 mz>0, 则 na=na=c+… 二 aln 次 ). 

例 3 设 豆 为 一 个 么 环 . 把 看 作 加 法 群 ,暂时 记 作 有 Rj. 若 规定 中 对 民 ; 
的 作用 如 下 : “a € R,z € 有 RH, 规定 


az = q(x), 
则 EB} 是 一 个 左 R- 模 ， 若 规定 R 对 忆 : 作用 为 
Za = ar(Z)， 
出 Ri 是 一 个 右 五 模 ， 

例 4 设 灾 为 域 下 上 上 一 个 线性 空间 ， 4 为 了 的 任意 给 定 的 线性 变换 ， 令 
= 到 为 忆 上 上 的 一 元 多 项 式 环 ， 和 为 尺 上 的 未 定 苑 ， MM = 站 . 定义 FIA 在 
7 于 的 作用 如 下 ， 对 FA) ERE[J,ae ,规定 

f(A) -a= f(A)(a), 
则 Y 是 一 个 左 FI 和- 模 . 这 个 模 的 结构 完全 由 给 定 的 线性 变换 4 决定 。 f() 
对 向 量 oa 的 作用 详细 写 出 就 是 , 设 f(A) = ao + olA + 十 anAn， or € FF， 则 
f(A)=aBtaAt..-+and".E 为 单位 变换 ， 
ff :a= fA)la) = a00 +aAla) +.… +anA" (oe). 
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83 ”关于 模 的 一 些 基本 概念 和 结果 


以 后 谈 到 模 ， R- 模 都 是 指 左 R- 模 ， 而 关于 右 R- 模 的 结果 完全 和 左 BR- 模 
的 结果 平行 . 

设 吾 为 一 个 么 环 ， 对 为 一 个 RR 模 ， 于 是 从 定义 推 得 : 

a-:0=0, ox)= -ex, a€E REM. 

0.7+=0, a —Q 7. 

a > (Se) ME 
1=1 ?=1 

定义 2 Mf 的 一 个 非 空子 集 六 叫做 邓 的 一 个 子 模 , 若 六 满足 : 

1) N 为 对 的 一 个 子 群 ; 

2) 对 ac 局 yEAN 民有 ayE 

{0} 和 M 本 身 显 然 都 是 M 的 子 模 ， 叫 做 M 的 平凡 子 模 . 就 呈 中 的 四 个 
例子 来 看 一 下 它们 的 子 模 . 

例 工 站 中 的 线性 子 空 间 和 子 模 的 概念 一 致 ， 的 每 个 线性 子 空间 是 一 个 
子 模 ， 反 之 ，Y 的 每 个 子 模 是 一 个 线性 子 空间 . 

例 2 交换 群 G 的 每 个 子 群 吾 是 Z- 模 G 的 一 个 子 模 ， 因 为 对 ne Z,zE 
H,nz = 71"*E€H. 

例 3 环 部 的 每 个 左 理 想 是 模 的 一 个 子 模 友之 ， 横 屎 的 竺 个 子 模 是 环 
8 的 一 个 左 理想 , 若 吾 是 一 个 右 R- 模 ,， 则 环 吾 的 右 理想 和 模 R 的 子 模 概念 一 
致 . 

例 4 设 呈 是 FF[ 和 A- 模 矿 的 一 个 子 模 , 则 对 f(A)€ FIA],a E€ Vi,fOa eh. 
首先 , 因为 严 C F[A, Vi 是 六 的 一 个 线性 子 空间 . 特别 取 f(A) = 和 ,Xa = 4(o) < 
11, 11 是 线性 变换 4 的 一 个 不 变 子 空间 .反之 ， 4 的 每 一 个 不 变 子 空间 显然 
是 下 的 一 个 子 横 ， 

模 2 的 任意 多 个 子 模 的 交 仍 为 一 个 子 模 ， 子 模 Ni,……,Nr 的 和 是 指 下 庆 
元 素 的 集合 

az 十 十 Orzr TE Ni mER. 
这 个 集合 仍 是 MM 的 一 个 子 模 ， 记 作 Ni 十 … 十 入 特别 , 在 M 中 取 定 * 个 元 素 
We 人 令 N= {ul E 0 则 N 是 好 的 一 个 子 模 , 叫做 册 刀 ,…,yr 生 
成 的 子 术 N 可 记 作 NN = Rn +… + Ryr- 

定义 3 设 N 为 疏 模 六 的 一 个 于 模 首先 ，N 作为 M 的 一 个 子 群 ， 是 
MM 的 正规 子 群 ， 作 高 群 末 = MI/N, 仍 是 一 个 交换 群 . 在 自然 的 方式 下 规定 及 


164 第 五 章 模 


在 关上 的 作用 . 设 4€ R,FE 李 ,x E M 为 的 任 一 代表 ， 规 定 
an=a(z+N)=0or+N, 


这 个 定义 与 的 代表 的 取 法 无 关 . 设 y 为 3 的 任 一 代表 , 则 y 一 2 = z EN. 
ay 一 at 二 Qly 一 +) = 0z EN. 因而 ay -N=az+NN. 不 难 验证 此 作用 满足 模 的 
定义 中 的 四 个 条 件 . 于 是 加 成 为 一 个 RR- 模 ， 叫 做 模 MM 对 子 模 六 的 商 模 . 

在 上 面 例 3 中， 设 入 为 环卫 的 :个 左 理想 ， 则 商 群 R/N 是 一 个 R- 模 . 
在 例 4 中 , 设 员 为 Y 的 一 个 4 的 不 变 子 空间 ， 则 商 空间 WW 是 一 个 下 (- 
模 ， 4 在 商 模 T7W 中 引起 一 个 线 件 变 换 . 

定义 4 设 MM 和 MY' 为 两 个 R- 模 ， 者 存在 好 到 好 ' 的 一 个 映射 满足 : 

1) 7? 是 一 个 群 同 态 ; 

2) nlar) =an(z), a E RP, EM. 
则 好 叫做 M 到 M!' 的 一 个 模 同 态 或 R- 间 态 . 若 7 是 M 到 对 ' 的 一 个 一 一 对 
应 ， 则 7 叫做 一 个 模 隔 构 . 

设计 为 R 模 1M 的 一 个 子 模 ， 我 们 知道 ， 映 射 v:zrmz+N 是 群 M 到 
商 群 可 = MI/N 的 白 然 同 态 ， 对 模 来 说 ，v 还 是 模 M 到 商 模 好 的 一 个 模 同 
态 ， 这 是 因为 v(a*7z) =arz+N =a(r+N)= ar(z). 

考虑 M 到 M' 的 一 个 模 同 态 n. 7 的 同 态 象 7(M) 是 M' 的 一 个 子 模 ， 这 是 
因为 对 a€E Rr Ee M 有 an(z) =n(az) EE MM). 其 次 ， 核 ker() 是 1 的 一 个 子 
模 ， 这 是 因为 对 x Eker(W),a ER 有 nax) =an(z) =a'0=0, 所 以 ax € ker(n). 
和 群 的 同 态 基本 定理 平行 的 有 

模 同 态 基本 定理 设 n 为 R- 模 MM 到 民 模 JM' 的 一 个 模 同 坊 ， 则 ker() 和 
n(M) 分 别 是 M 和 M' 的 子 模 . 而 且 习 诱导 出 模 同 构 寺 : MIN 二 9(M),N = 
ker(n), 使 得 

Fx+ N)=n(r), LE M, ODO 


这 里 只 需 验证 群 同 构 是 一 个 模 同 构 ， 

和 群 的 同 态 定理 平行 的 有 

定理 1 设 当 是 民 模 MM 到 - 模 MM' 的 一 个 满 同 坊 ， 则 7 话 导出 用 的 包 
仿 ker(p) 的 金 部 子 模 组 成 的 集合 5 和 MT' 的 金 部 子 模 组 成 的 集合 5' 之 间 的 一 
个 一 一 对 应 瑟 叫 (HH), 日 E 5, 使 得 


nnH)=H, HeS, 
nH)) = H', H'es'. 口 
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定理 2 设 H 为 R- 模 MH 到 R- 模 M1' 的 一 个 模 同 坊 ， 态 为 ML 的 任 一 所 使 
N = ker(m) 的 子 模 ， 则 诱导 出 模 同 构 万 : M1H 一 n(M)/n( 日 ) 使 得 
n(z+H)=n(7) +NAH), x EM. 
若 将 plM) 与 MAN 等 同 ， n(x) = 了 + 和 , 则 得 


MI/H Ss (MI/NY(HIN). OO 


定理 3 设 豆 N 为 责 模 对 的 两 个 子 模 ， 风 


H+NI/N EE H/HNMN. 


而 且 上 映射 +z 十 入 卢 f 十 (是 站 IN) 是 一 个 模 同 构 . 口 
证 明和 群 的 相应 定理 一 样 ， 在 这 里 只 需 验 证 定理 中 出 现 的 群 同 构 保 持 环 在 
模 上 的 作用 . 


定义 5 设 ML 为 一 个 R- 模 , 若 存在 一 个 x & M 使 得 MM = Rr, 即 1M 的 元 
素 ! 都 可 表 成 y = az a ER, 则 M 叫做 一 个 循环 R- 模 . 

一 个 循环 群 (0) 就 是 一 个 循环 Z- 模 . 

一 个 么 环 R 看 成 一 个 R- 模 ， 它 也 是 一 个 循环 ER- 模 ， 因 为 R=R:1. 

定义 6 设 MM 为 一 个 RB 模 zx & M. 由 x 生成 的 子 模 Rz 本 身 就 是 一 个 
循环 BR- 模 ， 首先 和 Rz 作为 加 法 群 ， 有 一 个 群 同 态 


Ca ar, ER, 
而 且 它 还 是 模 到 模 Rz 的 一 个 模 同 态 ， 因 为 对 be 也 
bltzs(a)) = Ma:z)= (pa £ = Cr(bn), 


ker(C) 是 吾 中 一 个 左 理想 ， ker(Gz) = {a € Ria zx 一 0). 因此 ， ker(6z) 叫做 
元 素 的 零 化 子 或 z 在 中 中 的 零 化 子 ， 记 成 ker(Cz) = ann(z). 于 是 


Rr S Rf/ann(z) 


成 模 同 构 . 若 ann(z) = {0}, 则 Rz 兰 忆 ax =0 > a=0.aan(z) 也 叫做 2 的 
阶 理想 . 当 RR 交换 时 ， ann(z) 是 晴 的 一 个 (双边 ) 理想 ， 
我 们 来 定义 模 的 零 化 子 . 设 M 为 一 个 忆 模 . 规定 


ann(M) = {a€ Bla:z = 0 对 所 有 z € M}. 
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显然 ann{M) 是 一 个 左 理想 ， 同 时 它 也 是 一 个 右 理想 .因为 ,对 于 任意 4 E 
ann(M), 8 € R, x € AM、 有 br € M, 因而 (ab)zx = al 好) = 0. annfaf) 叫做 
Mf 的 办 化 子 . 显然 有 
ann(M) = 门 ann({7). 
rENM 

除 零 模 外 ， RR 的 单位 元 素 1 不 属于 ann(M), 

设 对 为 一 个 请 模 ，JM 关 (0), 了 为 3 的 零 因子 ， 车 元 农 hbe 属于 闻 一 个 
剩余 类 a 一 了 则 bz = er 对 所 有 zx & A1. 因此 MM 可 以 看 作 一 个 R/I- 模 ， 若 规 
定 5=a+ 了 对 邓 的 作用 如 下 ， 


r=ar, TEAMAL. 


例 1 设 G 为 一 个 交换 群 ，z EG,G 作为 Z- 模 ，z 的 零 化 子 ann(z) 为 Z 
的 一 个 理想 ， 今 ann{z) = (n), 于 是 (7?) 衬 Z/fn). 当 n=0 时 ，(z) 全 2Z, (7) 是 
一 个 无 限 循 环 群 。 当 n > 0 时 ， (z) 为 一 个 n 阶 循环 群 ，n 为 2 的 阶 ，(n) 为 
z 的 阶 理想 . 

例 2 设 玉 为 域 玉 上 一 个 n 维 线性 空间 ， 4 为 一 个 线性 变换 ， 如 前 ， 玉 
是 一 个 下 六- 模 ， Xz = A(zx). x EW. 对 一 个 固定 的 x, x 生成 一 个 循环 F[ 针 
子 模 太 = F[A]zx, ann(z) 是 FIA 的 一 个 理想 . annlx) = (Gn( 和 )). m( 和 ) 的 首 项 
系数 取 作 l,m( 和 ) 由 z 唯一 决定 ， 叫 做 z 的 极 小 多 项 式 . 由 ann(z) 的 定义 可 知 
fOr =0 < mA 设 mN) = a0 +aAt 十 on-izm + 则 向 
其 zx,Az,:…,Amz 在 所 上 线性 相关 , 但 是 z Xz，… Aiz 则 线性 无 关 ， 不 难看 
出 m 是 向 量 组 z, Xx, 和 x,… 的 秩 . 若 z 天 0 则 各 > 0,m( 和 ) 是 一 个 止 次 数 多 
项 式 ;， 若 x=0, 则 mm{X) = 1.annf0) = FIA4. 

仿照 $1, 考虑 一 个 R- 模 M 的 全 部 RR- 魏 同 态 构 成 的 集合 Endajf, 其 中 不 
仅 有 乘法 而 且 还 可 以 定义 加 法 , 两 个 R- 白 同 态 的 和 仍 为 一 R- 日 同 态 ，Endr 们 
对 加 法 和 乘法 构成 一 个 有 单位 元 素 的 环 ， 叫 做 横 M 的 宜 同 态 环 . 

例 1 域 愉 上 的 线性 空间 TY 是 一 个 F- 模 ，T 的 每 个 到- 白 同 态 7 是 一 
个 线性 变换 ， 反 之 也 对 ， 所 以 下 的 自 同 态 环 就 是 由 全 部 线性 变换 组 成 的 环 . 

例 2 一 个 交换 群 G 作为 Z- 模 的 自 同 态 环 就 是 群 G 的 自 同 态 环 . 

例 3 设 广 为 一 个 FIA- 模 ，》Xz = A(z). VV 的 每 个 Fj 白 同 态 5 首 先是 一 
个 瑟 白 同 态 . 因而 是 V 作为 上 线性 空间 的 一 个 线性 变换 . 其 次 WAz) = AD(Z) 
对 zef, 即 ?4= An. 因而 ?是 与 4 乘法 交换 的 线性 变换 ， 反 之 ， 与 4 交换 
的 下 的 线性 变换 当然 是 一 个 FI 外 日 同 态 . 

例 4 设 民 为 一 个 么 环 ， 民 看 作 左 R- 模 , 设 7 为 模 忆 的 一 个 RR- 自 同 态 . 
令 9(1) = by. 于 是 对 2 € RZ) 二 97:1) 二 27(1) = zm, 所 以 9 = (ba)r 是 用 
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bn 对 五 作 右 乘 得 到 的 右 乘 变换 . 反之 ， 每 个 右 乘 变换 了 是 一 个 R- 自 同 态 , 因 
为 5.(az) = (az)b = a(zb) = ebpr(z) 所 以 RR 作为 左 R&R- 模 ， 它 的 自 同 态 环 等 于 
中 的 右 乘 变换 环 囊 '、 


44 自由 模 
设 R 为 一 个 么 丈 ，M 为 一 个 BR- 模 设 5 为 M 的 任 一 非 空子 集 ， 下 列 所 
有 有 限 和 
》 ,oaz， ar E RR, 
ZES 


其 中 只 有 有 限 多 个 ax 不 为 0, 在 M 中 组 成 的 子 集 显 然 构 成 M 的 一 个 子 模 ， 它 
叫做 由 5 生成 的 子 模 , 5 叫做 这 子 寞 的 一 组 生成 元 . M 本 身 忆 有 一 组 生成 元 ， 
例如 M* = M 一 {0} 就 是 ， 4 的 任 一 有 限 子 集 51 = {71,… ,zxr] 称 为 -线性 
无 关 的 , 如 果 从 任 一 线性 关系 


CIT 十 -十 Qnr =0, a ER, 


恒 推 出 4&1 =… = ar = 0. 好 的 任 一 非 空子 集 S 叫做 电线 性 无 关 的 , 如 果 5 的 
任 一 有 限 子 集 是 R- 线性 无 关 的 . 对 的 一 组 生成 元 S 叫做 M 的 一 基 , 如 果 5 
是 R- 线性 无 关 的 ， 设 5 是 M 的 一 基 ， 则 M 的 每 个 元 素 表 成 上 面 的 有 限 和 ， 
其 表 法 是 唯一 的 ， 就 是 说 ， 若 有 两 个 有 限 和 相等 


> Aart 一 》 bz， 
2ES ZES 
则 as = 二 bz, 对 所 有 zE 9. 
若 MM 有 一 组 由 有 限 多 个 元 素 组 成 的 生成 元 ， 则 Mz 叫做 有 限 生 成 的 . 在 这 
一 章 里 我 们 只 讨论 有 限 生成 的 及 模 . 
定义 7 车 五 模 几 有 一 基 ， 则 WY 叫做 一 个 自由 i 模 . 
一 个 模 总 是 可 以 找到 一 组 生成 元 ， 但 不 一 定 有 基 ， 例 如 有 限 交 换 群 作为 一 
个 模 ， 则 不 是 自由 模 ， 下 面 利用 有 R 的 集合 积 作出 自由 模 . 
令 RO 表示 个 RR 的 集合 积 Rx Rx … x Rn > 1 RIW 中 元 素 记 为 
(zi = (zza…znj,( 生 ) 等 规定 RY 的 加 法 和 晶 对 R™ 的 作用 如 下 


(zl1,72， Zn) 十 (1 2) 
Ea {£1 + Y1, T2 + Yo, ;Tn + Yn), 
由 (z1;72，… Zn) = (aziyQar2 QZnh)， GE R. 
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不 难 验证 RW 是 一 个 R- 模 ， 零 元 素 (0,0,…,0) 记 作 0, (zi) 的 负 元 为 (zi) = 


(一 2 令 


el = {1,0,.…,0), 
ea = (0,1,..,0), 
en 二 {0,0,- ,1), 
则 RY 的 元 素 (zi) 可 表 成 
(Ti) = IE1 十 2ap2 十 :一 nen， 
而 且 因为 (z) =0 推 出 mi = …=zn=0e en 是 总 线性 无 关 的 . 所 以 
e1,…,en 是 RV 的 一 基 ，R" 是 一 个 自由 RE 模 . 若 民 为 一 域 , 则 RG™ 就 是 


n 维 线性 空 何 . 
定理 4 设 好 为 一 个 自由 严 模 ， 丰 pt 为 它 的 一 基 . 设 夺 ' 为 任 一 个 
R- 模 ， 丙 to 为 好 ' 的 性 一 个 子 集 ， 于 是 映射 i; my ti 恒 可 唯一 地 扩充 成 
Af 到 Af! 的 一 个 R- 同 态 . 
证 明 作对 到 a7' 的 映射 
》 ait 上 ain, Ea, 
i 1 
这 是 Mf 到 M' 的 一 个 模 同 态 ， 因 为 ， 首 先 象 由 原 象 唯一 确定 ， 即 若 jai; = 
bi 则 i 二, 1 二 1,…,n, 于 是 aiti 二》 ii 至 于 映射 保持 运算 ， 由 验 
算 即 得 ， 显 然 这 个 映射 由 ti 的 象 唯一 确定 、 口 
定理 4 是 和 由 模 的 一 个 特征 的 刻画 .这 里 虽然 限制 在 有 限 生成 的 日 由 模 ， 
其 实 定理 4 对 任意 自由 模 成 立 ， 以 下 两 个 命题 也 是 如 此 ， 
推论 设 af 为 一 个 以 元 束 U1，-… ,un 为 基 的 自由 模 ， 则 3f 兰 Rn. 
证 明 因为 ui1.…….un 为 并 的 一 基 ， 映 射 


》 oa 一 ie, 
为 了 到 Rn 的 一 个 模 同 态 ， 又 因 e1,… .en 为 RI 的 一 基 ， 国 而 道 映 射 
》 we: HH Yam 


为 BO) 到 对 的 一 个 模 同 态 ， 所 以 M 匀 R". 口 
设 吕 为 一 个 么 环 ， 邓 为 一 个 尼 模 ，3 为 M 的 一 组 生成 元 ， 工 为 吾 的 


一 个 理想 ， 所 有 有 限 和 


MT 十 02372 十 -十 ar2r，ai ET ES9， 
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构成 的 集合 记 作 73. 显然 1S 是 MM 的 一 个 子 模 73 与 M 的 生成 元 集 选取 无 
关 . 设 5 为 MM 的 任 一 生成 元 集 ， 求证 TS = 了 S'. 9 的 每 个 元 y 可 表 成 


y=bT+ hr t+ brs, bi € R,ri€ 0， 
用 了 的 元 素 a 作用 得 
Qay = bzl + abor2 t+ -+ absTs, 


由 于 了 是 至 的 理想 ， ab € 1 了 i 二 1,…,8. 从 而 ay € 15. 由 此 可 知 1S' C15. 
同 理 IS CIS', 所 以 1S = 59/、 

引 理 设 M 为 一 个 自由 的 R- 模 ， zl，zr 为 它 的 一 基 ， 了 为 及 的 一 个 
理想 ， 今 NN 二 了 zi 十 … 十 Ixy, 则 商机 MAN 可 看 作 玉 = RjI- 模 ， 而 且 MIN 是 
百 上 的 一 个 自由 模 ， Fi 二 Ti 十 入 {i= 二 1.…,7) 是 它 的 一 基 . 

证 明 首先 我 们 知道 开 = MIN 是 一 个 RB- 模 , 而 且 吉 = Ni 二 1? 
是 它 的 一 组 生成 元 对 于 任 一 元 素 了 € 邓 , 到 可 表 成 工 = aiF 十 … 十 Qrzr, 根据 
对 人 的 作用 有 


二 之 Tl 十 二 nT 二 了 十 十 人 Tr 二 71 十 "十 rzr， 


由 此 可 启 到 = 二 0 当 且 仅 当 zi+…+arzr Ee 和 .由 于 zz 是 对 的 一 基 , 根 据 
NN 的 定义 可 知 auri 十 …+arzr EN 当 且 仅 当 所 有 a ET. 由 此 可 知 , 7 是 好 的 堆 
化 子 . 因而 及 可 看 作 一 个 及 模 . 在 这 种 看 法 下 , =HZ1 二 … GrBr,Gi 二 i+ 
由 上 可 知 ， 到 = 0 当 且 仅 当 及 有 页 = 0. 所 以 元， 下 为 李 的 一 基 ， 形 是 一 
个 自由 的 ER 模 . 口 

定理 5 设 如 为 一 个 交换 和 勾 环 ， Mf 为 一 个 自由 民 模 则 1 的 任意 两 基 
有 相同 的 基数 ， 

证 明 设 z ,ze 和 页 .os 为 对 的 丙 基 . 由 于 中 有 单位 元 素 而 且 交 
换 ， 下 有 极 大 理想 . 设 了 为 如 的 -一 个 极 大 理想 .根据 引 理 前 的 说 明 ， NN = 
Tri 十 十 Tr 二 了 1 十 … 十 1ys. 令 五 = RJI. 根据 引 理 ， 商 模 有 如 = MI/N 是 豆 
上 的 自由 模 ，F1…,: 和 久 ，,……, 是 它 的 两 基 ， 由 于 7 了 为 极 大 理想 ， 五 为 一 
个 域 ， 因 而 下 为 域 瓦 上 的 线性 空间 ， 它 的 维 数 等 于 任 一 基 所 舍 元 素 的 个 数 . 
所 以 对 的 维 数 =r+=s. 口 

设 妊 为 一 个 交换 么 环 ， 一 个 自由 RR 模 好 的 基 所 含 元 素 的 个 数 是 自由 模 
jz 的 一 个 不 变量 ， 它 叫做 自由 模 M 的 秩 . 等 模 看 作 自由 模 ， 它 的 秩 为 0， 

推论 设 愉 为 一 个 交换 勾 环 .车 Rim) 和 RI 成 措 同 构 ， 则 和 m 二 3 

证 明 由 定理 5 和 定理 4 的 推论 即 得 , 口 
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环 上 的 自由 模 是 域 上 线性 空间 的 一 种 推广 . 

例 1 设 六 = 2ZA6)，R2) 是 一 个 秩 为 2 的 自由 BR- 模 ，el = (1,0) 和 
ez 二 (0,D) 是 R32 的 一 基 . R21 中 每 个 非 堆 元 素 并 不 都 是 RB- 线性 无 关 的 ， 例 
如 工 二 2el 十 3ez 是 民 线性 无 关 的 , 而 y = 2el +2ez 则 在 只 上 是 线性 相关 的 ， 
因为 3-.y=0. 

例 2 设 R= 2Z,M = B23, el = (1,0),rz = (0,1) 为 性 的 一 基 . 由 z= 2el 
和 rz = 3r2 在 M 中 生成 的 子 模 NY 是 M 的 一 个 真 于 模 ， 而 且 NN 还 是 召 上 的 
白 由 寞 ， zz 是 NN 的 一 基 ， 因 而 NN 和 M 有 相同 的 秩 . 

例 3 设 R,M = R2) 如 例 1,y = Zel + 32eo 在 M 中 生成 的 子 模 六 巾 元素 
0, 刀 27 组 成 ， 不 再 是 自由 R- 模 ， 因而 自由 模 的 子 模 不 必 是 白 由 模 ， 

以 上 例子 说 明 ， 环 上 的 自由 模 和 域 上 的 线性 空间 有 许多 不 同 的 性 质 . 

自由 R- 模 还 有 一 个 很 好 的 性 质 . 它 是 从 定理 4 引伸 出 来 的 ， 

定理 6 设 下 为 一 个 自由 民 模 ， M,N 为 两 个 任意 R- 模 而 且 :MM 于 
是 任意 一 个 满 同 坟 .于 是 下 到 放 的 任 一 个 模 同 坊 恒 可 提升 为 下 到 邮 的 一 
个 模 同 态 人 使 得 


$=. 
如 图 
ZF 
pad 
Pp 
yd 
ya 7 
Af . N 0 


其 中 摸 行 虹 一 六 一 0 表示 了 是 满 射 . 
证 明 设 S= {fax|XeE 刀 为 王 的 一 基 ， 其 中 工 为 指标 集 . 由 于 7 是 满 射 ， 
因而 每 个 efax) 在 下 有 原 象 ， 对 于 任 一 入, 取 定 一 个 YXE 好 使 得 


n(xzs) = plus)}, 和 ACI. 
于 是 ， 根 据 定理 4, 存在 一 个 唯一 的 模 同 态 芭 : 忆 一 并 使 得 


Wu) = FA AET. 


由 验算 ， 
nb) = nu)) = na) = Phu) 入 E 工 


7- 亿 和 vw 在 FF 的 一 基 S 上 作用 相等 ， 因 而”: 小 = 口 
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推论 设 7:M 人 一 六 是 一 个 满 的 模 同 态 . 车 NN 是 一 个 自由 模 ， 则 存在 az 
的 一 个 子 模 工 使 得 Af = kery 司 天 

证 明 在 定理 6 中 令 下 = We = lw. 然后 取 工 = Imy， 几 的 满 性 ， 
M=kern+L. ww= 1n,kernNL = (0). 口 

根据 上 面 的 讨论 ， 给 定 一 个 交换 乏 环 RR 和 一 个 正 整 数 n, 存在 一 个 而 且 只 
有 一 个 (在 模 同 构 意义 下 ) 秩 为 的 白 用 总 模 ， 秩 不 相同 的 自由 EE- 模 互 相 不 
能 模 同 构 ， 后 面 这 句 话 对 几 类 重要 的 非 交 换 环 也 是 对 的 . 

最 后 来 考虑 交换 环 上 自由 模 的 自 闻 态 环 ， 设 六 为 一 个 交换 么 环 ， 计 为 一 
个 自由 玉 模 . 设 o 是 的 一 个 模 白 同 态 ， 取 定 M 的 一 基 el，…;,en- MM 的 任 
一 个 元 素 + 可 唯一 表 成 x = miel 十 … 十 znen; 于 是 


o(z)=o (Ti1e1) + "+o(rnen) 


=210(61) + -+ wno (en). 0 
r 由 基 在 c 下 的 每 叭 一 决定 ， 将 ole,) 表 成 
se i = 1 ,Nn. (2) 
dy 


这 样 AL 的 每 个 模 自 同 态 o 确定 了 及 上 的 一 个 nx nn 矩阵 44= (ay). 由 于 及 是 
交换 环 ， 左 R- 模 也 是 一 个 右 及 模 . x:a=4-z, aE€R,xeE 并. 于 是 (2) 可 及 
和 矩阵 的 形式 表 出 ， 

afel… En) = (el En)d. (3) 


反之 ， 任 给 一 个 呈 xz 和 抢 阵 4 = (ai ay ER, 由 (1) 和 (2) 定义 邮 到 上 月 身 的 一 
个 映射 0, 这 个 映射 显然 是 M 的 一 个 模 白 同 态 . 用 M(BR) 表示 元 素 属于 已 的 
nxn 算 阵 的 全 体 . 十 是 在 EndM 和 M,(RR) 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 g 一 4 5 
和 和 4 的 对 应 关系 由 (3) 确定 ， 而 (2) 又 是 通过 MM 的 基 61,… ,en 表示 出 来 的 . 
因此 ， 4 叫做 自 同 态 o 在 基 e;,… ,en 下 的 矩阵 . 

我 们 想 通 过 上 述 一 一 对 应 来 定义 Mn(B) 中 的 运算 ， 设 or 为 的 任意 
两 个 模 同 态 ， 在 基 e1,… ,6 下 的 矩阵 分 别 为 4 和 B. 令 c+Tr 和 ar 在 基 
cl .en 下 的 矩阵 分 别 为 C 和 D. 二 是 把 C 和 D 分 别 叫做 抑 阵 4 和 吾 的 和 
与 积 ， 记 成 C = 4+ B,D = 4.B. 通过 (2) 式 实际 计算 发 现 ，C 的 中 位 
置 的 元 素 等 于 .4,B 的 同位 置 的 元 素 的 和 ， 呈 的 (7) 位 置 的 元 素 等 于 4 的 第 
i 行 和 B 的 第 j 列 对 应 元 素 乘积 的 和 ， 这 就 是 高 等 代数 中 见 到 的 矩阵 的 加 法 和 
乘法 这样， 一 一 对 应 o ”二 保持 加 法 和 乘法 ， 自 同 态 EndiM 的 一 切 运算 规律 
当然 在 M(B) 中 也 成 立 ， 于 是 Mn(B) 构成 一 个 环 ， 而 且 与 EndM 成 环 同 构 . 
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在 上 述 同 构 上 映射 下 EndM 的 单位 元 素 和 Mn(R) 的 单位 元 素 即 单位 抢 阵 五 相对 
应 . 

MM 的 模 自 同 构 全 体 记 作 AutM. Mn{R) 的 可 道 矩 阵 全 体 记 作 GLn(R). 上 述 
环 同 构 诱导 出 End 3M 的 单位 群 AntM 和 ,Mn{R) 的 单位 群 GLn(G) 的 同 构 . 

在 高 等 代数 课程 里 介绍 过 的 关于 数 域 上 n xz 逢 阵 的 行列 式 理论 完全 可 以 
移植 到 交换 环 R 上 n xn 矩阵 环 Mn{R) 中 来 ,那里 的 行列 式 的 基本 性 质 在 这 里 
都 保持 成 立 ， 有 一 点 需要 指出 的 是 关于 逆 和 矩阵 的 问题 ， 由 于 环 召 中 一 个 非 零 元 
素 不 必 有 道 ， Mn(R) 的 盾 阵 4, 虽然 它 的 行列 式 |4| 不 等 于 零 ， 4 不 必 有 道 . 
容易 证 明 ， 4 有 道 的 充 要 条 件 是 4 的 行列 式 |4| 在 R 内 是 一 个 单位 ， 也 会 出 
现 这 样 的 情形 ， 虽 然 两 个 矩阵 4 与 B 的 行列 式 都 不 等 于 零 ,它们 的 乘积 4B 的 
行列 式 可 能 等 于 零 ， 
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邓 一 个 模 进行 分 解 的 时 候 ， 必 然 会 遇 到 模 的 直 和 这 个 梳 念 . 
定义 8 设 MM ,…, MM 为 同一 个 环 玉 上 的 模 . 首先 作 加 法 群 M1，,…, Ar 的 
直 和 Mf = M1 多 … DMM, 然后 规定 对 对 的 作用 如 下 ， 


afzi Zn) = (dp1 .7 QFr), 
对 于 (z1,-… Yr) € Ma € , 则 MM 成 为 一 个 RB- 模 MM 叫做 记 模 Mi…, MM 
的 直 和 . M 可 简 记 作 儿 Mi 
1 


与 群 的 让 和 一 样 ， 模 的 让 和 M = 外 M4 包含 r 个 于 模 Mi, 它 由 下 列 元 素 
1 


组 成 
划一 (0 ,0, T2007,0), ri€ Mi, t= 1 

而 且 M1! 和 Mi 成 模 同 构 ， 同 构 由 映射 ri (0，…,0,zi, 人 0,…,0) 给 出 ， 

下 列 定理 刻画 了 模 直 和 的 特征 . 

定理 7 设 MM 和 NN 为 两 个 RR- 模 , 而 且 用 是 + 个 玉楼 M,…,AMr 的 直 
和 ， 如 果 存 在 Mf 的 子 模 MI 到 NN 的 模 同 态 祈 久 三 1) 则 二 WWr 可 以 
唯一 地 开 丘 成 模 同 坊 当 : MM NN, 使 得 了 灿 满 足 w(2) 二 (2Z2 2 三 了 

证 明 如 果 几 存在, 则 苏 (51)…… Zr) = 友 ( 下 十， 十 天) 二 可 (人 十 … 二 和 (7r) 二 
和 (ai) 十， 十 从 ( 中 ), 因而 由 由 路 唯一 决定 .其 次 证 明 甸 存在 .我 们 定义 多 


如 下 : 
p21) EM 
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证 明 包 是 一 个 模 同 态 . 


人 (2 十 (= Wri + Hi) 
三 伪 (7 + ) 十 … 十 wr (Tr 十 护 小 
wm) + wg) = (ei) + r+ 
WN) + + Wry) 


由 于 N 是 交换 群 , 因而 W(fzi)+ (i)) = (cbD)+WGaD)) alr)) = oy((z)) 是 
显然 的 . 所 以 也 是 一 个 模 同 态 . 由 少 的 定义 可 知 (2 人) = (2 人 ), i 二，…,r， 口 
设 M = 引 Mi 为 忆 模 直 和 ， 它 的 子 模 MI 如 上 ， 和 群 的 志和 一 样 ， 2M! 


满足 
1) M= M+ + M!; 
2) MMM + + M+ + MI) = {0}, i = 1, 
而 且 有 下 面 的 
定理 8 设计 为 一 个 RR 模 且 包含 个 子 模 和 Mi, 满足: 
1) N= M+ + Mr;; 
2) MiN (Mi +t Mt + Mr) = {0}, t= 1 


则 存在 模 同 构 由 : M = 维 Mi 一 NN 使 得 
1 


W{(T1, Zr) 三 Tl +t 十 7， (71，…… Tr) EM. 口 


如 果 RR- 模 NN 的 7 个 子 模 M1,…,M; 满足 定理 8 中 条 件 2), 则 M1,…, Mr 
叫做 独立 的 . 若 六 的 子 模 研 1,…., Mr 是 独立 的 , 则 从 等 式 z1 十 '… 十 Zr 二 0, Ti E 
Mi 二 1.…,7, 恒 可 推 抽 21 二 … 二 zr 二 人 0. 

如 果 RE- 模 计 的 7 个 子 模 对 ,…,M; 满足 定理 8 中 条 件 1 和 2), 则 NN 叫 
做 子 模 Mi 的 内 直 和 . 仍 记 作 N = M1 S… 旬 Mi. 根据 定理 8, 直 和 与 内 直 和 在 


模 同 构 意义 下 没有 区 别 . 
为 了 下 一 章 的 应 用 ， 把 几 个 简单 的 结果 集中 写成 一 个 定理 . 
定理 9 


1) 若 尼 模 了 是 子 模 3 dr 的 直 和 ,而 且 每 个 MM; 又 是 子 模 Min; 
的 直 和 ， 则 JM 是 子 模 Mi (= 二 7) 的 直 和 ， 

2) 车展 模 MM 是 子 模 Ni,N2,…,N; 的 直 和 和. 令 Mi = 和 Tea 一 
Ne 十 No 二 Neit1 十 …' 十 Ne, 则 好 是 Mi, M2,，…, Mt 的 直 


和 . 


174 第 五 章 模 


3) 若 民 - 模 有 MH 是 子 模 M,…,MM 的 直 和 , 令 NN 二 M+ 二 Ms, 1<s<nm 
则 商 模 MJN 和 Mstl 十 … 十 1M 成 模 同 构 ， 口 
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(以 下 恒 假 定 总 是 么 环 ) 
1. 设 M 是 一 个 左 下 模 ，7? 是 环 3 到 鼠 的 -个 同 态 而 且 作 将 9 的 单位 元 素 映 到 
如 的 单位 元 素 . 我 们 定义 5 在 邓 上 的 作用 如 下 : 对 于 a € 5S,z EM, 规定 


az = Ma}(z). 


证 明 AM 是 一 个 5- 模 . 

2.( 见 51 堆 化 子 的 定义 ) 设 对 是 :个 左 R- 模 B= {5 ERIbzx = 9 对 所 有 的 z € M}. 
证 明 ，B 县 及 的 一 个 理想 , 而 且 对 于 包含 在 避 中 的 虹 的 任 一 个 理想 7, 可 以 定义 商 环 Rj1 
在 MM 上 的 秆 用 如 下 使 得 M 成 为 一 个 RjI- 模 ， 


(a+Tz=az, a€ RrEM, 


3. 设 好 和 Mt" 是 两 个 左 Z- 模 . 证 明 : 若 邓 和 3 是 加 法 群 同 构 的 ， 则 对 和 对 也 
是 2- 横 同 构 的 .更 精确 地 说 ， 若 了 是 导 到 对 ' 的 一 个 加 法 群 同 构 ， 则 9 也 是 一 个 Z- 模 
同 构 . 

4. 设 Q 为 有 理 数 域 ， 对 和 MM' 是 两 个 左 Q- 模 . 证明: 若 9 : 1 一 M 是 一 个 加 法 
群 同 构 ， 则 9 也 是 一 个 Q- 模 同 构 ， (* 如 果 用 实数 域 及 替代 Q, 问 这 个 命题 是 否 成 立 ? ) 

5. 设 31 是 一 个 有 限 交 换 群 而 且 于 关 0. 问 对 是 否 能 成 为 -个 左 Q- 模 - 

6， 设 并, 和 为 两 个 R- 模 , 用 Homn(t,N) 宕 示 几 到 和 N 的 RR 同 态 的 全 体 . 
它 对 同 态 的 加 法 成 一 交换 群 . 若 下 = Z，Homz(af,N) 可 简 记 成 Hom(af, W)， 证 明 : 
Hom({Z, Z/(n)) 兰 忆 An),Hom(ZA ZI) 0 

7. 设 M 为 一 个 R- 模 . 

(i 规定 RR 对 Homa(R,M) 的 作用 如 T: 对 Je Homp(R, 1M), & € R, 规 定 a. 下 为 


af(r)= f(ra), reR. 


证 明 Homn(R,AI) 是 一 个 BR- 模 . 

{六 设 映射 7 : Homa(R,M) 二 M; (有 = f(1),f € Homa(R,M)， 证 明 7 是 一 个 
内- 同 构 . 

8. 设 M 为 一 个 左 R- 模 、 对 每 个 ee R, a 决定 M 的 一 个 群 同 态 ca 使 得 cetz) = 
ax,T EM. 邻 9= {oola eR} 证明 5S 在 4 的 自 同 态 环 Hom(M,M) 中 的 中 心 化 子 
是 胜 的 民 自问 态 环 HomR(M, MM), 其 中 5 的 中 心 化 子 定义 为 {9 € Hom( MM, M)| oo = 
a0 对 所 有 a € R}. 

9、Af,oa 定义 如 习题 8, 问 在 什么 条 件 T oa 属于 Homn(M, MM})? 
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10， 如 果 一 个 非 零 R- 模 MM 除 {0} 和 2M 外 无 其 它 子 横 ， 则 M 叫做 不 可 约 的 ， 不 可 
约 模 也 叫 单 模 , 证 明 。 RE- 模 3M 是 不 可 约 的 当 且 仅 当 好 是 一 个 非 零 循环 横 ， 耐 且 每 个 非 
从 元 都 是 它 的 后 成 元 . 

11. 乏 环 中 的 一 个 左 ( 右 ) 理想 了 叫做 极 大 的 , 若 工头 忆 而且 不 存在 左 ( 右 ) 理想 了 使 
得 了 SG 了 GE 玉 证 明 , 左 忆 模 MM 是 不 可 约 的 当 而 且 仅 当 存在 及 的 一 个 极 大 左 理想 了 使 得 
J 和 吾 - 模 届 /7 成 模 问 构 . 

12. 〔 舒 尔 (Schur) 引 理 ) 证 站: 

个 车 Mi, M2 是 不 可 约 R- 模 ， 则 4 到 M2 的 模 同 态 不 是 零 同 态 使 是 模 同 构 . 

(i) -个 不 可 约 模 的 模 自 同 态 坏 Endg (31) 即 Homa(ad, M) 是 :个体 . 

13.， 承 上 题 ,车 Endk MM 是 一 个 体 ， 问 M 是 否 必须 是 不 可 约 的 ? 

14. 设 电 为 一 个 交换 环 ，77 是 Rin) 的 -个 全 自 同 态 . 证 明 ; 苦 了 是 满 的 ， 则 9 是 单 

-的 ， 因 而 9 是 -个 R- 自 同 构 . 反之 ， 设 ?是 单 的 , 问 7 是否 是 满 的 ? 

15. 设 M,N 为 两 个 左 R- 机 定义 R 在 Hom( 和 M,N) 上 的 作用 如 下 ; 对 于 a€ R,o € 

Hom( M,N), 规定 
(ao){(7) =alo(z), rEM. 


证 明 Hom(M, NN) 是 - 个 左 RR- 模 试问 Homn (MN) 是 不 是 Hom(M, 入) 的 子 模 ? 

16. 在 习题 二 中 仿 M = RM"',N = RY 而 基 假 定 虽 为 交换 环 .证 明 Hom(R'™), RW™*) 
为 一 个 自由 R- 异 ， 而 且 秩 = mn 

17. 设 名 ,=1,…',T 为 RB- 模 3 的 于 模 若 MM 满足 

0) M= M+. + Ms 

(i) (Mi + MN Mip = (0), i=1,2. ,7-1 
WM = MBB M;. > 

18， 设 R 为 -交换 环 ,自由 模 RW" 的 一 基 为 ci,en。 令 拓 二 Daaey i = 

了 三 】 


1 .= 1) EE Mn(R), 证 明 : 

*( 方太 在 玉 上 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 4 的 行列 式 det 44 关 0, 而 且 人 不 是 卫 的 
零 因 子 . 

(设立 满足 人 中 条 件 ， 于 是 户 …… 产 在 RW 内 生成 个 自由 子 模 , 太 …… 恩 
是 亡 的 一 基 ， 作 商 模 M = R"/N. 求证 好 的 零 化 于 包含 主 理想 il4), |4| = det 4. 因而 
好 可 看 成 个 RA(|A4D- 模 . 

19. 将 名 /in) 看 作 2- 模 ， 问 下 列 模 是 否 可 写成 两 个 非 鹤 子 模 的 直 和 |: 

(i)】 ZZ/(p),p 为 一 素数 ，e 二 1; 

(说 2/(n), 下 二 六 基 Di 区 为 不 同 的 素数 ，e1 之 1 iY 三 17 

20. 证 明 ， Q 作为 2- 模 ， 它 的 全- “有限 牛 成 的 子 模 是 循环 模 . 由 此 证 明 ， Q@ 不 是 ~ 


个 自由 Z- 模 . 
21， 证 明 ， 若 是 一 个 自由 左 RR 模 ， 了 an 为 它 的 一 基 ， 则 Homa(M, A), 记 
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作 M*, 是 -- 个 自由 右 R- 模 ， 它 有 - 基 及,…. 所 使 得 
Flui) = 5) 43 = 1, n, 


8 为 克 罗 内 克 (Kronecker) 符号 . 

22. 设 正 为 一 个 自由 R- 模 ，P 为 下 的 直 和 项 即 环 等 于 子 模 已 和 已 的 直 和 和. 又 
设 对 , NN 为 两 个 任意 的 R- 模 ，) 为 M 到 NN 的 一 个 满 同 态 . 证 明 。 也 到 六 的 任 一 个 模 
同 态 yp 恒 可 提升 为 PP 到 邓 的 一 个 模 同 态 ,使 得 4- 小 == 9 

23. 设 己 为 一 个 五 - 模 . 如 果 对 于 任意 RR- 模 仁和 NN 以 及 任意 的 满 的 模 辐 态 :2 一 玉 ， 
尾 一 个 筑 同 态 p : P 一 N 恒 可 提升 为 模 同 态 沙 : P 一 M 使 得 人 .区 = y, 则 P 叫做 投射 
好 - 模 . 证 明 ， 投 射 RR- 模 必 是 某 个 自由 R- 模 的 直 和 项 ， (参看 24 题 ) 

24. 任 一 她 模 都 是 某 个 自由 RR- 模 的 同 态 象 . 

25. 设 ?:M 一 了 是 一 个 R- 模 同 态 而 且 是 满 的 证明: 若 已 是 -个 投射 模 ， 则 存在 
一 个 模 同 态 世 :已 全 好 使得 9 区 = 1p, 1p 不 是 书 的 慎 等 自 同 构 , 此 时 对 = ker 外 imy. 

26. 设 己 为 -也 - 模 证 明 如果 对 于 任 一 及- 模 夺 以 及 仁 -- 满 的 模 同 态 7:M 二 PP， 
恒 存 在 模 同 态 小 : P 一 M 使 得 9 区 = 1P, 则 己 是 -个 投射 模 

27. 证 明 两 个 投射 R- 模 只 和 甩 的 直 和 仍 为 投射 模 . 

28, 证 明 任 -投射 R- 模 的 直 和 项 仍 为 投射 模 . 

29， 举 - -个 是 投射 模 但 不 是 自由 模 的 例子 . 

30, 设 M 为 一 个 有 限 生 成 ER- 模 ，NN 为 -个 子 横 . 证 明 : 若 六 是 MM 的 一 个 直 利 项 ， 
则 N 也 是 有 限 生 成 的 . 

31. 设 六 是 环 如 的 个 左 理想 . 证 明 : 当 R 作为 一 个 左 R- 模 时 ， 子 模 六 是 五 的 一 
个 直 和 项 的 充 要 条 件 是 N 作为 屁 的 子 环 有 右 单位 元 素 . 
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对 于 一 种 代数 结构 ， 分 类 常常 是 一 个 基本 问题 ， 换 句 话说 ， 就 是 要 设法 刻 
画 出 所 有 可 能 的 互 不 同 构 的 类 型 ， 当 然 ， 在 一 般 的 情况 下 ， 分 类 问题 不 是 很 容 
易 解决 的 ， 主 理想 环 上 的 有 限 生 成 模 的 分 类 可 以 彻底 解决 ， 同 时 它 又 包括 了 不 
少 重要 的 特例 ， 如 有 限 生 成 的 交换 群 ， 又 如 有 限 维 线性 空间 中 一 个 线性 变换 的 
标准 形 等 ， 因 之 ， 我 们 将 给 出 这 个 问题 的 全 部 讨论 与 最 后 的 结果 ， 然 后 再 看 它 
的 两 个 重要 的 应 用 . 

在 这 一 章 ， 我 们 总 是 假定 五 为 一 主 理想 整 环 ， 所 讨论 的 模 都 是 R- 模 而 且 
是 有 限 生 成 的 ， 为 方便 起 见 ， 以 下 主 理想 整 环 恒 简称 为 主 理想 环 . 


$1 ， 主 理 想 环 上 的 自由 模 

我 们 首先 给 出 主 理想 环 上 有 限 维 自 由 模 的 一 些 基本 性 质 . 

定理 1 设 民 为 一 主 理想 环 ，iMf 为 一 自由 民 R- 模 ， 秩 为 m. 于 是 财 的 任 一 
子 模 也 是 自由 也- 模 ， 铁 < 之 n. 

注意 ， 我 们 把 零 模 看 作 秩 为 0 的 自由 模 . 

证 明 设 NN 为 M 的 一 个 子 模 ， 如 果 MY 是 一 零 模 ， 则 结论 显然 . 下 面 我 们 
对 MM 的 秩 n 作 归 纳 法 .假设 结 沦 对 秩 小 于 1 的 自由 核 已 经 成 立 ， 

邻 e1,….en 是 自由 模 对 的 一 组 基 . 考虑 N 中 一 切 元 素 


QElT + 二 dnEn 


的 第 一 个 系数 al 所 成 的 集合 五, 显然 i 是 环 吾 的 一 个 理 起 . 因为 吾 是 主 理想 


环 ， 所 以 
n={f), 


其 中 fe R. 如 果 了 =0, 即 五 = {0}, 这 就 是 说 N 包含 在 自由 模 
Mi = Rez + :+ Ren 
中 ， 则 出 归纳 法 假设 ， 结 论 成 立 ， 设 f 关 0, 于 是 在 六 中 有 一 元 素 
hi = JE 十 … 


对 于 N 中 任 一 元 素 


了 一 QI1E1 + + nen, 


我 们 有 al = aif. 于 是 
rt—aihi € Nf, 
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令 Ni = NN M14, 上 面 的 讨论 表明 
一 Rhl 十 1 


显然 ， Rhi NN 一 {0}. 因 之 ， 


N= Rh 向. 


由 归纳 法 假设 ， Ni 是 一 日 由 模 ， 秩 <n 一 1. 
令 hh, hr 为 Ni 的 一 组 基 ， La 好 得 


N= Rh 9 Rh .BRhr, 


这 就 证 明了 ， hi, ho,…, 有 hr 是 NN 的 一 组 基 ，N 是 一 自由 模 ， 秩 = 7 和 mn. 由 数 
学 归纳 法 原理 ， 定 理 普 遍 成 立 . 口 

推论 主 理想 环 上 有 限 生成 模 的 子 模 也 是 有 限 生成 的 ， 

证 明 设 MM 是 主 理想 环 RR 上 一 有 限 生成 模 ， gy,… .gm 是 它 的 一 组 生成 
元 ，N 是 MM 的 一 个 子 模 根据 第 五 章 定 理 4, 作 一 秩 为 m 的 自 巾 模 以 ”, 基 
为 sb ,sm 有 一 满 同 态 

7 : R'm) ~» M, 
NAQ1EL 十 -… 十 QmEm) = A1091 十 + mgm- 


令 下 二 11(N), KK 是 Rm 的 一 个 子 模 由 定理 1,K 也 是 一 白 由 模 ， 有 一 组 枯 
用 ,… ,所 . 因为 9 是 一 满 同 态 ， 所 以 


hi = af), ,hr = Nfr) 


是 六 的 一 组 生成 元 ， 这 就 证 明了 N 是 有 限 生成 的 . 口 

应 该 指出 ， 如 果 RR 不 是 主 理想 环 ， 那 么 自由 模 的 子 模 不 一 定 是 自由 的 ， 例 
如 ， 下 = Z/6Z, R 作为 R- 模 是 秩 为 1 的 自由 模 ，N = 2 就 不 是 白 由 模 . 因为 
28 由 3 个 元 素 组 成 ， 而 非 零 白 由 模 包 含 元 素 的 个 数 不 少 于 环 民 元 素 的 个 数 ， 
所 以 2R 不 是 自由 模 ， 

定义 1 设 MM 是 一 R- 模 。 2M 中 元 素 a 称 为 扭 元 泰 ,如果 有 7€ R,r 关 0 
使 ra = 0, 如 果 不 存在 R 中 非 零 元 素 7 使 ra =0, 则 a 称 广 自由 的 . 

a 是 “和 白 由 "” 的， 等 于 说 a 是 R- 线性 无 关 的 . 豆 - 线性 无 关 以 下 简称 线性 
无 关 . 

显然 ， 当 元 素 ae M 是 自由 的 ， 由 a 生成 的 子 模 Ra 是 秩 为 1 的 自由 模 . 

例 1 交换 群 作为 Z- 模 ， 扭 元 素 就 是 有 限 阶 元 素 . 


8 主 理想 环 上 的 当 由 模 179 


例 2 设 世 是 域 下 上 的 线性 空间 ， T 中 每 个 非 零 泡 崇 都 是 自由 的 ， 

例 3 设 V 是 域 f 上 一 n 维 线性 空间 ， 有 4 是 一 线性 变换 对 于 a eV. 定 
义 和 Aa = Anm, 可 以 看 作 一 元 多 项 式 环 FA] 上 一 个 模 . 显然 ，V 作为 FF[ 因 - 
模 ， 每 个 元 素 吉 是 扭 元 素 ， (为 什么 ? ) 

定义 2 设 ML 是 一 R- 模 ， 如 果 M 中 每 个 元 素 都 是 扭 元 素 ， 则 M 称 为 扭 
模 ; 如 果 MY 中 每 个 非 零 元 素 都 是 自由 的 ， 则 好 称 为 无 直 模 . 

定理 2 主 理想 环 上 无 把 的 有 限 生 成 模 一 定 是 自由 模 . 

证 明 设 对 是 主 理想 环 RR 上 一 无 杠 的 有 限 生成 模 ，Q1、… ,am 是 MM 的 一 

因为 M 无 扭 ,所 以 每 个 非 零 元 素 c 都 线性 无 关 . 由 此 可 知 ， 只 要 M 不 是 及 
模 , 在 这 组 生成 元 aa, …,am 中 总 可 选 出 一 个 非 空 的 极 大 线性 无 关 组 ， 辟 如 说 ， 
就 是 a1,… ;ar (r 之 m). 这 就 是 说 ， a1,… ,ar 线性 无 关 ， 而 al ,arai (7 < 
7 < m) 部 线性 无 关 ， 即 有 关系 


TN + 二 Tr 十 2 人 二 0 7<j<m, 


其 中 zj 冯 0. 

如 果 M 是 零 模 ， 定 理 自然 成 立 ， 因 之 我 们 无 妨 假 定 好 不 是 零 模 . 

由 a1,… ,ar 的 选择 , 我 们 知道 a1,… ,ar 生成 一 自由 的 子 模 NN, 且 4，… ,a 
是 NN 的 一 组 基 . 

邻 工 = wzrH pzm, 因为 如 是 整 环 ，z 天 0. 显然 


Tai EN, t= 1 ,mm, 
于 是 映射 
人 FF ra 
定义 了 一 个 同 态 
n:MoN. 


MM 无 所 而 且 x 关 0 保证 了 同 态 9 是 单一 的 ， 因 之 M 与 自由 模 六 的 子 模 (ad) 
同 构 . 根据 定理 1,M 是 自由 模 ， 品 

在 定理 2 中 ， 有 限 生成 这 个 条 件 是 重要 的 . 例如， 有理数 Q 看 作 整 数 环 Z 
上 的 模 是 无 扭 的 , 可 是 任意 两 个 有 理 数 在 Z 上 都 是 线性 相关 的 ，( 为 什么 ? ) 因 
之 不 可 能 是 自由 模 . 
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定理 2 表明 ， 如 果 一 有 限 生成 模 是 无 扭 的 ， 则 是 一 自由 模 ， 而 白 由 模 的 结 
构 是 清楚 的 ， 完 全 被 秩 所 决定 .这 一 节 要 讨论 ~- 般 的 情形 ， 下 面 将 证 明 ， 一 般 
的 有 限 生成 模 的 分 解 可 以 归结 为 有 限 生 成 的 捏 模 的 分 解 . 

设 MM 是 主 理想 环 召 上 一 有 限 生成 模 ， 我 们 来 证 明 ，MM 中 全 体 所 元素 组 成 
一 子 模 ， 事 实 上 ， 设 a,5 为 M 中 任意 两 个 扭 元 素 ， 分 别 有 


ra=0 与 sb=0., 
其 中 7,sER 且 关 0. 显然 有 rs 关 0( 因 为 玉 是 整 环 ) 而 且 
rs(a+tb} = 10, 


r(xa) 二 0， 对 于 任意 xz€ RR 
这 就 是 说 ，Y 中 全 体 所 元 素 对 于 加 、 减 以 及 数 科 是 封闭 的 ， 因 页 全 体 捏 元 素 成 
一 子 模 ， 我 们 用 Tor(jY) 表示 这 个 于 模 . 
定理 3 设 好 是 主 理想 环 及 上 一 有 限 生 成 模 ， 于 是 Mf/Tor(M) 无 担 ， 因 
而 是 自由 的 . 
证 明 只 要 证 明 ,，M/Tor(M) 中 的 所 元 素 必 为 零 . 令 a+Tor(M) 为 M/Tor(M) 
中 一 招 元 素 ， 有 ra 二 Tor{M)) = 0,rE 吾 ,天 小 由 


rta+t Tor(M)) =0, 


即 得 
ra € Tor( Mf), 
于 是 有 s ER 有 Hs0 使 s(ra) = (sr)a = 0 而 且 sr #0， 从 而 aE Tor(M). 这 就 
证 明了 Mj/Tor(Mf) 无 所 .显然 Mf/Tor(31) 是 有 限 生成 的 . 由 定理 2,M/Tor(M) 
是 白 由 的 . 口 
今 
Mf/Tor(M) EF = Rt 
是 一 铁 为 + 的 自由 模 ， 由 自由 模 的 投射 性 (第 五 章 定理 6 的 推论 ) 可 知 ， 好 中 
有 一 子 模 K， 
K RY 


且 
Mf = K Tor(Af). 
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这 就 证 明了 

定理 4 主 理想 环 吾 上 任 一 有 限 生 成 模 于 都 可 以 分 解 成 它 的 担子 模 Tor(A7) 
与 一 自由 子 模 下 的 直 和 ， 大 的 秩 是 被 Af 唯一 决定 的 

证 明 因为 近 兰 MATor(az), 所 以 KK 的 秩 也 就 是 白 由 模 MATor( 对) 的 秩 ， 
当然 是 被 M 唯一 决定 的 . 口 

一 般 说 来 ， 自 由 子 模 K 不 是 唯 一 决定 笼 ， 读 者 不 难 举 出 这 样 的 例子 . 

自由 模 M/Tor(MM) 的 秩 通常 就 称 为 模 41 的 秩 . 

由 定理 4, 有 限 生成 模 M 的 分 解 就 归结 为 它 的 扭 子 模 Tbr(C) 的 分 解 . 由 
定理 1 的 推论 ， Tor(az) 也 是 有 限 生 成 的 ， 因 之 我 们 下 面 集中 讨论 有 限 生成 捍 
模 的 情形 . 
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设 MM 为 主 理想 环 RR 上 一 有 限 生 成 的 扭 模 . 

对 于 任意 ee 五 . 我 们 定义 

M(a)= {rE Ml|ar = 0}. 

显然 好 (o) 是 一 子 模 ， 

由 定义 可 知 ， 如 果 olb, 则 

Mla) C af( 昌 . 
如 果 e 在 于 中 是 一 单位 ， 则 到 (a) = {0}. 


Af(0) = af 也 是 显然 的 . 
设 a,5eE Bd 是 a.b 的 一 个 最 大 公 因 子 ， 即 (Q) = (a) + 他 ), 则 有 


Mld) = M(a N MOOD). 
事实 上 , 由 MM(d) C M(a),M(d) C Mb) 即 得 M(d) C Mon 男 一 
方面 设 ze M(ON Mb). 由 (9d) = (@)+(8) 可 知 有 wv€R 使 d= vat 


于 是 
dz = (ua + wh)z = 路， 


即 ze M{q). 这 就 证 明了 
M(d) 2 M(a) N Mb). 


结合 以 上 的 讨论 即 得 
M(d) = Ma NM {Db). 
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根据 以 上 的 讨论 ， 我 们 不 难 证 明 
引 理 设 abe R, (a,b) =1, 则 
MlaN M(B) = {0}, 
M(ab) = M(a) ® Mh). 
证 明 根据 上 曾 的 讨论 ， 有 
M(a) N Mb) = M((0,b)) = M(1) = {0}. 
由 (ol C M(ab), M(b) C M{ab), 有 
M(ab) 3 M(a) + M8). 
反 过 来 ， 如 果 ze 好 (oj 即 abzx = 0, 则 
ar € M(b), bz € M (a). 


由 (a,b) = 二 1, 有 4,veE 呈 使 
1 = vat vw, 


于 是 
T= uar+vbr € Mla)+ Mb). 


这 就 证 明了 
M(ab) = M(a) + M(B). 


再 由 Majn 邓 全 ={0}, 即 得 
A (ab) = M(a) ©® M(B). OO 
定理 5 设 甩 为 一 主 理想 环 ，MM 为 一 R- 模 . a € Ra #0,a= upr' pre"， 
其 中 尺 为 一 单位 ，p1,…,pr 为 互 不 相伴 的 素 元 ，r 之 1. 于 是 有 


Mo = BD MPF). 
=l 


证 明 对 > 作 归 纳 法 . 
并" = 工时 ， 结 论 显然 . 
当 ” > 1 显然 有 wp.… 吉 1' 与 29" 互 素 ， 于 是 应 用 引 理 即 得 


M(a) = M(upr: pri ) © M(p™). 
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对 M (wpl! Pr2i) 内 归纳 法 假设 ， 我 们 就 得 到 所 要 的 分 解 


M(0) = 全 Mr OO 


证 明 中 ， 我 们 用 到 了 一 个 简单 的 事实 ， 即 当 4 为 一 单位 ， ae 五 , 有 
M({ua) = M {a}. 


它 的 证 明 留 给 读者 ， 
对 于 主 理想 环 RR 中 任 一 元 素 p, 显然 有 


MI(p) CC CMMB CC... 


作 它 们 的 并 集 ， 起 
(Mp). 


t=] 


不 难 证 明 ， 它 是 邓 的 一 个 子 模 ， 设 


,be U Mf (py, 
i 二 1 
这 就 是 说 ae MH(P),bE M (pt) 对 适当 的 六 无 妨 设 7 了 < 上 .于 是 


| 


ra€ M{pi) C |] Mp'), 


i=1 
ntbe M(pi) C (YM(pi). 


| 


定义 3 对 于 主 理想 环 R 中 任 一 素 元 素 p, 子 模 
Mf 一 U M {pi) 


3=1 


称 为 M 的 p 分量: 
下 面 重新 提 一 下 第 五 章 定 义 过 的 一 个 概念 . 设 M 是 主 理想 环 召 上 一 有 限 
生成 模 . 对 于 MH 中 元 素 0, 子 模 N. 
ann(a) = {rE RIra = 0}, 
ann{N) = {rE€ Rra==0 对 所 有 的 a€E NN}. 


分 别称 为 与 N 的 零 化 子 . 
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不 难看 出 ， ann(a),ann(N) 都 是 8 的 理想 ， 而 且 annio) = ann(Ra). 证 明 
给 读者 . 

当然 ，ann(a) 与 ann(N) 可 能 是 零 理想 , 例如 当 = 日 由 时 , 则 ann{a) = {0}. 

引 理 设 41 是 主 理想 环 尺 上 一 有 限 生 成 担 模 。 Q1,…,ar 是 则 的 一 组 生 
成 元 ， 于 是 

1) ann(az) = 门 ann(ai): 

| 
2) 存在 一 非 零 元 素 ZE 民 使 


ann(M) = (7x). 


证 明 请 读者 证 明 1)， 
2) 因为 a1,…,ar 都 是 扭 元 素 ， 所 以 


ann(ai) = (zi), Ti #0, i=1,.,r. 


而 EA Se (7), 其 中 企 是 T's Lr 的 一 个 最 小 公 倍 . 日 
| 
定理 6 设 Af 是 主 理想 环 下 上 一 有 限 生 成 招 模 ， ann(M) = (2),z 
ap pir, 其 中 心 为 一 单位 ， 攻 ,Pr 为 亚 不 相伴 的 素 元 素 ， 于 是 有 
1) MH = 人 BM); 


2) 当 D 是 一 个 与 记 ,…,pr 都 不 相伴 的 素 元 素 时 ， Mp = {0},Mp， = 
Af pr), $= 1 ,7. 

证 明 巾 ann(M) = (x) 可 到 M(x) = 邓 . 应 用 定理 5 即 得 1). 

2) 设 p 是 一 个 与 p,… ;pr 都 不 相伴 的 素 元 素 . 为 了 证 明 Wp = {0}, 只 要 
证 对 任 一 小 


Mf(7) = {0}. 
因为 (pi,x) =1. 所 以 根据 定理 5 前 的 引 理 即 得 
{0} = MI{z)N Mp) = MN M(p) = M(p). 


为 了 证 明 ML = Mtp*). 我 们 来 证 ， 对 于 任意 的 上 > nm;, M (ph) = (p28) 
因为 (K#,z) = pW 所 以 我 们 有 


M(t) = MNM = Mp)N M(z) = 全 ) DO 
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定理 6 说明， 尘 一 有 限 生成 的 扭 模 都 可 以 分 解 成 有 限 多 个 p 分 量 的 直 和 和 ， 
而 定理 的 2) 说 明 这 种 分 解 是 唯一 的 . 

定义 4 没 对 是 主 理想 环 RR 上 一 有 限 生成 机 如果 snn(M) = (pm), 其 中 pp 
是 一 索 元 素 ， 则 模 MM 称 为 一 p 模 . 

这 样 ， 定 理 6 就 可 说 成 ， 在 主 理想 环 二 任 -- 有 限 生成 的 扭 模 都 可 以 分 解 成 
一 些 p 模 的 直 和 . 下面 将 进一步 把 > 模 再 分 解 成 -- 些 循环 的 p 模 的 直 和 . 

定理 7 主 理 想 环 愉 上 任 一 有 限 生成 的 p 模 MM 都 可 以 分 解 成 有 限 多 个 和 
环 p 模 的 直 和 . 

证 明 设 a1,…,a; 是 MM 的 一 组 生成 元 ， 我 们 对 生成 元 的 个 数 7 作 归 纳 法 
证 明 下 述 结论 : 主 理想 环 吕 上 由 个 元 素 生 上 成 的 p 模 可 以 分 解 成 不 超过 7 个 循 
环 p 模 的 直 和 ， 

当 r = 1 时 ， 结 论 日 然 成 立 . 

假设 结论 对 生成 元 的 个 数 < > 时 已 经 成 立 ， 现 在 来 证 生成 元 的 个 数 =7 的 

国 为 好 是 p 模 所 以 有 


Ee ns a We 
在 rn1,…,mr 中 取 一 最 小 的 ， 链 如 说 是 ?nr， 即 
mn >mrt= 1 ,rl1. 
令 3 为 a,…,ar-! 生成 的 模 . 由 归纳 法 假 没 ， MM 有 分 解 式 
M =N a. TN,, s<r-l, 


其 中 Ni = Rb， annibi;) = (pi). 1 = 1,..,8. 
如 果 an Rar = {0), 则 


MM = Mi Rar = Rb eiD Rb B Rear, 


结论 成 也， 

显然 W 可 以 由 机,….bs,ay 生成 ， 如果 s <r - 1 则 由 归纳 法 很 设 ， 结 论 
成 苹 . 
下 面 看 s =r 一 1 和约 情形 . 我 们 指出 , 在 这 里 无 妨 假定 之 mar 三 1 7 一 | 
否则 , 譬如 二 < mr 我 们 就 取 代替 原来 的 ar, 考虑 如， … 入 -bar 生成 的 子 模 
Mz, 重复 以 上 的 步 骏 . 经 过 有 限 步 之 后 , 我 们 总 可 以 达到 t, > mr, i 二 1,…,7 一 1 
的 情形 . 
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如 果 Mi D Ra 即 Mi = M, 则 结论 自然 成 立 . 
在 一 般 的 情形 ,考察 商 模 M/Mi. 邻 十 为 ar 在 M/M 中 的 入. 显然 pm < 
ann(ar), 从 而 有 
ann(t) = 人) k < mr. 


由 pta 二 0, 即 从 a ea 有 
Dhar = 31 + rib1. 
两 边 乘 以 pm“* 得 
0 = pr" irb + .+p Ar-1 罗 1， 


中 直 和 分 解 Mi = Ni 提 … 和 由 rr-l 可 知 


Tn, 


ilp Ris t= ?~ 1, 


或 者 


pttiTmr lg, ¢=1,.,r—1. 


由 于 >>mr, i = 1,…,7 一 上 我 们 有 


ki+ti—mr >k, i=1,.,r—l1. 


因 之 ， 
pt|zi 或 者 Ti = phyi, 一 1 7 一 1. 

于 是 

和 ion = pynbl 下 全” + peyr bel, 
移 项 即 得 

了 (or — Hb — Yr 1by i) = 0. 
令 

br = Qr ~ do — Yr_ibr-1, 


显然 也 二 EH,ann(B,) 2 ann(b.). 由 此 即 得 
ann(br) = (p*), 
从而 Mi nN Rb = {0}， 


M= MRb,= Ro DB-.…D Rori 8 Rb,. 
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这 就 是 我 们 要 的 直 和 分 解 ， 定 理 得 证 . 口 
结合 定理 6 与 定理 7, 我 们 得 到 
定理 8 主 理想 环 玉 上 的 有 限 生 成 捏 模 M 可 以 分 解 成 一 些 循环 p 模 的 直 
和 ， 即 
M= BM™. 人 
i=1 


其 中 Ni = Rbi,ann(Ni) = ann(bi)} 二 (p?'),pi 为 岂 中 素 元 素 ，i 二 1,'….m， 口 
分 解 式 涉 及 到 的 素 元 素 p1,… ,pn 中 可 能 有 相伴 的 ， 我 们 知道 相伴 的 元 素 

生成 相同 的 理想 ， 因 之 我 们 可 以 约定 相伴 的 元素 都 用 同一 个 素 元 素 表示 . 重新 

排列 Ni,… ,Ni 的 次 序 ， 定 理 中 m 个 素 元 素 的 方 罕 pW ，… ,pr 可 以 排 成 : 


a (2) 


其 中 p1,… ,Ps 是 互 不 相伴 的 素 元 素 ， 且 


Ni > M2 > > Nin 1=1,.,8. 


显然 ， 元 素 组 (2) 在 同 构 的 意义 下 唯一 地 决定 了 分 解 式 (1) 
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结合 定理 4 与 定理 8. 我 们 就 得 到 有 限 生成 模 的 第 一 标准 分 解 . 
定理 9 主 理想 环 RR 上任 一 有 限 生 成 模 M 都 可 以 分 解 成 一 自由 子 模 与 若 
干 个 社 环 p 模 的 直 和 ， 即 


=K 申 由 中 心 . (3) 


t=1 J:=} 
其 中 KE RV,ann(Ni,) = (人 ps, ps 为 至 不 相伴 的 素 元 素 ， 且 
Ti 之 Mi2 之 2 Nir i=1,.…,s. 


t 被 MM 唯一 决定 ， 称 为 MM 的 秩 ， 品 
在 这 个 分 解 式 中 ， 属 于 不 同 的 素 元 素 的 循环 p 模 可 以 合并 成 一 些 较 大 的 特 
环 模 . 为 此 ， 我 们 来 证 
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引 理 Ma 为 主 理想 环 只 上 的 模 ，ape M,ann(a) = (有 ,ann(b) = {9). 如 果 


(f.9) = 二 则 
Ra+ Rb = R(a —b), 


而 annla +b) = (f9). 
证 明 R{a+ 站 C Ra+Rb 是 显然 的 . 由 (f,g9) = 1, 有 wwe 使 uf twg==1. 
于 是 
vg(a+D) =vga= (1 -ua=ae€ natd). 


同 理 ， wf(a+ 日 =be Ra 二 有), 这 就 记 明 了 
Rat RC Rla+Dd), 


因 之 Ra 十 百 5 = R(a+t+t). 
令 ann(a 十 ) = (及 . 显然 f9 E ann(a 十 , 即 


(fg) € (A). 
反 过 来 ， 有 hfb =hf(a+ 外 =0, 所 以 


glhf. 
由 (jf, 四 =1, 得 gl. 同 理 ，f|h. 再 根据 (f,9) = 1, 即 得 f9|h, 于 是 
(h) = (f9). 
这 就 证 明了 ， ann(a +8) = (J9). 0 


用 引 理 ， 由 定理 9 不 难 推出 
定理 10 主 理想 环 民 上 任 一 有 限 生 成 模 af 都 可 以 分 解 成 一 自由 子 模 与 着 


干 个 祷 环 模 的 直 和 . | 
M=K 儿 办 Mh (4) 
k=1 
其 中 KK 守 RID,ann(Mx) = (dx), 且 


de+rildx, k= 1，……! 一 1. 


分 解 式 (4) 称 为 第 二 标准 分 解 . 
证 明 M 有 第 一 标准 分 解 


8 Ti 
M=K 猴 级 力 玉 ; 


i=] =I 
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令 Ni = Rbi,, ann(bij) = ann(Ni,) = (pp ) 令 1 = max{ri},ciy = bi 当 
站 
j ri cy =0, MIR 二 十 CR 十 二 csh 大 二 1 
由 引 理 可 知 


zk = Re + Reak + :+ Resk, k=1,e,t. 


且 ann(zk) = (pfspz2r Ze 这 里 约定 nx 二 0 当 有 > ri 
今 Rzk = Mi，ann(zk) = (di). 于 是 我 们 有 


t 
= 五 引 旨 还， 
k=1 


也 起 + 起 ,天 = 二 一 |， 口 
显然 ， 第 二 标准 分 解 (4) 是 被 第 一 标准 分 解 (3) 唯一 决定 . 反 过 来 ,根据 定 
理 5, 由 第 二 标准 分 解 (4) 立即 得 到 第 一 标准 分 解 (9)- 
下 面 来 讨论 标准 分 解 的 唯一 性 问题 . 首先 我 们 要 说 明 “唯一 性 ” 的 意义 . 在 
第 一 标准 分 解 (3) 中 ， 子 模 Nij, 一 般 说 来 不 是 唯一 决定 的 ， 同 样 ， 在 第 一 标准 
分 解 (4) 中 , 子 模 MM, 一 般 也 下 是 唯一 决定 的 ， 我 们 将 要 证 明 的 是 : 在 第 一 标准 


M=KOBDBBN 


i 这 1 jl 
中 ， 自 由 子 模 K 的 秩 以 及 Ni 的 过 化 子 组 
ann(Nij) = (Di i= 1 8: 二 
是 被 M 唯一 决定 的 ,同样 第 一 标准 分 解 
M = kK 儿 外 Mh: 
k=1 


中 ， 朋 由 子 模 K 的 秩 与 Mi 的 专 化 子 组 


ann( Mi) 二 (dx), k= 1,-: | 


是 被 1 唯一 决定 . 

由 于 这 两 个 标准 分 解 互相 唯一 决定 ， 所 以 只 需要 证 明 其 中 的 一 个 具有 上 述 
的 唯一 性 就 行 了 下面 就 第 一 标准 分 解 来 讨论 唯一 性 ， 自由 子 模 K 的 秩 被 好 
唯一 决定 . 前面 已 经 证 明了 .我 们 又 知道 Tor(2M) 是 被 M 唯一 决定 ， 因 之 下 面 
的 讨论 可 以 限制 在 扭 模 的 情形 ， 
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首先 我 们 指出 关于 直 和 分 解 的 一 个 简单 事实 ， 设 MM 为 环 玉 上 的 一 个 模 ， 


有 直 和 分 解 攻 
M= 个 未， 
k=I 
a ER. 于 是 
mm 
aM = BoM, 
k=] 
mm 
M/aM > DD Mi /aMi, 
k=1 


即 aM 与 MjaM 有 相应 的 直 和 分 解 、 

为 了 讨论 唯一 人 性， 我们 先 证 

引 理 1 设计 是 主 理想 环 忆 上 一 福 环 p 模 ， 了 Dp 是 民 中 一 素 元 素 ， 对 于 忆 
中 任 一 率 元 豪 9, 我们 有 : 

1) 当 g 与 p 不 相伴 ，gN = NN; 

2) 当 g 与 pp 相伴 ，N/gN 为 循环 p 模 ， 且 


ann(N/gqN) = (p). 


证 明 令 N = Rb, ann{b) = (pi). 
1) 如 g 与 p 不 相伴 ， 则 (pi,q) = 1 有 vuvERR 使 wp' 二 vq =1, 于 是 


b =vab € oqN, 


这 就 证 明了 N = gqN. 
2) 当 g 与 pp 相伴 ， 无妨 设 4= 7. 
我 们 知道 ， 循 环 模 的 商 模 还 是 循环 模 ， 而 


ann(N/pN) = (D) 


是 显然 的 . 加 
引 理 2 设 几 是 主 理想 环 忆 上 一 有 限 生 成 的 p 模 ，p 为 民 中 一 素 元 素 ， 
ann(M) = (p), 则 对 的 第 一 标准 分 解 


M= MIB'. BM 


中 有 ann(24) = (p), i = 1,…,T, 且 ?是 唯一 决定 的 . 
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证 明 由 Mi C M 可 知 ann(Mi) D ann(MM). 在 主 理想 环 中 素 元 素 生成 极 大 

理想 ， 从 而 
anmn(Mi) = ann(M) = (p), i= 1,.…,7. 

因为 ann(M) = (p), 所 以 M 可 以 看 作 商 环 Rj(p) 上 的 模 . 我 们 知道 ，R/(p) 是 
域 , 因 之 M 可 以 看 作 域 R/(p) 上 的 一 线性 空间 ，> 正 是 这 个 线性 空间 的 维 数 ， 
当然 是 唯一 的 . 口 

现在 来 证 明 唯 一 性 . 设 M 是 主 理 想 环 R 上 一 有 限 生成 的 扭 模 ， 它 的 第 一 
标准 分 解 是 

M= 作 力 Ni, 
ti=1 ji=]1 
ann(N;,) (pe) $= 1，…， 9) 天 一 1,-. Yi， 


令 g 为 中 任 一 素 元 素 ， 我 们 有 
Mf/aM 宕 个 中 Nij, /Nas,- 


3 一 1 7; 三 1 


由 引 理 1, 当 gq 不 与 户 ,…,Ps 中 任 一 个 相伴 时 ， 我 们 有 
Mj/gM = {0}. 
当 g 与 加 ,…,ps 中 某 一 个 相伴 , 璧 如 说 9 = pi, 则 根据 引 理 1 与 引 理 2 我 们 有 
M/pM Nifm Ni BD Nar: fp Nin,, 


而 ri 就 是 域 及 /piBR 上 线性 空间 M/piad 的 维 数 . 换 名 话说， M/plM 在 域 
R/p 上 的 维 数 就 是 元 素 组 


中 pi 方 宕 的 个 数 . 因 之 ， m 与 分 解 式 无 关 ， 是 被 M 唯一 决定 的 ， 
再 看 PyM/PM 在 RR/p1R 上 的 维 数 ， 同 样 


pM/pM epiNn /pt Nu DB. EG piNin /DLNin- 


显然 
ann(pi N17) 一 (pi 了 
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因 之 pyM/piM 在 R/p1R 上 的 维 数 就 是 元 素 组 


nui—l nim 一 1 
了 


DI Dl 


中 pi 的 方 甘 的 个 数 ， 或 者 说 就 是 元 素 组 


R11 Nir 


P11 :中 


中 pi (t 之 2) 的 个 数 . 
一 般 地 ， ptJMjp*t+1MM 在 RfpiR 上 的 维 数 就 是 元 素 组 


Rirl 


Tn 
Dt vy* ,DI 


中 于 {1> 上 +1) 的 个 数 . 
由 此 可 知 ， 在 域 Rip1R 上 ，pt-1M/pt MM 的 维 数 与 DRM/pi+1M 的 维 数 之 
差 就 是 元 素 组 


Th11 Nin 


pi 1 :DI 
中 外 出 现 的 次 数 . 
这 就 证 明了 
定理 11 设 M 为 主 理想 环 有 尽 上 一 有 限 生成 的 查 模 ， 它 的 第 一 标准 分 解 是 
J = 个 中 Noi;, 
i=| =1 
ann(Ni.) = (pW). 元 素 组 (5) 在 相伴 的 意义 下 是 被 ML 唯一 决定 的 . 品 
由 第 一 标准 分 解 与 第 “标准 分 解 的 关系 ， 同 时 也 就 证 明了 
定理 12 设 于 为 主 理想 环 玉 上 一 有 限 生 成 担 模 ， 它 的 第 二 标准 分 解 是 


了 
M = 命 My, 
让 二 1 


ann(Mr) = (di), dk|dk—1. 一 2 元 素 组 
d1,d2,- ,di (6) 


在 相伴 的 意义 下 是 被 本 唯一 决定 的 ， 口 
定义 5 设 MM 是 主 理想 环 RR 上 一 有 限 生成 模 ，F1 Tor(M) 的 第 一 标准 分 解 
所 确定 的 元 素 组 (5) 称 为 ML 的 初等 因子 . 由 Tor(3) 的 第 一 标准 分 解 所 确定 的 
元 素 组 (6) 称 为 Mi 的 不 变 因子 . 
由 以 上 讨论 可 知 ， 对 于 主 理想 环 上 的 有 限 生 成 模 MM, 它 的 秩 与 初等 因子 或 
者 秩 与 不 变 因 子 是 刻画 模 M 的 结构 的 一 组 完全 不 变量 . 
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85 ”第 二 标准 分 解 的 又 一 证 明 

在 这 一 节 我 们 要 给 出 第 二 标准 分 解 的 另 一 个 证 明 . 证 明 将 利用 主 理想 环 上 
的 矩阵 ， 证 明 的 过 程 在 一 定 的 意义 上 是 一 个 计算 的 过 程 ， 因 而 也 就 给 出 了 一 个 
计算 不 变 因 子 与 棱 的 步 又 . 

设 M' 是 主 理想 环 玉 上 一 个 有 限 生成 模 ， zi ，……,zm 为 一 组 生成 元 ， 作 一 
个 m 秩 自由 RE 模 对 ,et …em 为 它 的 一 组 基 ， 于 是 映射 


m mm 
9: Dae 上 aie, ai ER 
=1 Et 


是 3f 到 M' 的 一 个 满 同 态 ， 记 六 = ker(), 则 MN 宇 M1'.N 就 是 M' 的 生成 
元 fi 的 关系 的 总 和 ， 反 之 ， 任 给 可 的 一 个 子 模 N, 可 以 作出 一 个 有 限 生成 R- 
横 147. 

设 万 ，… ,fh 是 N 的 一 组 生成 元 . 设 


Pa t 二 1, ,Nn. 
Sl 
写成 
(fs, fa) = (el , em)d, 站 = (ah (1) 
这 里 44 是 一 m xn 姑 阵 ， 作 MM 的 基 变 换 ， 设 ei,…,em 为 MM 的 任 一 基 . 令 
(el ,Em) = (el,* ,ein)P, 


已 = (py) 为 尼 上 上 一 个 由 xx 了 可 道 抑 阵 ， 反 之 ， 若 已 为 可 道 ， 则 ei,-….rm 为 
ad 的 一 基 ， 再 利用 尽 于 一 个 另 x7 可 道 矩阵 妨 = (qjy) 作 的 生成 匹 变换 


(万 fn) (fi fh)0, 
这 里 要 求 8 可 道 ， 为 的 是 保证 上 月，……, 久 仍 是 六 的 一 组 生成 元 ， 于 是 
(天 = (e1s ,Em)PAQ™. (2) 


在 给 了 m 秩 自 由 模 M 及 它 的 一 组 基 c1,…,em, 算 阵 4 显然 就 刻画 了 好 
的 子 模 N, 从 而 也 就 刻画 了 商 模 M/N. 以 上 的 讨论 说 归 了 基 与 生成 元 的 变换 与 
和 矩阵 的 变换 之 问 的 关系 .为 此 我 们 给 出 

定义 6 设 A,B 为 主 理想 环 R 上 两 个 m x 插 阵 ， 若 存在 一 个 码 xmn 可 
道 扎 阵 己 = (pij) 和 一 个 下 如 可 逆 矩 阵 @ = (qj), piy,9i; E 如， 使 得 


B= PAQY, 
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则 4,B 叫做 在 RR 上 等 价 ， 

这 个 等 价 显然 满足 等 价 关 系 的 三 个 条 件 ， 

下 面 我 们 来 证 明 主 理想 环 中 上 有 限 秩 白 由 模 的 子 模 的 不 变 基 定理 . 

定理 13 设 M 为 主 理想 环 如上 一 个 叹 秩 自由 模 ， 六 为 它 的 一 个 子 模 ， 
于 是 存在 M 的 一 基 el……,enm 使 得 由 el daea ,der 构成 入 的 一 基 而 县 


dildir1. i=1,.*',r—l1, 


d,…sd; 除 相差 一 个 单位 因 于 外 由 N 唯一 决定 ，d，…，,d; 叫做 N 的 不 变量 ， 
"是 子 模 N 的 秩 ，m 一 7 是 商 模 MI/N 的 铁 ，d1,-…,d;, 是 商 模 M/N 的 不 变 因 
Ts D 
根据 上 面 的 讨论 ， 与 定理 13 等 价 的 定理 是 
定理 14 设 4 为 主 理想 环 愉 .上任 一 个 mxn 矩阵 ， 则 4 葡 价 于 下 列 起 阵 


B 
di 


其 中 机 中 不 为 震 ， 自 
dildin, i= Lr l. 


di ,本 徐 相差 一 个 单位 因子 外 由 此 唯一 确定 ， 由,… dr 叫做 4 的 不 变 因 
子 ，B 叫 做 身 的 标准 形 . 

在 主 理想 环 只 内 对 每 个 非 零 元 素 a 定义 一 个 长 度 i(a). 如 果 a 写成 s 个 素 
元 太 ,……,ps 的 积 ， 则 规定 He) = s. 如 果 a 为 单位 ， 规定 !(a) = 0. 如 条 a ~ 由 
则 Ka) = l(b). 如 果 a 为 8 的 真 因子 ， 则 tla) < Lb). 如 果 olp 且 ia) = 区， 网 
am~b. 

从 线性 代数 我 们 知道 ， 窍 阵 的 两 行 互 换 以 及 一 行 加 上 另 一 行 的 倍数 可 以 由 
左 乘 一 初等 矩阵 来 实现 ， 同 样 ， 列 的 相应 变换 可 以 由 右 乘 一 初等 矩阵 来 实现 . 
因 之 ， 定 义 6 中 矩阵 的 等 价 包 含 矩 阵 的 上 述 行 与 列 的 变换 . 

为 了 证 明定 理 14, 先 证 
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引 理 设 4 为 主 理想 环 电 上 一 2x2 矩阵 ， 
4=(! | 
改 到 站 
an 
米 来 


其 中 d 二 (Gs 总,#,* 为 吾 上 适当 的 元 素 ， 
证 明 由 {a,b) = 4d 可知 有 %,vz€ 有 使 


则 生 等 价 于 起 阵 


ua + ub= da= da,b = db, 


两 边 消去 d, 即 得 


Wal+ w= 1, 


人 一 和 
dl 
显然 |Q| = 1,Q8 可 道 . 


2) 


同样 可 证 ， 和 佐 阵 4 等 价 于 


作 2x2 冠 阵 


其 中 d= (a,c). 

定理 14 的 证 明 : 设 4 = (oj) 为 主 理想 环 上 一 m xn 矩阵 . 

如 4 = 0, 则 结论 显然 . 下 面 设 4 关 0. 经 过 行列 互 换 , 无 妨 假定 元 素 a1 天 0 
且 长 度 最 小 . 

如 male = 2,…,n, 则 第 7 询 减 去 第 一 列 的 适当 倍数 ， 7 二 2.…,n 可 
得 一 矩 中 ， 它 的 第 一 行 中 除去 ai 隆 0 外 ， 其 余 全 为 40. 如果 有 各 使 ail + arjo， 
经 过 列 的 互 换 ， 无 妨 设 ail f a12, 则 由 引 理 ， 有 2 x 2 矩阵 81 使 


可 ja=( 
Q21 022 省 
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9 0 
9 #) 


其 中 互 为 (mn 一 2) x (一 2 单位 矩阵 ， 于 足 在 柴 阵 


其 中 d= ‘au,a12). 令 


A 


中 第 一 行 第 一 列 的 元 囊 为 d. 由 tai1) 最 小 与 att a2 可 知 L(4) < i(en). 这 就 
是 说 ， 只 要 第 一 行 的 元 素 中 有 一 个 不 能 被 a1: 整除， 我 们 就 得 到 一 个 与 之 等 价 
的 矩阵 ， 它 的 al! 有 更 小 的 长 度 ， 由 于 非 零 元素 的 长 度 为 非 负 整 数 ， 因 之 反复 
应 用 引 理 ， 我 们 总 可 以 得 到 一 个 与 4 等 价 的 窍 阵 ， 它 的 第 一 行为 


Qt1;0,. .0. 
对 第 一 列 作 同样 的 讨论 ， 可 知 4 一 定 等 价 于 一 矩阵 
11 0 .1 0 
0 
0 
如 果 在 矩阵 B 中 有 一 个 元 素 不 被 mil 整除 ， 那 么 把 这 个 元 素 所 在 的 行 加 到 第 一 


行 , 又 回 到 前 面 讨论 的 情形 , 这 样 , 可 以 再 一 次 降低 第 一 行 第 一 列 元 素 的 长 度 . 
反复 若干 次 之 后 ， 我 们 得 到 一 个 与 4 等 价 的 忠 阵 


0 


其 中 昼 关 0, 且 出 整除 A 中 每 个 元 素 ， 对 41 作 同样 的 变换 ， 我 们 又 得 到 一 等 


价 的 矩阵 
di 0 
0 凤 ， 
A42 


其 中 册 关 0,ds 关 0,dildz, dz 整除 42 中 每 个 元 素 . 这 里 di|dz 是 由 于 dz 总 是 
41 中 元 素 的 组 合 . 
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这 样 下 去 ， 我 们 就 证 明了 4 等 价 于 一 矩阵 
dh 


天 二 二 二 二 和 

至 于 了 唯一 性 可 由 上 一 节 所 证 的 唯一 性 推出 ， 这 里 就 不 另 证 了 . 口 

当 吾 = 或 开罗 , 开 为 一 域 时 ， 定 理 14 的 证 明 实际 | 给 出 了 一 个 算法 .由 
这 个 算法 可 以 算出 有 限 生成 模 的 秩 与 不 变 因子 

由 定理 中 的 唯一 性 ， 即 得 

推论 设 4,B 为 主 理想 环 昌 上 两 个 mr xn 夫 阵 ， 则 了 4, 五 芭 价 的 充分 必要 
条 件 是 它们 有 相同 的 标准 形 或 者 有 相同 的 不 变 因 子 ， 口 
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我 们 应 用 以 上 的 结论 来 讨论 两 种 重要 的 情况 ， 即 整数 环 Z 上 的 有 限 生 成 模 
到 一 元 多 项 式 环 FA] 上 有 限 生成 模 的 构造 ， 其 中 FF 为 一 域 . 

i. 有限 生成 阿 贝 尔 群 

设 G 为 一 个 有 限 生 成 阿 贝尔 群 , 即 G 为 一 个 有 限 生成 Z- 模 , 根据 定理 4,G 
可 以 写成 一 个 扭 子 模 Go 和 一 个 自由 子 模 Gi 的 直 和 ， G1 的 秩 是 G 的 一 个 不 
变量 ， 设 G1 的 穆 为 六 则 CI 兰 2 

捏 子 模 Go 也 是 有 限 生 成 的 ， 设 31,… .zm 为 它 的 一 组 生成 元 ， zi 的 阶 为 
ni. 于 是 Go 的 每 个 元 素 z 可 以 表 成 了 = 2 2 0<mE<m 一 1 因此 一 
个 有 限 生 成 的 扭 Z- 模 是 一 个 有 限 阿 贝尔 群 . 

根据 定理 6, 一 个 有 限 阿 贝 尔 群 Go 可 以 分 解 成 它 的 pp 分 其 Gp,，…, Gp, 的 
直 和 ， 符 个 Cr, 就 是 Go 的 西 罗 pi;- 子 群 ， 有 限 阿 贝尔 群 的 西 罗 户 子 群 是 唯一 
的 . 

根据 定理 7, 有 限 交 换 产 群 Cn,p 为 一 个 素数 , 可 以 分 解 成 一 些 循环 产子 群 

的 直 和 . 设 在 直 和 分 解 中 出 现 的 产子 群 的 阶 记 为 p5.p2 而 且 el > 6@2 之 
则 pn,p?,… 是 Go 的 一 组 不 变 其 ， 

这 样 秩 7 和 阶 pf， ;= 1,2,…,t,j 二 1,2,…, 就 构成 有 限 生成 阿 贝 尔 群 G 
的 一 组 完全 不 变量 .总 结 以 上 讨论 得 
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定理 15 一 个 有 限 生成 的 阿 员 尔 群 G 本 以 分 解 成 了 个 无 限 搞 环 子 群 与 若干 
个 有 限 袖 环 六 子 群 的 直 和 ， 7 和 有 有限 入 环 六 于 群 的 阶 pi ,i 二 1,2,-…,t,j 二 
1,2,…, 构成 G 的 一 组 完全 不 变量 ， 即 两 个 育 限 生成 阿 贝 尔 群 同 构 的 充 要 条 件 
是 它们 的 不 变量 相同 . 口 

例 一 个 24 阶 阿 贝尔 群 互 不 疝 构 的 类 型 只 有 三 种 ， 用 不 变 基 写 出 就 是 3,8; 
3,4,2 和 3,2,2,2 三 种 ， 即 一 种 是 一 个 3 阶 子 群 和 一 个 8 阶 循环 子 群 的 直 和 ; 一 
种 是 一 个 3 阶 子 群 ， 一 个 4 阶 循环 子 群 和 一 个 2 阶 子 群 的 直 和 ， 一 种 是 一 个 3 
阶 子 群 ， 和 3 个 2 阶 子 群 的 直 和 .容易 证 明 这 三 种 类 型 的 阿 贝尔 群 都 存在 . 

2， 有 限 维 线性 空间 的 单个 线性 变换 

设 到 为 一 域 ，Y 为 上 维 线性 空间 ， 4 为 V 的 一 个 线性 变换 ， 设 
ti… tin 为 的 一 了 - 基 ， 有 4 在 基 %,… ,un 下 的 和 矩阵 为 4, 则 


A Un) = (DA 


设 册 ,-….vn 为 WV 的 另 一 基 ， 并 设 (v1 sn) = (aanjP, 则 4 在 基 
六 ,an 下 的 矩阵 B = P-'AP.， 我 们 的 问题 是 求 一 适当 的 基 ,… ,tn 使 
得 4 在,-…,vn 下 的 矩阵 具有 标准 的 形状 . 

为 了 解决 上 面 的 问题 ， 将 VY 看 作 FA- 模 ， 


f(A) -z= A). mD 2 EV,fN EFA). 


若 分解 成 两 个 FIA- 子 模 放 ,12 的 直 和 ， 则 W, WW 就 是 4 的 不 变 子 空间 ,分 
别 在 Ti, 她 内 取 基 使 得 它们 构成 的 一 基 ， 在 放 基 下 人 的 矩 涟 等 于 两 个 级 数 
较 小 的 矩阵 的 准 对 角形 .由 此 可 见 ， 求 4 的 矩阵 的 标准 形状 的 问题 和 作为 
F[A- 模 的 分 解 有 密切 的 关系 . 

首先 1 是 一 个 有 限 生成 [和 - 模 . 因为 玉 基 如， ,wn 就 是 一 组 生成 元 , 而 
日 根据 线性 代数 的 结果 ，f 是 一 个 招 模 . 对 于 每 个 元 素 ze Tann(7) = (m(A)， 
pi(A) 是 z 的 极 小 多 项 式 . 若 z 关 册 则 qegrafA) > 0. 

按照 定理 12, T 可 以 分 解 成 一 些 循环 子 模 的 直 和 


Vy = FN-2 TFA zs, 


使 得 annzi = (di( 和 2)), (di(X)) 2 (ON) 2 2 (dt di( 和 ),……,ds( 和 ) 二 为 
零 ， 和 (和),… ,ds(X) 叫做 线性 变换 4 的 不 变 因 子 ， 

1) 有 理 标准 形 

每 个 循环 子 模 到 = 下. 作为 F- 模 都 是 4 的 不 变 线性 子 空间 ， 它 的 
维 数 = degdi(N = ni 而且 zz… ,Amzi 是 硫 的 一 基 . 设 di 和) = 和 + 
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in-1X5 一 二 bio, 则 有 在 到 内 诱导 出 的 线性 变换 A; 在 基 ,和 zi,… AP 
下 的 矩阵 为 

0 0 .0 -bo 

1 0 .0 -ba 


E “0 -bin,-2 
a Vf 


Bi 叫做 多 项 式 4() 的 相伴 矩阵 . 

证 明 已 经 知道 对 于 x € Vi, 和 :x € VT, 因而 1; 是 4 的 不 变 子 空间 再 
确定 VW 的 维 数 . 我 们 知道 对 任何 fA) € [和 ，f() 2 =0 的 充分 必要 条 件 足 
di( 和 )|f( 和 ). 由 此 可 知 zi, 和 zi… ,和 -lz 在望 上 线性 元 关 . 对 于 任意 %* ETi,z 可 
表 成 z = f( 和 .zz, 应 用 除法 算式 FA) = gq 和 ) -di 和 ) 十 7 和 ); deg 7(X) < degd,( 和 ). 
于 是 z= 和 :z= g++TOA) -z= 二 7?( 和 A) -zi 是 ,和 zi ,An-1z; 的 
线性 组 合 ， 所 以 dim = no 而 且 zi…, 和 -1z 是 的 -- 基 ， 册 计算 


Ai- M2z, = A -lz,, 
Ai- A lz; = —biozi — buNzi—:..— bin, AT!z, 


所 以 Ai 在 基 zi, 和 zi;……, 和 "zi 下 的 矩阵 为 Bi;. 口 
由 于 下 是 丙 …, 太 的 直 和 ，2 pm 12s 构成 1 的 
一 基 ， 在 这 组 基 下 4 的 矩阵 为 


其 中 每 个 B; 是 di;( 和 ) 的 相伴 拢 阵 ， B 叫做 线性 变换 4 的 有 理 标准 形 . 
从 天 模 下 的 分 解 以 及 4 的 不 变 因子 得 到 几 个 事实 : 
i) Fdegdi(M) = dimT. 
这 是 因为 dimV = 宁 dimVi= Ydegdi( 和 A). 
说 的 零 化 于 = (ds(X)), 即 ds( 和 ) 是 线性 变换 4 的 极 小 多 项 式 . 
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这 是 因为 ， 对 竺 意 f(A) s ann( 门 , 有 f(A) :z= 0, 从 而 dO)If0N), fA} e 
(ds 和 )), ann(T) C (ds( 和 )); 反之， 设 f(A) E (as(A)) 于 是 Qi( 和 lds 和 )|f( 和 ), 从 而 
FA 2 二 0 (对 所 有 台所 以 (和) .z= 0( 对 所 有 xz EY), fF 是 f(A) € amnt. 
(Qs( 和 )) Cann(1), 因 之 ann(V) = {4d;(X)). 

多 项 式 f(A) = |XE -4| 叫做 线性 变换 4 的 特征 多 项 式 , 它 与 的 下 基 

的 选取 无 关 . 因为 若 从 基 ti 转换 成 基 w, 4 的 窍 阵 从 4 转换 成 了 = P- 4P， 
Ba ME- B=AE- P-!IAP|=|P~'OE- A)P| 

=|IP2IAE -4IP|=IAE- 

=f(N). 


诈 ) 4 的 特征 多 项 式 |AE - 划 = 了 [eic), 因此 4 的 特征 多 项 式 和 它 的 极 


| 
小 多 项 式 有 相同 的 不 可 约 因 子 . 
这 是 因为 ， 只 要 取 4 的 线性 变换 4 的 有 理 标 准 形 了 , 下 是 


5 
NE- 41=|XE -B= {Xs - B.. 
二 | 


,计算 
A 0 0 bin 
Et : bs, 
XEn,. -Bil=|. 0 -1 0 
入 bin,—2 
0 .0 -1 和 二 tn 


将 第 ni 行 的 入 倍加 到 第 ni; - 工行 ， 然 后 将 新 得 到 的 行列 式 的 第 ni -工行 的 和 
倍加 到 第 wi 一 2 行 ， 如 此 进行 下 去 ， 将 最 后 得 到 的 行列 式 按 第 一 行 展开 ， 即 得 


(XE,, — Bil = di(A). 


由 六) 和 十 ) 得 到 

ir) 4 是 4 的 特征 多 项 式 f(A) 的 根 . 

最 后 一 个 事实 也 可 以 直接 证 明之 . 

2) 落 尔 当 标准 形 

假设 FIA- 模 的 不 变 因子 di( 和 ) 在 FI 和 A 内 部 可 以 分 解 成 一 次 因 式 的 方 客 
的 积 ， 则 线性 变换 和 4 的 矩阵 还 有 第 二 种 标准 形 ， 即 若 尔 当 标准 形 . 当下 为 复数 
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域 时 ， 这 个 假设 对 任何 线性 变换 都 是 成 立 的 ， 设 ds() 在 FA] 内 分 解 成 


dW = II- es > A 和 FN 
i=1 


于 是 中 (ca 都 可 分 解 成 


rT 
dD = TN), ei >0. 


j= 


由 于 di()|dir1( 和 A). 有 


0U<er, es Crees, 三] 


根据 定理 6,F[A]  z 可 以 分 解 成 一 些 循环 (一 入 )- 模 的 直 和 


FM = OD Fz, 


,其 中 ann(z) = (和 一 和 ,ei, 之 1. 于 是 


1 = DBD ‘2. 
了 J 


每 个 FIA] zi, 是 和 4 的 一 个 循环 不 襟 和 子 空间 ， 由 4 在 其 中 诱导 出 的 线性 变换 只 
有 一 个 特征 值 和 j. 而 且 它 只 有 “个 初等 因子 (一 为 >, 这 个 初等 因子 也 是 它 的 


极 小 多 项 式 ， 


设 FIAJ'z 是 上 述 工 的 分 解 式 中 的 任 一 项 ，amm(z) = (和 一 和 )*.e>1.(X- 
Ai) 是 它 的 唯一 的 一 个 大 变 因子 ， 天 为 .= 简 记 作 1 仿 上 可 知 z, 和 2,………, 和 ez 
是 的 一 天 - 基 , 由 此 可 知 ，2 (AAA 一 As 也 是 1 的 一 天 基 ， 
4 在 11 内 诱导 出 的 线性 变换 4| 在 基 2,( 和 一 入 1)z.….( 和 一 A)*-!.z 下 的 矩阵 


由 计算 


A-.z=Az=Az+ (A A )z, 

ACQ— MA)z = A A)z =A z+ A 
MAOA- A) -2z = A A + A- A)!z, 
A — A) -z= A A 12 
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(因为 (X 一 入 )*z = 0) 可 知 是 


矩阵 CC 叫做 e 级 若 尔 当 块 , 属于 特征 值 和 1. 

于 是 在 每 个 循环 (和 一 和 j)- 模 F[ 和 A]:z; 中 取 如 上 的 标准 基 z;,, (4 一 入 )zi,，,…， 
(= 六) 所 一 .2 把 这 些 标准 基 按 顺序 连接 起 来 就 构成 下 的 一 标准 基 ， 在 这 标 
准 基 下 4 的 矩阵 就 是 者 干 个 者 尔 当 块 的 准 对 角形 : 

Ca 
C2 


Ct 


其 中 每 个 C; 是 属于 4 的 特征 值 的 若 尔 当 块 ， 这 些 若 尔 当 块 和 4 的 初等 因子 
(一 心 )55 成 一 一 对 应 . 矩阵 D 叫做 若 尔 当 标准 形 . 
” 3。 线性 变换 的 不 变 因子 的 计算 

设 下 为 域 下 上 一 个 半 维 线性 空间 ， 4 为 中 的 一 个 线性 变换 ， 看 作 一 
个 FIA- 横 和 .x= 4z x EV. 设 妇 an 为 下 的 一 天 基 ，4 在 基 
utn 下 的 矩阵 4 = (aij): 


= Mu = Dam = 1,2,: 


为 了 计算 4 的 不 变 因 于 , 作 一 个 秩 自由 下 [Aj- 模 M, ei,…,en 为 它 的 一 基 ， 
作 邓 到 站 的 Fl- 同 态 


n: S$ 9))ei 上 > gi Ai. 
i=] te 
令 N = ker(9), 由 上 式 可 知 


(和 一 11)a1 一 4232 一 … 一 Grltn 二 (0， 
一 G1221 十 (A — 22) 2 一 … 一 Qn2ttn = 0, 


一 Qlntii 一 aont2 一 … 十 [一 ann)tn = 0. 
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设 
fi =(A~ Aa)e 一 aale2 —— Qnien, 
fz 二 一 Q1281 十 {A 二 Q22)e2 "nen 
fn = 一 gtnel ~ G2ne2 ~ + (A — Gnn)en. 


显 握 fi EN {i 一 1,2,.……,7). 我 们 来 证 明 ， 元 圳 fi ,fn 构成 N 的 一 基 . 
将 六 的 元 素 改写 成 如 下 的 形式 


h= A bniet t+ Am bm-liei + "+ ,bowes, 


其 中 bij € F. 每 个 fi 也 可 写成 
i 二 Aps 》 aytej- 
了 
首先 证 明 所 是 入 的 一 组 生成 元 . 设 hE N, 对 产 的 次数"m 作 归 纳 法 ， 当 
m= 二 0 时， 水 加 二 了》 Bost = 0, 从 而 boi = 0, i = 1,…,n%,h = 0,0 当然 可 表 成 


所 的 组 合 ， 假 设 当 太 的 钦 数 "< mm, m > 0 时 ， 玉 可 家 成 记 的 组 合 ， 求证 当 
的 “次 数 "二 mm 时 ， 也 如 此 ， 为 此 ， 在 五 的 表达 式 中 将 头 一 个 和 号 中 的 ei 换 成 
天 十 >》 Qjiei, 得 

i 


站 =A"! Dbrmifi 十 Nm > > bmiQyie 
i 和 
十 Am 一 1 btei 证 》 boie,, 
i 1 


或 者 
h= AP 》 bmifit hi, 


Mf 且 = 二 ?机 ) = 0,hi EN 而 且 hi 的 "次数 "< m. 根据 归纳 法 假设 有 可 表 成 fi 
的 组 合 ， 因 而 也 表 成 了 形 的 组 合 ， 所 以 所 是 的 一 组 生成 元 . 

其 次 证 明 及,…, 所 在 FI 入 上 线性 无 关 ， 反 证 法 ， 人 很 设 fi; 在 FAL 上 线性 
相关 ， 于 是 存在 一 组 不 全 为 零 的 多 项 式 gi:( 和 ) E 下 [ 使 得 


DWFi=0. 
在 非 霉 的 %%i (0 中 有 一 个 次 数 最 高 的 为 方便 起 见 ,不 妨 设 g1() 考 0 且 deg g1( 和 ) > 
deg 9:(), i > 2. 将 上 式 左 端 整理 成 e1,… ,en 的 组 合 ， el 的 系数 为 
gq(N) = A (A) — angi(N) — or292(N) —… — 01ngn(N). 
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而 deg X91(X) = 1 + deg gi1{X) > degaii9i:{), i 二 4.….n, 9( 和 A) = 0, 这 引出 巴 
盾 ， 所 以 九 ,…-…, fu 在 FIA| 上 线性 无 关 ， 五,… ,fn 构成 六 的 一 基 . 
因而 我 们 有 
(fi fn) = (es ,en) (NE — A). 


XE -4 叫做 帘 阵 4 的 特征 矩阵 , 根据 上 面 的 讨论 我 们 得 到 

定理 36 设 矿 为 域 严 上 一 ? 维 线性 室 间 ， 凡 为 了 的 一 个 线性 变换 ， 冯 
为 和 在 T 的 任 一 基 下 的 矩阵 ， 设 厂 ……, 回 为 丸 的 特征 埠 阵 五 ~ 才 的 不 变 因 
子 ， 而 且 由 三 := 让 =1 工 关 邮 1 出 号:dn 就 是 证 的 全 部 不 变 因 子 . 口 

这 个 定理 给 我 们 计算 线性 变换 的 不 变 因子 的 一 个 方法 . 

例 设 Y 为 有 理 数 域 Q 上 3 维 线性 空间 ， 4 为 中 的 一 个 线 生 变换 ， 在 下 
的 基 轨 ，usz,ts 下 的 拔 阵 为 


-3 -1 一 ! 
4=| -2 -2 -1 |， 
6 3 2 


求 4 的 不 变 因 子 和 A 的 两 种 标准 形 . 
首先 应 用 初等 变换 求 特征 答 阵 的 标准 形 


和 十 3 1 1 1 1 A+3 
AE—A= 2 A+2 1 一 1 A+2 2 
-6 -3 和 一 2 入 一 2 一 5 -6 
1 1 入 十 号 1 0 0 
”|o rl -A-1l 1”| 0 +1 -Q+l) 
0 一 人 十 1 一》 一 和 0 -+1) -A+1) 
1 0 0 1 0 0 
一 0 A+l 0 a | 二 二 0 
0 -A+l) -A+1)? 0 0 -+1)? 
1 0 0 
一 0 A+1 0 ， 
0 0 (+ 


所 以 4 的 不 变 因子 为 和 十 1, (A 十 2, 与 它们 相对 应 的 有 理 块 分 别 为 


| 
ba( 3) 
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所 以 4 的 有 理 标 准 形 为 


-1 0 0 
0 0 -1 
0 1 -2 


与 和 +1 和 {XA+1)? 对 应 的 若 尔 当 块 分 别 为 


和 (1 3 


所 以 4 的 若 尔 当 标 准 形 为 


-1 0 0 
0 -1 0 
0 1 -1 

习 题 


1， 设 于 为 主 理想 环 总 上 的 有 限 生 束 机 ， ?1,… ,Tn 是 一 组 生成 元 ， 世 = Qa121 十 
.二 anra， 如果 (at ,an) = 1, 则 存在 y2,… ,yn: 使 态 , 加 2 是 2M 的 一 组 生成 
元 . 

2， 设 Mf 为 主 理想 环 RR 上 一 nn 秩 的 自由 模 ，Y1，… ,Tn 是 一 组 基 ， 妨 = 4a121 十 …' 十 
aazn 所 三 三 z1 十 -十 如 Zn 如 果 (et an) ~ (b1,……,bn), 则 存在 MM 的 一 个 模 自 同 构 
7 使 91) = 内- 

3， 证 明 ， 主 理想 环 下 上 - - 手 模 是 不 可 约 的 【 即 没 有 非 平凡 的 子 横 ) 充分 必要 条 件 为 
MM = Rz, 且 ann(z) = (p), 这 里 p 是 -个 素 元 素 . 

4 设 对 为 主 理想 环 玉 上 一 有 限 生 成 的 扭 模 . 证 明 ， M 不 能 分 解 成 两 个 非 零 子 模 的 
下 和 的 充分 必要 条 件 为 于 = Rz, 且 ann(z) = {p?), 这 里 p 是 耻 的 -个 素 元 素 ，e >1. 

5 设 M 是 主 理想 环 R 上 的 机 。 MM 的 -个 于 模 N 叫做 纯 子 模 , 如 果 方程 az = z, 4 < 
RR,z E N, 在 M 中 有 解 , 则 在 N 中 也 有 解 . 证 明 ， 如 里 子 模 N 是 M 的 一 个 直 和 项 , 则 和 
是 一 纯 子 模 . 

6. 设 MM 是 主 理想 环 如 上 的 模 。 如 果 和 N 是 一 个 纯 子 模 ， 则 在 每 个 陪 集 工 + 六 中 有 一 
元 素 Y 使 ann(zy) = ann(F), 这 里 玉 表 示 x 在 商 模 WAN 中 的 象 . 

7. 设 M 为 主 理想 环 召 上 一 有 限 生成 模 . 如 果 MM 的 - -个 于 模 是 纯 的 ， 则 入 是 MM 的 
一 个 直 和 项 . 

8， 设 M 为 土 理想 环 尺 上 一 有 限 生 成 扭 模 ， z € JM 适合 条 件 ann(z) C ann(z) 对 所 
有 的 z € 好 , 则 Rz 为 一 纯 子 模 ， 因 而 Rz 是 对 的 一 个 直 和 项 . 

9、 设 忆 为 一 欧 几 里 得 整 环 ， 和 4 E Ma(B). 证 明 ; 如果 |4| = 1, 则 4 可 以 麦 成 一 些 初 
等 矩阵 的 乘积 . 
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10. 设 忆 为 - 主 理想 环 ， 4 &€ Mn(R}. 证 明 存 在 一 可 逆 矩 阵 品 E Mn( 吾 ), 使 AQ 为 
下 三 角形 . 

11. 设 吕 为 一 主 理想 环 . 证 明 Mn( 情 的 每 个 左 理想 都 是 主 理想 . 

12. 设 总 为 一 交换 环 . 如果 五 上 的 自由 模 的 子 模 都 是 自由 的 ， 则 中 为 - : 主 理想 环 . 

13. 设 届 为 一 主 理 想 环 .六 上 上 线性 方程 组 


Qllg1 十 … 十 Qinpn 二 机， 


GslIT1 十 "十 Qanzn 一 b,, 


其 中 0;;,bx € RR, 在 民 中 有 解 的 充分 必要 条 件 是 4 = (aij) 的 所 有 级 子 式 的 最 大 公 因 式 和 
增 广 甜 阵 的 所 有 ! 级 子 式 的 最 大 公 因 子 相同 ，!{ = 1 2，… 

14. 设 且 为 主 理想 环 , 44, B € M(R), |4B| 考 0, 对 角形 矩 降 [ai, 42,…… ,an], [bi, bz,-……, br] 
与 [clycz en] 分 别 且 4,B 与 4B 的 标准 形 .证 明 


ailci, Ble i = 1 ,n. 


15， 试 定 出 全 部 阶 为 392 的 交换 群 互 不 同 构 的 类 型 

16， 算 出 (3, 32,32,35,37) 类 型 的 交换 群 中 9 阶 子 群 的 个 数 . 

17. 证 明 ， 恰 有 四 个 有 限 生成 交换 群 ， 它 们 只 要 两 个 自 同 构 . 

18， 算 出 下 列 矩阵 的 初等 因子 ， 不 变 因子 ， 有 理 标准 形 ， 若 和 尔 当 标 准 形 ， 


1 0 -2 4 -2 -i 
人 2 6 8|， (i 5 -2 -1 |， 

-1 -3 -4 2 ,1 
10 10 3 2 10 
4 -2 0 1 00 

(ii 0 1 iv) 

1 5 0 -2 -2 -2 1 
20 -1 3 -2 0 -3 2 


19、 设 交换 群 G 由 ai;az,a3;os 生成 ， 它 们 之 间 有 联系 


2u1 一 a2 十 5a3 = 0D, 
&2 一 3ua = 0, 
3a! 一 7as = 0., 


求 G 的 不 变量 . 
20. 设 4 为 nn 维 线性 空间 VV 的 - -线性 变换 ， 证明，V 为 一 循环 空间 的 充分 必要 条 件 


是 和 4 的 特征 多 项 式 与 极 小 多 项 式 相等 . 
21， 设 下 为 一 个 特征 为 0 的 域 ， 4 E Ma( 政 ). 证 明 ， 4 为 每 零 的 充分 必要 条 件 是 


tr(4') =0, i 二 1,2,…,m, 其 中 tr(X) 表示 答 阵 广 主 对 角 线 上 元 素 的 和 . 
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22. 设 4 € Ma(C). 证 明 ， 4 相似 于 一 对 角 和 抢 阵 的 充分 必要 条 件 是 和 4 的 极 小 多 项 式 
只 有 单 根 . 

23. 设 AE Mn{F),F 为 一 域 . 证明 4 与 47 相似 . 

24. 设 4,BE Mn(C). 证 明 ， 4,B 相似 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 复数 a 有 


纵 (a 盏 - A)* = 匠 (a 一 BB)*， 外 二 1 


25. 令 Fp 为 p 个 元 素 的 家 域 ， 在 Mn(Fp) 中 ， 证明 


0 10... 0 
nN 01- 0 
pW | 
0 0 0. 1 
1 0 0- 0 
与 
t 1 0 0 
0 1 1 0 
Be | en 
0 0 0 1 
0 0 0 
相似 . 


26. 设 五 为 - - 域 ,证 用: 矩阵 4,B € Ma(F) 相似 的 充分 必要 条 件 是 特征 矩阵 XE 一 入 
与 AE 一 B 等 价 . 
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简单 说 来 ， 域 是 具有 双重 群 结构 的 代数 系统 ， 它 既是 一 个 加 法 群 ， 又 是 一 
个 乘法 交换 群 (0 除外 ), 而 且 吉 法 和 乘法 由 分 配 律 联系 起 来 . 域 的 几 个 典型 例子 
有 有 理 数 域 、 实 数 域 、 复 数 域 、 代 数 函 数 域 等 。 19 世纪 30 年 代 俩 罗 瓦 发 现 了 
有 限 域 . 20 世纪 初 享 泽 尔 (Hensel) 发 现 了 > 进 数 域 ， 它 们 丰富 了 域 的 内 容 . 
不 久 斯 泰 尼 获 (Steinitz) 发 表 了 他 对 抽象 域 所 作 的 综合 研究 . 本章 所 要 介绍 的 就 
是 其 中 的 几 个 基本 概念 ， 代 数 扩张 重点 在 有 限 扩张 、 正 规 扩 张 和 可 分 扩张 等 . 
域 扩张 这 个 概念 是 研究 域 的 一 般 方法 . 


§1 单 扩张 


域 的 特征 是 刻 丙 域 的 一 个 基本 的 量 . 第 一 章 告诉 我 们 ,任何 一 个 域 五 的 单 
位 元 素 e 通过 加 法 生成 一 个 子 环卫 = {ne|ne 2Z}. 4 天 的 特征 x(K&) 二 0 时 ， 
P 之 Z, 因而 了 的 商 域 与 有 理 数 域 Q 辣 构 ， 将 ne 与 等同 ， 则 Q 可 看 作 关 
的 子 域 ， 时 由 单位 元 素 e 生成 的 子 域 ，"% X(K) = 了 素数 时 ，P 们 Fp 全 2/(p). 
P 已 是 p 个 元 素 的 子 域 ， 同样 Fs 可 看 作 五 的 子 域 ， 仍 是 由 单位 元 素 e 生成 的 
子 域 ， 这 种 子 域 具有 如 下 的 特点 : 

1) 由 域 天 的 单位 元 素 1 生成 的 子 域 是 一 的 一 切 子 域 的 人 交 ， 因 而 是 玉 的 
唯一 的 最 小 子 域 ， 称 为 素 域 . 

2) 特征 不 同 的 素 域 彼此 不 同 构 . 因此 ,特征 不 同 的 域 引 不 同 鬼 . 特征 相同 
的 域 至 少 有 一 个 共同 的 子 域 即 素 域 . 

3) 每 个 素 域 只 有 便 等 日 同 构 . 

设 x() = 0. na=0 (ae k,n eZ) 当 且 仅 当 a=0 或 n=0. 对 于 一 
个 素数 特征 的 域 K 来 说 ， 设 它 的 特征 为 素数 p. 由 汗 对 任意 元 素 a&E K 我 们 有 
p'0 二 0, 应 用 二 项 式 定 理 ， 对 于 任意 元 来 a.5 € 天 ,不 礁 证 明 下 式 成 立 


(a+0? 二 a? 十 配 . (1) 


这 是 因为 上 式 左 端 按 二 项 式 定理 展开 


etret (F) er ( jj 


由 于 p 为 素数 ， 所 以 p 整除 ) 1<i<p-1: 从 而 上 式 看 端 中 间 各 项 全 等 
2 
于 零 ， 于 是 上 式 就 变 成 (1) 式 . 
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(1) 还 可 推广 成 
bo 5 oj E Ki = 1 rr. 


上 i=1 

在 (1) 中 将 58 换 成 5-a 得 (6-4)? = 玖 一 ar. 

在 中 任意 取 定 一 个 子 域 下 作为 基 域 ,K 看 作 天 上 的 扩 域 ， 叫 做 上 的 
域 扩张 , 记 作 K/F. KE 的 包含 证 的 任 一 个 子 域 叫 做 KjF 的 中 间 域 . 设 3 为 五 
的 一 个 非 空子 集 ， KK 中 包含 下 和 SS 的 一 切 子 域 的 交 记 作 FF(S), 叫做 在 下 上 
添加 5 得 到 的 子 域 或 叫做 S 在 上 生成 的 子 域 . 用 FIS] 表示 下 鹿 一 切 有 限 和 

> Qi An, A Qn ES 
tn 0D 

组 成 的 集合 ，F[S] 是 的 一 个 子 环 ，F[S] 的 商 域 就 是 下 (S). 特别 当 S 为 有 限 子 
集 [Qa1,…,an} 时 ，F(S) 和 下 [S] 分 别 记 成 F(Qj,…,an) 和 [a1,… ,Qnl, 显然 
F(a ,or By), Bs) = Ra oz) = PB, Bs) 03), On)- 

若 下 的 域 扩张 可 以 在 下 上 添加 一 个 元 素 a 得到， 下 = FF(@), 则 下 K 叫 
做 去 上 的 一 个 单 扩张 . 

下 面 的 定理 给 出 了 单 扩张 的 构造 . 

定理 1 设 K/F 为 一 个 域 扩张 ， mE KK. 于 是 

1) 若 @ 在 已 上 是 代数 的 ，Ffz) E FIz] 为 a 的 极 小 多 项 式 , 则 F(a) = FIa] 
且 FF(Q) 宕 FIz]/(f(z), f(a) =0 是 在 下 上 的 唯一 的 基本 关系 ; 

2) 著 色 在 柜上 是 超越 的 ， 则 王 [al 宇 下 [x], 因而 F(a) 和 下 [x] 的 商 域 F(x) 
向 构 . 

证 明 根据 第 三 章 定理 14, 存在 一 个 满 同 态 :Flz] 一 下 [a] 使 得 m2) = 
7 在 下 上 为 恒 等 同 构 ， 记 了 = ker( 力 , 于 是 工 = (f(z)). 假定 fix) 的 首 项 系数 
为 1( 若 f(x) 关 0). 若 a 在 上 为 代数 元 ， 则 f(x) 关 0, f(z) 为 一 个 次 数 > 0 
的 不 可 约 多 项 式 .根据 第 三 章 定 理 21,F[z]/({f(z)) 为 一 域 . 因而 FI 已 是 一 个 
域 ，F[a] = Fl@) 兰 F[z]/(f(z)), fiz) 为 @ 的 极 小 多 项 式 、 当 a 在 上 为 超越 
元 时 ， f(z) =0, Flaj 衬 [zx], 所 以 F(x) 和 [zx] 的 商 域 同 构 . 口 

定理 1 的 1) 和 2) 中 的 单 扩张 分 别 叫做 单 代数 扩张 和 单 超越 扩张 . 考察 一 
下 单 代数 扩张 F(a) 的 运算 ， 设 flz) = x? 十 Qa1z"! 十 … 十 an. 由 f(a) =0 得 


cn 二 一 (aia2 十 ,十 an) (1) 


因此 a™, mn 之 也 经 过 (1) 逐次 县 代 ， 恒 可 表 成 1, 0， yt ,CR 的 线性 组 合 ， 因 
而 F(a) 的 每 个 元 素 可 以 表 成 
名 十 下 Ga 十 十 加 -ann 1 bEF, (2) 
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而 且 表 法 叭 一， 元素 相 加 按 多 项 式 加 法 相 加 ， 它 的 相 乘 ， 按 多 项 式 相 乘 ， 字 得 
的 结果 ， 利 用 (1) 将 a 的 高 次 短 am, m > n 逐次 降低 ， 使 得 结果 最 后 表 成 (2) 
的 形式 . 

定义 1 设 玉 ./F i 二 1,2, 为 两 个 域 扩 张 , 若 存 在 Ki 到 Kz 的 一 个 同 构 (或 
同 态 )w, 使 得 ? 限制 在 已 上 为 恒 等 同 构 ， 则 9 叫做 一 个 FF- 同 构 (或 天 同 态 ). 

设 99 :KJF 一 KiJF 是 一 个 F- 同 构 ，a€ K, 则 a 在 下 上 是 代数 的 当 且 
仅 当 ma) 在 马上 是 代数 的 . 此 时 a 和 m(a) 有 相同 的 极 小 多 项 式 . 

替代 代数 基本 定理 的 作用 的 有 根 的 存在 定理 . 

定理 2 设 下 为 一 域 ，P(x) E F[z] 为 一 个 不 可 约 多 项 式 ， 则 存在 一 个 域 扩 
张 KJ/ 使 得 P(z) 在 及 内 有 根 . 设 F(a1)/ 玉 和 下 (a2)/F 为 两 个 单 代数 扩张 ， 
ala2 都 是 P{T) 的 根 ， 则 F(a1) 和 三 (aa) 有 一 个 FF- 同 构 和 使 得 01) 二 a2. 

证 明 因 P(z) 不 可 约 ， P(z) 在 FIz] 内 生成 一 个 极 大 理想 (P(z)), 商 环 
F[zj/{P(z)) 为 一 域 , 记 作 K, 映 射 c 咏 = a+(P(z)) 是 下 到 KK 的 一 个 单一 同 
态 , 将 “与 互 等 癌 , 于 是 下 风 入 ,成 为 上 的 一 个 子 域 . 令 a=3=z+(P(z))， 
令 P(z) =a0+ar 十 … 十 xX”, 于 是 有 


Pla)=a0+aat+.+a=Wm+iz+. + = P(r) = 


所 以 a 为 P(z) 的 一 根 ， 根 据 定理 11) 的 证 明 ， (aq) 和 F(a2) 都 F- 同 构 于 
F[z]/(P(z)) 而 且 os 与 对 应 .所 以 F(an) 与 Faz) 成 F- 同 构 且 on 与 as 对 
应 . 口 


$2 有限 扩张 


域 下 上 的 一 个 域 扩张 KK/F 叫做 代数 扩张 , 如 果 五 的 每 个 元 素 都 是 上 
的 代数 元 ， 以 后 上 的 域 扩张 也 可 简称 为 上 的 扩张 . 

FF 上 的 扩张 KK 可 以 看 作 玉 上 的 一 个 线性 空间 ， 对 下 的 维 数 叫 做 扩张 
K/F 的 次 数 , 记 作 [K : 外 . 如 果 区 : 下 < oo, 则 K/F 叫做 有 限 扩张 . 否 划 ， 
K/F 叫做 无 限 扩张 ， 

设 KK/F 为 一 有 限 扩张 ， 当 KK 作为 忆 上 线性 空间 时 ， 天 对 五 的 一 基 也 叫 
做 扩张 K/F 的 一 其. 

设 a Ek 为 上 一 个 代数 元 ，a 的 极 小 多 项 式 f(z) 的 次 数 叫做 a 的 次 
数 .FF 中 元 素 的 次 数 都 为 1. 若 a 外 , 则 a 的 次 数 > 1, a 的 次 数 也 可 以 如 下 来 
刻画 ， 设 f(z) 的 次 数 为 n. 根据 定理 1,1). 可 知 上 一 个 多 项 式 g(z) 以 a 为 
根 的 充分 必要 条 件 是 f(z)l9(z). 由 此 可 知 ，1,Q,…,a"-! 在 已 上 线性 无 关 ， 
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而 1,Q,…,ar 在 五 上 线性 相关 . 因此 a 的 次 数 n 是 使 得 1,a,…,a* 在 下 上 
线性 相关 的 最 小 正 整 数 . 

一 般 说 来 , 元 素 a E K 在 下 上 是 代数 的 ,其 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 正 次 
数 的 多 项 式 9g(z) E Ffz] 以 @ 为 根 ,也 就 是 存在 一 个 正 整数 m, 使 得 1,Q,… ,a™ 
在 五 上 线性 相关 .这 就 证 明了 

引 理 1 设 K/F 为 一 扩张 ， ae 于 ,ea 在 已 上 是 代数 的 其 充分 必要 条 件 是 
存在 一 个 正 整数 m 使 得 la …,am 在 五 上 线性 相关 . 若 a 为 玉 上 代数 元 ， 
则 a 的 次 数 等 于 最 小 正 整 数 即 使 得 1 aa 在 下 上 线性 相关 . 口 

引 理 2 任 一 有 限 扩 张 政 / 下 是 一 代数 扩张 ， 

证 明 设 [于 : 殉 =m 对 每 个 ae 下 ,La om 在 下 上 线性 相关 ， 所 以 a 
是 五 上 代数 元 . 口 

定理 3 设 天 /下 为 任 一 扩张 ， aeE K, 则 下 列 叙 述 是 等 价 的 ， 

1) F(a)/F 是 代数 扩张 ; 

2) a 在 五 上 是 代数 的 ; 

3) RE(o)/ 忆 是 有 限 扩 张 . 

当 条 件 有 一 成 立 ， 则 [F(a) : F] 等 于 a 的 次 数 . 

证 明 1) 全 2) 由 代数 扩张 的 定义 即 得 . 

2) > 3) 设 a 为 上 一 个 nn 次 代数 元 .根据 定理 1 下 面 的 说 明 , 1,a ar 
是 Fla)fF 的 一 基 ， 因 而 [F(Q): F]=n. 

3 之 站 即 引 理 2， 口 

定理 3 说 明了 ,为 什么 当 a 为 五 上 代数 元 时 ，F(@)/F 叫做 单 代数 扩张 的 
理由 . 

定理 4 设 及 DED 万 为 F 上 的 扩 域 ， 则 [KE : 站 为 有 限 的 充 要 条 件 是 
IK :EE] 和 [ 忆 : 者 有限， 在 这 各 情况 下 有 次 数 关 条 


[KE: m=[K: BE:A]). (3) 


证 明 设 [K: 丰 < oo. 由 于 BB/F 是 K/F 的 子 空间 , 所 以 区 :了 < [IK: 隔 
设 won 为 线性 空间 天 对 五 的 一 组 基 ,， 若 把 天 看 作 三 上 的 线性 空间 ， 则 
Ql,… ,an 显然 是 K/E 的 一 组 生成 元 ， 所 以 IK :如 <n=[K :Il. 反之 , 设 
IK :如 =m,[E :下 |=? 都 有 限 ， 并 设 31，… ,Bm 和 ?7 …, 他 分别 是 K/E 和 
E/F 的 基于 是 对 we K, ac 可 写成 8 的 线性 组 合 ， 系 数 属 于 五: 


mm 
Qa= 》 aipi， 0 € EE. 
?一 1 
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而 ai 又 可 写成 全 的 线性 组 合 ， 系 数 属于 F: 


0i 一 》 ,bu biy EF 


j=1 


于 是 a 可 表 成 7Y; 的 线性 组 合 ， 系 数 属于 产 : 


a= > B on bi = b 久 baBiy;, bi; EF 
了 i 


所 以 [K :下 < 渡 : EJIE: 卫 . 其 次 ,证 明 {BiYj} 在 下 上 线性 无 关 ， 设 


bij Ba =0, ;EF 


tI 
为 任 一 个 线性 关系 ， 令 @i 三 > bi， ?一 下. 则 ai E 瑟 而且 2 = (0， 


由 于 {81 为 K/E 的 一 基 , 从 此 推出 所 有 a; = 0. 又 因为 {7Y;} 为 BE/ 下 的 一 基 ， 
从 ai= 3 bijY, = 0 推出 所 有 = 0. 所 以 {8:yy} 在 上 线性 无 关 ， 它们 构成 


KIF 的 一 基 所 以 
{K :FI=mr =[K: EE:H. OD 


设 KF 为 一 有 限 扩张 ，EJF 为 KfF 的 任 一 中 间 域 , 则 [BE:F]< [K :到 )， 
而 且 百 = KK 的 充 要 条 件 是 [EE : | = [K :可 .一 个 素数 次 扩张 KJ/ 下 除 基 和 下 
外 无 其 它 中 间 域 . 

推论 1 每 个 有 限 扩张 KK/F 有 一 个 中 间 域 的 有 限 升 链 . 

F=RChC..-.Ch=K. (4) 


使 得 瑟瑟 为 音 代 数 扩张 ， (4 叫做 单 代数 扩张 升 链 . 反之 ， 若 Kj 有 一 个 
学 代数 扩张 有 限 升 链 ， 则 KK/ 玉 为 有 限 扩 张 ， 

证 明 证 明 推论 的 第 一 部 分 . 设 K/F 为 有 限 扩张 ， 对 次 数 [KK : 本 作 归 
纳 法 . 取 一 个 ar EK 但 ar gg 作 玉 = Flan), 则 所 /FF 为 单 代数 扩张 且 
[机 :可 >1 从 而 [KK : 瑟 ] < [K : 卫 , 根据 归纳 法 假设 ，K/i 有 一 个 单 代数 扩 
张 升 链 五 Ch 及 C.…Ch=K,Ff 是 FCRCFC-…Chh=K 就 是 KjF 
的 一 个 单 代数 扩张 升 链 ， 推论 的 第 二 部 分 由 定理 3 和 4 即 得 . 口 

推论 2 设 天 3 已 3 下 为 百 上 扩张 ,车 并/ 已 和 五 /下 者 是 代数 扩张 ， 则 
KI 也 是 代数 扩张 ， 特 别 ， 瑟 上 的 代数 元 Qa,8 的 和 、 差 、 积 、 商 仍 为 上 代 
数 元 . 
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证 明 设 ae 天 为 任 一 元 ， 因 在 吾 上 是 代数 的 ，a 在 上 有 正 次 数 的 
极 小 多 项 式 g(x) = zr 十 Qf 十 … 十 @r, Qs € ,又 因 BJF 是 代数 扩张 ，ai 
部 是 上 代数 元 . 令 辐 = 五 = (001.0) 2 二 2 ,T+ = 后 (Qa), 
于 是 

F=FoCHC Ch CE 


是 单 代数 扩张 升 链 ， 由 推论 1,F741/F 为 有 限 扩张 . 因 ae Fir 可 知 a 足下 上 
代数 元 . 所 以 K/F 为 代数 扩张 . 特别 at+8,a:3 和 ay819 子 由 都 属于 天 (oa 9 
而 且 F(Q, 9)/F(a) 和 F(Q)/F 部 是 代数 扩张 ， 所 以 a 土 3,a.8 和 af8 都 是 FF 
上 代数 元 . 口 

在 任 一 域 扩张 K/JF 中 上 的 代数 元 全 体 构 成 一 个 中 间 域 ,叫做 下 在 天 
中 的 代数 闭 包 . 中 任 一 不 属于 此 代数 闭 包 的 元 素 在 下 上 是 超越 的 . 

例 复数 域 C 是 有 理 数 域 Q 上 的 域 扩张 . 如 果 复数 a 在 Q 上 是 代数 的 , 则 
ce 叫做 一 个 代数 数 . 由 推论 2 可 知 C 中 代数 数 全 体 ， 记 作 Q, 对 加 、 减 、 乘 、 除 
封闭 ,因而 瓦 是 C 的 一 个 子 域 ， 叫 做 代数 数 域 . Q@ 是 Q 在 C 中 的 代数 闭 包 . 
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给 定 一 个 基 域 和 Fiz] 的 一 个 n(n > 1) 次 多 项 式 f(z?), 讨论 f(z) 的 根 
不 仅 是 扳 立 地 研究 f(z) 的 单个 根 ， 而 且 还 要 进一步 研究 f(z) 的 诸 根 间 在 上 
的 代数 关系 ， 这 就 需要 将 f(x) 的 全 部 根 放 在 FP 的 同一 个 域 扩张 中 来 考虑 ， 当 
下 为 有 理 数 域 时 ， 根 据 历史 上 的 代数 基本 定理 ， 复 数 域 可 以 充当 这 样 的 扩 域 . 
但 是 当下 为 一 个 素数 特征 的 域 时 ， 复 数 域 则 无 能 为 力 ， 本 节 来 研究 这 种 扩张 的 
存在 性 和 唯一 性 . 

定义 ? 取 定 一 个 基 域 天 和 一 个 n(n > 1) 次 多 项 式 f(z), 如 果 有 一 个 域 扩 
张 EJF 满足 

1) f(z) 在 殖 内 完全 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 


jz) = clz 一 al (x — an), ai EE, i= 1 n; 


2) E= F(a ,an): 
则 E/F 叫 做 f(z) 的 一 个 分 裂 域 

定理 5 每 个 正 次 数 多 项 式 f(z) E FIz] 有 一 个 分 裂 域 . 

证 明 对 /ffz) 的 次 数 作 归纳 法 . 当 deg jz) =1 时 ，A(z) = cz 一 oa GE 
显然 五 本 身 是 f(x) 的 一 个 分 裂 域 . 假设 当 deg f(z) < 如 > 时 Fz) 有 一 个 分 
裂 域 . 求证 当 deg f(z) = nn 时，f(z) 有 一 个 分 裂 域 . 任 取 f(z) 的 一 个 不 可 约 因 式 
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p(z), 根据 定理 2, 存在 一 个 单 代数 扩张 Ki/F 使 得 Ki = (oi), p(y) = 0. 于 是 
pl(z) 在 Kl 上 析出 一 个 一 次 因 式 , 因而 f(z) 在 Ki 上 至 少 析出 一 个 一 次 因 式 . 可 
设 Fz) = (zz 一 a) (ranf(r), f(r)e Fila),ae Ki=1,.,r,r>1. 此 
时 deg 态 (z) < m 若 万 (z) 为 常数 , 则 Kf/F 就 是 f(z) 的 分 裂 域 ; 若 deg (2) > 1， 
则 根据 归纳 法 假设 ， 卢 (z) 在 KL 上 有 一 个 分 异域 五 /天 1. 于 是 


卢 {Z) 三 cz 一 arH) (Tr — an), Qi EE,i=r+1,.…,n. 


五 = 天 1(ar+i yan) = 下 (alj(ar+r yan) 
一 下 (oa ,orj(arH On) = 下 (al On). 


所 以 E/F 就 是 f(x) 的 一 个 分 裂 域 . 口 
推论 设 deg f(x) =n, 则 分 裂 域 Ef/F 的 次 数 不 超过 mL， 
其 次 证 明 分 裂 域 的 唯一 性 . 
引 理 1 设 c: 矶 一 一 是 一 个 域 同 构 ， 又 设 百 zj 和 Fy 分 别 为 瑚 和 FF 上 
一 元 多 项 式 环 ， 则 og 可 以 唯一 地 开 酉 成 环 同 构 :下 [z] 一 素 的 使 得 F(z) 二 
证 明 根据 第 三 章 定理 14, 映射 o 的 开拓 了: jz) my 7() 


Hz) =a0t+ .+onr" € Flz), 
f°(y) = 0(a0) + .+o(an)y" 


是 一 个 满 同 态 F[z] 一 F' 思 ,5(z) = y, 而 且 唯 一 ， 由 于 yy 是 所 上 未 定 元 ， 
ker(5) = ‘0), 因而 5 是 一 个 同 构 . 口 

为 简单 起 见 ， 以 后 : 王 一 严 在 五 如 到 亚 辐 的 开拓 仍 记 作 玫 在 下 
Fl[z] 的 不 可 约 多 项 式 和 严 国 的 不 可 约 多 项 式 相对 应 ， 

引 理 2 设 0o: 玉 二 F' 为 域 同 构 ，(Q) 和 三 (oa 为 两 个 单 代数 扩张 ，a 
和 ax 分 别 为 下 [z] 中 不 可 约 多 项 式 p(z) 和 反胃 中 相应 的 不 可 约 多 项 式 pr({y) 
的 根 ， 虽 og 可 唯一 地 开拓 成 同 构 01: FlQ) 沪 本 (ao 使 得 of(o0 = 二. 

证 明 首先 o 开拓 成 环 同 构 o : Flz] 一 Fj 于 是 o 诱导 出 环 同 构 o : 
Fz]/(p(zx)) 一 产 [yj/(p7 扩 )). 根据 定理 2,o' 可 以 理解 为 同 构 F(a) 一 丫 (a') 使 
得 xia) = oe 而且 cz = 0. o' 的 唯一 性 显然 . 口 

定理 6 设 0: 矿 局 为 一 个 域 同 构 ，f(z) 为 下 [x] 的 一 个 正 次 数 多 项 式 ， 
巨 和 EF!' 分 别 为 Flz) 和 fr"(z) 在 政和 FI 上 的 分 裂 域 ， 则 go 可 以 开拓 成 同 构 
EE'. 

证 明 对 次 数 [BE : 1] 作 归 纳 法 . 当 [E: 罩 =1 时 ，E= Flat,…,Qan) = 了 了 , 
即 f{z) 在 Fl[zj 内 完全 分 解 flz) = cz -an 人- on ai; EF, 在 co 下 
f°(r) = ero (so 0),e = = ol0), 从而 Qi € Fi= 1 


$3 分 裂 域 、 正 规 扩张 215 


于 是 到 = F'(a4,…,a4) = .定理 对 这 种 情况 显然 成 立 . 假设 当 巴 : F] < 
n(n > 1) 时 ， 定理 成 立 .进而 证 明定 理 当 { 召 : 列 = 时 也 成 立 . 设 [EE :下 二 nn， 
由 于 n> 1,f(z) 有 一 个 次 数 > 1 的 不 可 约 因 式 p(x), 设 a Ee 为 plz) 的 一 根 ， 
pF(z) 为 f"(z) 的 一 个 不 可 约 因 式 , 设 a' 是 pr(z) 在 歹 内 的 一 根 . 根据 引 理 2， 
存在 一 个 域 同 构 ol : F(a) 一 F'(a'), 它 是 o 的 开拓 ， 而 且 cli(o = a'. 此 时 ， 
EjF(a) 和 E'/F'(o') 分 别 是 f(x) 和 f”(z) 的 分 裂 域 ， 由 于 [F(a) : 外 >1, 根 
据 定理 4 可 知 [BE : F(a)] < mn, 根据 归纳 法 很 设 ， m 可 以 开拓 成 同 构 EE 一 E'. 
于 是 定理 普遍 成 立 . 口 

挫 沦 任意 给 定 基 域 下 和 正 次 数 多 项 式 f(z) E [x], 则 f(z) 在 五 上 的 任 
总 两 个 分 腹 域 巨 ,E! 成 下 - 同 构 ， 因 而 f(2) 在 互 上 的 分 型 域 在 瑟 - 同 构 意 义 下 
是 唯一 的 . 口 

在 这 里 指出 关于 分 裂 域 的 两 个 简单 的 事实 ， 第 一 ， 若 一 个 域 扩 张 K/F 会 
有 两 个 中 间 域 EF/F 和 E'/F. 它们 是 同一 个 多 项 式 f(r) € Fl[z] 的 分 列 域 ， 则 
= E', 因为 F(z) 在 互 内 的 分 解 f(z) = clz - oj…(z 一 Qan) 和 在 E' 内 的 
分 解 flz) = cz 一 oi),…(z 一 q4), 实质 上 它们 都 是 f(z) 在 内 的 分 解 ， 根据 
K[z| 的 整除 理论 , 可 知 e = ce',(z 一 1),…,(Z 一 Qn) 不 过 是 (x 一 Q1),…,{2 一 Qn) 
的 一 个 排列 ， 所 以 吾 = 锯 . 第 二 ， 若 扩张 K/F 的 一 个 中 间 域 BJ/F 是 一 个 多 
项 式 f(z) e F[z] 的 分 裂 域 ， 则 在 KK 的 任 一 个 FF- 自 同 构 ec 下 保持 不 变 ， 即 
o(B) = EE. 这 是 因为 a(E) 是 多 项 式 f(x) 的 分 裂 域 . 由 于 f(z) € Flz], f(z) = 
f(z). 由 上 可 知 o(B) = 五 . 

将 来 就 会 看 到 ， ftz) 的 诸 根 在 上 的 代数 性 质 由 它 的 分 裂 域 E/F 的 代数 
性 质 反 上 映 出 来 . 

分 裂 域 有 一 个 定性 的 刻画 ， 就 是 它 的 正规 性 . 

定义 3 一 个 代数 扩张 K/F 叫做 正规 扩张 , 如 果 K/F 具有 下 列 的 性 质 : 
若 Flz] 的 任 一 个 不 可 约 多 项 式 在 天 内 有 一 根 , 则 它 在 天 内 可 以 完全 分 解 成 一 
次 因 式 的 乘积 . 

定理 7 一 个 有 限 扩张 KE/ 是 正规 扩张 的 充 要 条 件 是 玉 为 FIz] 的 一 个 多 
项 式 的 分 裂 域 . 

证 明 设 K/F 为 一 有 限 正 规 扩张 . 首先 根据 定理 4 的 推论 ， 一 可 以 写成 
K= Fo, ,Qar), os 在 下 上 为 代数 的 , 设 产 (z) 为 m 在 下 上 的 极 小 多 项 式 , 令 


flz) = [Ac). 由 于 K/F 正规 ,每 个 f(z) 在 性 内 完全 分 解 成 一 次 因 式 乘 积 , 因 


| 
而 f(z) 也 是 这 样 . 令 f{z) = (z 一 2) (rz 一 Do) 于 是 康 E 天 RD 高) CE 
反之 显然 K C F(Bi,.…, Ah), 所 以 下 一 F(B1,---, Bn) 是 flz) 的 分 裂 域 . 
反之 , 设 K/F 为 多 项 式 f(z) e FIz] 的 一 个 分 裂 域 , 设 p(z) 为 二 四 的 任 一 
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个 不 可 约 多 项 式 ， 而 且 在 大肉 有 一 根 a. 求证 plz) 在 天 内 完全 分 解 . 设 E/K 
是 p(x) 在 开 土 的 分 裂 域 , 易 见 B/F 就 是 g(x) = f(x)p(z) 在 下 上 的 分 裂 域 . 设 
为 p(z) 在 内 的 任 一 根 , 则 有 一 个 F(Q) 到 下 (8) 的 FF- 同 构 7 使 得 7(a) = 
根据 定理 6, 7 可 以 开拓 成 请 的 一 个 F- 自 同 构 o. 因为 K/F 是 f(z) 的 分 裂 
域 ， 根 据 上 面 的 说 明 ， o(K) C K. 由 于 QE K, 从 而 8= Tr(Q) € KK. 因此 plzx) 
在 下 内 究 全 分 解 . 这 就 证 明了 K/F 正规 . 口 

由 定理 7 可知, 若 EB/F 是 个 正规 扩张 , 则 对 5 的 任 一 个 中 间 域 L, 可 / 志 
也 是 正规 扩张 . 

设 K/F 是 一 个 有 限 扩 张 ， 如果 到 于 一 个 代数 扩张 五 /五 满足 : 

1) E/F 是 正规 扩张 ， 

2) 若 中 间 域 L (FCLCE) 包 含 KK 而 且 LJF 正规 ， 则 


L=E. 


则 Ef/F 叫做 K/F 的 一 个 正规 闭 包 . 
首先 证 明正 规 闭 包 的 存在 . 将 k 写成 = Fa ,ar), fi(z) 为 oi 在 F 
上 的 极 小 多 项 式 . 令 fiz) = [se) 取 巨 为 f(z) 在 天 上 的 分 裂 域 . 于 是 E 


是 f(z) 在 上 的 一 个 分 列 域 ， 因而 是 亚 上 的 正规 扩张 而 县 包含 KK. 五 满足 条 
件 2) 是 显然 的 .所 以 是 K/F 的 一 个 正规 闭 包 ， 其 次 证 明 K/F 的 正规 闭 包 
在 同 构 意义 王 是 唯一 的 . 设 到 /为 K/F 的 任 一 个 正规 闭 包 ， 因 为 每 个 f(x) 
在 EF' 内 有 根 ， 因 而 在 E' 内 完全 分 解 ， 因 而 f(z) 在 E' 内 也 完全 分 解 . 于 是 吾 
包含 fiz) 在 上 的 一 个 分 裂 域 妃 . 由 于 条 件 2) 从 CCE' 推 出 包 = 户 
根据 定理 6 的 推论 知 E' 是 由 K/F 唯一 决定 的 . 

例 1 设 下 为 域 ， flr) 二 z+ar+beE Fzl. 车 f(z) 在 下 [7] 内 可 约 ， 
f(x) =(z-aojz 一 oh Ci EF, MMF(c,c) = FE f(x) ) 的 分 裂 域 ， 设 f(x) 
不 可 约 . 作 = FJ) 令 a=z+(fo)) 于 是 天 = Fo f(z) 以 a 为 
根 。 f(z) 的 另 一 根 w = -a 一 a€ ,所 以 二 F(aso) 为 f(z) 的 分 裂 域 . 

例 2 FF = Q, 有 理 数 域 ， jz) = (x? 一 2)(7? 一 3). 站 先 722 一 2 和 x 一 3 
在 Q[z] 内 都 不 可 约 , 作 K = QIz]/(2* 一 2,g = ++ {22 一 2),K = Q(a) 是 
rz 一 2 的 分 裂 域 ，z? 一 2 二 (z 一 Qq)(z 二 Qa). 其 次 -3 在 KK[z] 内 不 可 约 . 
假若 2 -3 在 Kg 四 内 可 约 ， 则 存在 一 个 a+ ba € KK 使 得 (e+bo) 一 3 = 
过 二 3+2aba 二 2 二 202 一 3+2aba = 0, 推 出 of 二 2 = 3,4b = 人 0. 车 
a 二 0, 则 262 = 3, 但 是 不 存在 有 理 数 5 使 得 也 = 3/2, 矛盾 , 若 8 = 小 则 a2=3， 
也 二 存在 有 理 数 a 使 得 a = 3. 作 五 = Klz]/(7* -3),8 = 7 + (7 — 3), 于 是 
E= KkK(8)=F(0,B), f(r)= (z—a)z +a)(z— Bz+8), E 是 f(z) 的 分 裂 域 ， 
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[IE:Q]=[E:KIK:Q=4. 

例 3 设 玉 = Q, f(z) = z? -1,p 为 一 素数 . 首先 ffz) = (zx -1)p(z)， 
D(z) = 7P-1 十 zp2 十,… 十 1. 已 知 pfz) 在 Q 上 不 可 约 . 作 玉 = QIzl/(p(2)). 令 
5 = 开 =Y+(p(z)). 于 是 上 太 = Q(0), 4? =1,《 关 1 由于 2 为 一 素数 ，C 在 
内 生成 一 个 了 阶 循环 群 (4) = {1,6,…, 5? 1}. 而 且 这 p 个 元 素 恰好 是 ?一 1 的 
全 部 根 ， 它 们 叫做 了 次 单位 根 . 所 以 Q{C) = Q(C,62.……,C?"1) 就 是 z? 一 1 的 分 
裂 域 ， 它 的 次 数 [Q(O) : Q] =p 一 1 

例 4 设 下 = Q,f(z) = zr 一 2,p 为 素数 ， 首先 f(x) 在 Q 上 不 可 约 . 
作 = QIz]/(f(2)), 令 a = = z+ (f(z)). 于 是 KK = Qlm 吧 -2= 10， 
次 数 [KK : Q] = p，f({z) 在 天 上 有 分 解 f(x) = {zx 一 Qjfi(z), (rz) € 天 四 ， 
deg fi(r) =p 一 1. 下 面 将 看 出 有 (x) 在 上 是 不 可 约 的 , 不 过 暂时 还 不 知道 , 设 
p(x) 为 有 1(z) 在 K 上 的 一 个 不 可 约 因 式 , 作 EE= K[z]/(p(2)), 令 8=z+(p(2)). 
于 是 已 = 五 (9) = Q(e,B), 注意 8 也 是 f(x) 的 一 根 ，B? -2= 0 但 8# a 
令 5= BJa, 于 是 6 关 1 而 且 4? =1.¢《 是 一 个 p 次 单位 根 ,由 于 a,8 和 a,C 
可 以 互相 素 出 ， 有 互 = Q{a.8) = Q(n,Q， 如 例 3, ¢ 在 EE 内 生成 一 个 p 阶 
循环 群 (0) = {1,C,…,C?-!}. 那么 uca GPa 就 是 xz? -2 的 全 部 根 且 者 
属于 BE. 所 以 EE 是 z? 一 2 的 分 裂 域 . 最 后 决定 次 数 蕊 : Q]. 由 E 的 构造 知 
[BE:Q]=[E: KJIK :Q] < (p-1)p 另 一 方面 ,由 定理 4 和 [K :Ql=p, 拓 
plIE : Qj. 由 例 3 知 [Q(O :Qj=p-1 从 而 p 一 IE :QP 与 p~1 互 素 ， 于 
是 (p 一 1)p|[E : Q]. 最 后 得 {E:Q] = (p 一 1)p. 由 此 可 知 degp(z) =p 一 1, 从 而 
p(x) = 及 (z). 如 果 将 E 看 作 复数 域 的 子 域 ， 则 a 可 取 x? 一 2 的 唯一 的 正 实 根 
576, ( 当 p>2 时 xz? 一 2 只 有 一 个 实 根 ) 而 可 取 c 了 . 
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前 面 三 节 得 到 的 结果 与 域 的 特征 无 关 ， 这 一 节 引 进 的 释 念 则 和 域 的 特征 密 
切 相关 ， 首 先 届 到 的 是 根 的 重 数 问题 . 
域 上 任 一 个 正 次 数 多 项 式 f(z) 在 它 的 分 裂 域 KK 内 可 以 唯一 地 写成 


fx) 一 el 一 05 “(rar)", ei>1. 


其 中 aarE 天 两 两 不 同 ， 这 种 分 解 与 分 裂 域 的 选择 无 关 ， 就 是 说 ， 如 果 
玉 /F 为 flz) 的 任 一 个 分 裂 域 , 则 存在 扩 到 下 的 一 个 -同和 构 a 收 纪 使 得 f(z) 
在 互 内 有 分 解 式 
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而 且 G5; 关 j,i 关 j 因而 这 些 指 数 ei 与 分 裂 域 的 选择 无 关 ， as 叫做 f(x) 在 开 
内 的 6; 重 根 , 当 e; = 1 时 ， at 叫做 单 根 . 若 e > 1, 则 a; 叫做 重 根 . 

为 了 判断 一 个 根 是 否 是 重 根 , 我 们 引进 多 项 式 的 形式 微 商 . 设 f(x) = aozm+ 
ozn~1 十 … 十 Qn, 系数 属于 一 个 域 ， 定 义 f(z) 的 形式 微 商 (zx) 为 


f(z) = naor™ ll + (nar? 十 .十 Gn 1 


这 个 定义 与 系数 所 属 的 域 没 有 关系 ， 形 式微 商 有 如 下 的 基本 性 质 : 
1 (f(x) + 9(7) = 了 (z) 十 9 (Ji 
2) (ec)) = af "(ze); 
3) (f(z). g(z)’ = f(x)9(7) + f(r)g 2); 
4 过" 二 下 
这 些 性 质 在 这 里 就 不 一 一 证 明了 . 其 实 1),2);4) 是 极其 明显 的 ， 只 需 证 明 3). 对 
f(z) 的 次 数 作 归纳 法 ， 当 f(x) 为 常数 a 时 ，3) 即 2). 假设 当 degf(z) <n 时 
3) 成 立 ， 直 接 验算 可 知 ， (zm+?)] = (zz 十 7m{zn) 从 而 
(ax™ .gz)) = (ar")'g(7) + ax"g Ix). 
由 于 f(x) 可 写成 f(x) = az" 十 有 1(z),deg f(z) <n, 于 是 由 归纳 法 假设 ， 有 
(f(x) .9(2))'=(ar"g(2) + fi (2)g.z)) 
(ar™g(z))’ + (f(x)g(7)) . 
=(az™)y g(r} + ar2g(Z) 十 有 (7)9(z) + fi (x)g (2) 
=f'(z)g(z) + f(z)g zh) 
引 理 1 设 f(z)E Fl[z|, x = a 是 f(z) 在 它 的 分 果 域 下 内 的 一 个 上 生根， 
上 > 1. 于 是 
日 车 X(F)fh 则 ZZ 二 GQ 是 所 (z) 的 大 一 1 重 根 ， (当下 二 1 时， 日 重 枢 意 
gp f(a) #0.) 
2) 车 X[( 忆 上 大, 则 之 一 G 至 少 是 下 (7) 的 上 重要. 
证 明 在 KK 内 f(z) = (z 一 a)* .g(x), g(a) 关 0, 于 是 
f'(7)=k{r — a) g(r) + (rs — og'(z) 
=(z ~ Oa) 1(kg(r) + (2 ~ a)g' (7)) 
=(7 — a) g(x), 
q(x)=kg(z) + (x — Qa)g' (x). 
若 x( 下 4k, 则 大 关 0( 在 KK 内),(z 一 a)1qtz), 所 以 z= 二 a 是 了 (x) 的 上 一 1 重 
根 ， 若 x()|k; 则 大 = 0( 在 天 内 ), 此 时 ， f(z) = (zx 一 Qj*g'(z), 7 = Q 至 少 是 
f'(x) 的 & 重 根 . 口 


84 可 分 扩张 219 


定理 8 F[z] 内 一 个 正 次 数 多 项 式 Flz) 在 它 的 分 瞳 域 开 内 无 重 根 的 充 要 
条 件 是 (fz), 了 (7)) =1. 

证 明 设 f(z) 在 天内 无 重 根 则 f(x) 在 K 内 的 每 个 根 a 都 是 单 根 . 
无 论 x(F) = 0 或 p > 0, 总 有 x(F) 11. 根据 引 理 1, a 不 是 P(z) 的 根 . 设 
(f(z), 拓 (7)) = d(z), 则 Q(z) = 1 因为 否则 d(z) 在 五 内 的 根 将 是 f(z) 和 产 (z) 
的 公 根 ， 肥 之, 设 f(zx) 在 上 内 有 一 个 太 重 卜 ， 上 > 1. 根据 引 理 la 至 少 是 
f(z) 的 一 1 重 根 ， 一 1 > 0, 因而 a 是 (f(z), 了 (z)) = d(z) 的 根 ，d(z) 非常 
数 ， 所 以 f(z), 六 (2) 不 互 素 . 口 

推论 1 F[z] 内 一 个 不 可 约 多 项 式 p(z) 在 它 的 分 异域 内 有 重 根 的 充 要 条 件 
是 p(z) 二 0. 

证 明 根据 定理 8, p(x) 在 KK 内 有 重 根 的 充 要 条 件 是 (p(z),z(z)) = dlz) 非 
常数 ， 由 于 plz) 在 下 内 不 可 约 ， d(x) = p(z), 从 而 plz)jp'(z), 但 是 (2) 的 次 
数 比 ptz) 低 ， 所 以 pz) = 0. 口 

推论 2 若 X( 现 = 由 则 丈 [z] 内 任 一 不 可 约 多 项 式 在 它 的 分 裂 域内 只 有 党 


报 . 

证 明 因为 任 一 不 可 约 多 项 式 p(7) 的 次 数 > 0, 设 plx) = 和 下 +atz 十 十 
ar E FIz],r >0, 于 是 p(x) =rzz + 一 Datzr 十 二 or 因为 X() 二 人 
在 下 内 > 头 0. 因 而 z(z) 天 0, 根 据 推论 1 pf(z) 在 它 的 分 裂 域内 只 有 单 根 . 口 

当 FF 的 特征 是 一 个 素数 时 ， 到 上 的 不 可 约 多 项 式 是 否 有 重 根 ? 为 此 我 们 
引进 可 分 多 项 式 的 概念 . 

定义 4 FIz] 内 一 个 不 可 约 多 项 式 plz) 叫做 下 上 的 可 分 多 项 式 , 如 果 P(z) 
在 它 的 分 裂 域 内 只 有 单 根 . 任 一 个 非常 数 多 项 式 f(z) € FIz] 叫做 在 下 上 可 分 
的 ， 如果 它 的 每 个 不 可 约 因 式 (在 Flzj 内 ) 都 是 可 分 的 . 寄 则 f(x) 叫做 下 上 不 
可 分 多 项 式 . 

设 K/F 为 任 一 代数 扩张 ，a E K 叫做 下 上 可 分 元 索 , 如 果 a 的 极 小 多 项 
式 是 下 上 可 分 多 项 式 .否则 a 叫做 下 上 不 可 分 元 宗 . 

一 个 代数 扩张 K/F 叫做 可 分 扩张 , 如 果 K 的 每 个 元 素 在 天 上 部 是 可 分 
的 .否则 五 /下 叫做 不 可 分 扩张 . 

根据 推论 2, 在 特征 0 的 域 上 不 可 约 多 项 式 都 是 可 分 的 ， 因而 特征 0 的 域 上 
任何 代数 扩张 都 是 可 分 扩张 . 下 面 来 考查 特征 为 素数 的 域 上 不 可 约 多 项 式 为 不 
可 分 的 情况 ， 设 X(E) = zl 素数),yJ(z) = anz + nizn-1 二 .十 oo 为 了 上 一 
个 不 可 约 多 项 式 . 假设 f(x) 为 不 可 分 ， 于 中 f'(x) = 0,kax 三 0 三 2 
当 pf 上 时， 必须 ak = 0, 因而 f(x) 可 写成 ap + apzz + azpz7 和 十 -十 ompz 
令 gz)=am+oz+… 十 ampzm 则 用 z) = y(z?), gfz) 必定 在 下 上 不 可 约 ， 
如 果 g(x) 不 可 分 ， 则 g(x) 又 可 写成 g(z] = h(z?) 而 hlz) 在 下 上 不 可 约 ， 于 是 
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f(z) = h(z?"). 这 样 f(z) 最 终 可 写成 

f(z) = (er), e>1, 
w(z) 在 下 上 是 可 分 的 . 进一步 考查 f(z) 在 它 的 分 裂 域 内 的 分 解 . 首先 %(z) 可 
A te er -oh 


i=! 
令 记 为 xp 一 ai 的 一 根 ， 注意 在 特征 p 的 域内 异 有 等 式 (a +B)? =a? 二 8?, 于 
是 

zr oi = — A = (2 Pi), 
于 是 得 到 f(x) 的 最 后 分 解 式 
f(z) =] -0)= 1 -8)= 1- 6) 

因此 在 特征 > 的 域 上 一 个 不 可 分 的 不 可 约 多 项 式 的 每 个 根 有 相同 的 重 数 ， 其 重 
数 为 p 的 一 个 方 枝 . 

下 面 举 一 例 说 明确 实 存在 不 可 分 的 不 可 约 多 项 式 . 令 Fp = 2 (人 )， Fplt) 为 
一 元 多 项 式 环 Fplt] 的 商 域 , 令 FF 二 Fp(t), 下 作为 我 们 的 基 域 ， 在 F[z] 内 取 
f(z) 二 zx? 一 二 为 了 说 明 f(z) 在 上 不 可 约 ， 我 们 需要 

引 理 2 设 太 为 一 特征 p( 素 数 ) 的 域 ，aE F, 则 z? 一 a 在 情 上 不 可 约 或 才 
完全 分 解 成 2?7 一 a = (2 一 站 7?,bE FF. 

证 明 若 a 在 下 内 可 开 p 深 方 , 即 4 = 总 ,bE F, 则 zx?-4 = 2?- 罗 二 (X68)?. 
假设 4 在 下 内 不 能 开 p 次 方 , 证 明 xz? 一 a 在 下 上 土 不 可 约 ， 假设 z? -a 在 下 [z] 内 
分 解 成 z? 一 a = f(z).g(z), f(x) 的 次 数 ? 适合 1<r < 把 这 个 分 解 拿 到 7? 一 a 
的 分 袭 域 KK 内 去 考虑 , 设 a 为 xz? -a 在 KK 内 一 根 于 是 2?-a4=7? 一 a?= 
(x — a)? = Hz)g(z) 从 而 f(z) = (2 —a)" 一 2 十 十 (-1l)rarE 下 zl a" € fF. 
但 是 ap =aEF, 且 (7,p)=1, 令 WwW 二 tp 三 1， 于 是 w = ar+o = (oa E Fh, 
a 将 在 下 内 可 并 p 次 方 , 矛盾 . 口 

再 回 到 f(z) =z? 一 t,t 在 下 二 Fplt) 内 不 能 并 p 次 方 . 因为 ， 若 存在 一 个 
二 天 (的 19 的 ,的 ,9( 的 EFp 国 使 得 如 = 二 注意 Fo 的 元 素 适 合 吧 = 于 是 


it 二 部 = (h(t)/g(t)? = R(t)? /9(t) = hlt?)/9(). 


将 有 tg( 太 ) = h(t?) 天 0, 这 在 Fp 内 不 可 能 成 立 ， 所 以 xz? 一 + 在 下 土 不 可 约 . 
由 于 (zz 一 地 =pzx?-! 二 0, 电 以 x? 一 + 在 下 上 是 不 可 分 的 . 

这 一 节 的 后 部 分 讨论 嵌入 与 可 分 性 的 关系 问题 . 

设 K/F 为 一 个 有 限 扩张 ， EE/F 为 一 个 包含 的 任意 正规 扩张 . 设 L/F 
为 K/F 的 任 一 中 间 域 .如 果 一 个 同 态 7 :LDL 一 上 保持 下 的 元 素 不 动 , 则 7 叫 
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做工 到 五 的 一 个 已 嵌入 即 严 - 同 态 . 对 于 K/F 的 任意 两 个 中 间 域 五 ,Za 若 
FiCzZ2 而 且 Za 到 互 的 已 嵌入 末了 限制 在 五 上 等 于 二 到 百 的 所 -和 藤 入 Ti 
则 2 叫做 五 在 工 上 的 一 个 开拓 ， 对 于 天/ 民 的 中 间 域 工 的 一 个 F- 嵌入 了 和 
一 个 在 上 上 的 不 可 约 多 项 式 g(z), 若 g(z) 在 天 内 有 一 根 a, 则 9(z) 在 了 下 的 
象 gr(z) 在 至 内 就 完全 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 . 这 是 因为 ， 设 f(x) e F[z] 为 
a 在 五 上 的 极 小 多 项 式 . 由 于 已 包含 并 而 且 在 下 上 正规 ，f(z) 在 五 内 就 完 
全 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 ， 另 一 方面 ， g(z) 与 f(z) 有 公 根 a g(z) 在 上 不 
可 约 ， 于 是 g(z)|f(2), f(x) = gfz) -hlz), hlz) € IL[z]. 作用 7,f(7) = 97(z)h" 人)， 
从 而 g(x)|f(z). 所 以 97(z) 在 吾 内 也 完全 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 . 

引 理 3 设 KK/F 为 一 有 限 扩张 ，E/F 为 包含 下 的 任 一 正规 扩张 。 工 / 下 
为 KK/ 的 一 个 中 间 域 ，7: 工 省 马 是 一 个 下- 嵌入 ，Q EK 为 任意 元 素 . 则 7 
在 L(Qa) 上 的 不 同 的 开 括 数 N(7,L(Q)) 等 于 a 的 极 小 多 项 式 的 不 同根 的 个 数 . 
因而 N(7,L(a)) < [L(a) : 如. 等 号 成 立 当 且 仅 当 G 是 上 上 可 分 元 . 

证 明 设 g(z) 为 a 在 5 上 的 极 小 多 项 式 . 根据 上 面 的 说 明 ， 9"(z) 在 EE 
内 完全 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 ， gr(z) = (7 一 B)… (2 到),?= {LW :区 
在 Etao) 上 任 一 开拓 c 将 a 映 到 9r(z)] 的 一 根 o(Q), 5 由 a 的 象 cfa) 唯一 决 
定 . 因而 不 同 的 开拓 将 a 映 到 不 同 的 根 . 反之 ， 对 %r(z) 的 任 一 根 8, 根据 本 章 
83 引 理 2, 存在 7 的 一 个 开拓 o 使 得 rc(a) = 3. 这 样 得 到 7 在 L(a) 上 的 开拓 
数 N(7, 上 {a)) 等 于 gr(z) 的 相 异 根 的 个 数 ， 也 就 是 9(z) 的 相 异 根 的 个 数 ， 记 作 
ro. 显然 ，ro < r. 等 号 成 立 当 且 仅 当 g(z) 是 上 上 可 分 多 项 式 即 a 是 上 上 可 分 
元 . 口 

说 明 7 在 Za) 上 的 开拓 数 wfr,Z(a)) 只 与 ac 有 关 ,， 与 了 的 选取 无 关 . 因 
此 N(7,Lia)) 等 于 Lm) 的 天 嵌入 数 . 即 了 = 1 的 情况 - 

定理 9 设 区 /下 为 一 个 有 限 扩 张 ， 思 /为 包含 天 的 正规 扩张 ， 则 天 到 
万 内 的 下 由 入 雪 之 [KK : 站. 等 号 成 立 当 而 且 仅 当 天 /下 是 可 分 扩张 . 

证 明 有 限 扩 张 K/F 可 写成 KK = Fay,…,Qr). 令 铅 = 瑟 有 岂 三 (al)，…， 
所 二 (ar) = KK, 1 到 克 的 任 一 -嵌入 71-1 在 厂 上 的 开拓 数 记 作 
N(Fi_1, ). 由 引 理 3 下 面 的 说 明 ， 这 个 数 与 7i-1 的 选取 无 关 ， 首先 证 明 


NB FN(P, Py) N(Fr_ 1, Fr) = N(F,K). (1) 


N(F,K) 表示 K 到 巨 的 F- 嵌入 数 . 对 7 作 归 纳 法 . 当 7 = 1 时, 显然 假设 当 
生成 元 的 个 数 小 于 r 时 成 立 . 求证 生成 元 的 个 数 为 时 成 立 . 由 归纳 法 假设 有 


N(Fo, PI) N (Fa, Fo-1) = 六 (下 五- 小 


根据 引 理 3, 巴 _1 的 每 个 F- 嵌入 在 天 上 可 开拓 成 N(Fr-,Fr) 个 五 的 天- 
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嵌入 ,而且 KK 的 任 一 个 F- 嵌入 必 是 -1 的 某 个 F- 嵌入 的 开拓 . 因而 有 
N(R FI) NF Fr) = N(F, K). 与 上 式 联合 得 到 (1). 再 根据 引 理 3, 有 


NB, Fi) < [Fi : Fi), i= 1,2,.…,r. (2) 
由 忆 ),(2) 以 及 域 的 次 数 公式 就 得 
N(F,K) < [K:F). (3) 


其 次 证 明定 理 的 第 一 部 分 , 假设 网 玉 十 可 分 . 则 每 个 mi 是 尺 上 可 分 元 , 当然 
也 是 五 -; 上 的 可 分 元 . 根据 引 理 3, (2) 中 对 i = 1,…,r 都 取 等 号 , 从 而 由 (1) 可 
知 (3) 中 的 等 号 成 立 . 反之 , 假设 K/F 是 不 可 分 扩张 . 设 Qa EK 是 下 上 一 个 不 
可 分 元 . 邦 么 取 ai = a 作为 第 一 个 生成 元 . 根据 引 理 3, 有 N(Fo, 中 ) < 本 :下 
从 而 得 N 人 FF 太 ) < [K : 可. 这 样 就 证 明了 定理 的 第 二 部 分 . 口 

推论 设 五 / 焉 为 有 限 正规 扩张 ， 加 为 吾 的 全 部 FF- 自 同 构 组 成 的 群 ， 则 
IG| < 辐 : 殉 . 等 号 成 立 当 且 仅 当 百 / 亚 是 可 分 扩张 . 

证 明 在 定理 9 中 令 玫 = 瑟 对 于 巨 到 自身 的 任 一 个 FF- 嵌入 og 有 [o(E): 
可 = [EB :下 ,从 而 o(B) = 至 因而 是 一 个 F- 自 同 构 . 反之 显然 . 口 

定理 10 设 工 为 有 限 扩张 及 /FF 的 任 一 中 间 域 , 则 天 /已 是 可 分 扩张 当 且 仅 
当 K/L 和 上 JF 部 是 可 分 的 . 

证 明 必要 性 显然 . 证 充分 性 . 设 /JL 和 LIF 为 可 分 扩张 . 根据 定理 9 的 
第 一 部 分 的 证 明 ， 可 知 媒 入 数 有 等 式 N(F.K) = N(F, LN(L,K). 因为 K/L 和 
L/F 都 可 分 ， 根 据 定理 9, 有 NN(L,K) = [K :如 和 NN(F, 了 = [L: 卫 .由 域 的 次 


数 公式 即 得 N(K) = [KK : 列 . 再 由 定理 9 可 知 K/F 是 可 分 的 . 口 
说 明 定理 10 不 限于 有 限 扩 张 ， 对 代数 扩张 也 成 立 ， 读 者 自己 证 明之 ， 
由 定理 10 不 难 证 明 
推论 1 在 代数 扩张 K/ 玉 中 可 分 元 素 的 和 、 差 、 积 、 商 (0 不 作 除 数 ) 部 是 
可 分 的 ， 口 
推论 2 一 个 可 分 多 项 式 的 分 裂 域 是 可 分 的 . 吕 


推论 2 与 定理 7 联合 得 到 

定理 11 一 个 有 限 扩张 E/ 是 可 分 正规 的 充 要 条 件 是 巨 是 已 上 一 个 可 分 
多 项 式 的 分 到 域 口 

设 K/F 为 任 一 代数 扩张 ， K。 表示 K 中 全 部 可 分 元 素 组 成 的 集合 根据 
推论 1.K; 是 天 的 一 个 中 间 域 ， 叫 做 下 在 K 中 的 可 分 闭 包 . 当 特征 X(F) = 0 
时 ， Ks = K; 当 x(F) = 素数 p 时 ， Ks 有 可 能 小 于 K. 设 玉 关 K. 对 于 任 一 
a € K, a 在 Ks 上 的 极 小 多 项 式 f(z) 可 写成 f(z) = 9(27),g(z) € Ksl2] 为 一 
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个 + 次 不 可 约 可 分 多 项 式 , g(x) 必须 是 一 次 的 . 因为 3 = az 是 g(z) 的 根 ， 
因而 8 在 KK 十 可 分 根据 定理 10 及 其 说 明 ，B 是 下 上 可 分 元 ，B 属于 Ks. 
因而 g(x) 是 一 次 的 ，9(2) = x 一 8. 于 是 f(z) = xr? 8. 当 a g Ks 时 e>1, 
a 的 pr 次 短 落 入 Ks. 这 种 元 素 叫 做 到， 上 纯 不 可 分 元 , f(x) = zz 一 8 叫做 天， 
上 纯 不 可 分 多 项 式 ,天 叫做 Ks 上 纯 不 可 分 扩张 
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有 限 域 又 叫做 个 罗 融 域 . 是 由 伽 罗素 首先 提出 而 得 名 的 ， 有限 域 的 特征 显 
然 只 能 是 素数 . 它 是 一 类 很 重要 的 域 , 它 有 很 好 的 性 质 而 且 还 有 很 重要 的 应 用 . 
在 第 一 章 中 对 每 个 素数 p 已 经 给 出 一 个 特征 p 的 域 ， 即 整数 模 p 的 剩余 类 域 
F, = Z/{p). 在 这 一 节 应 用 分 裂 域 的 结果 对 每 个 素数 p, 我 们 将 给 出 全 部 特征 p 
的 有 限 域 . 

设 KK 为 一 个 特征 p 的 有 限 域 . 于 是 KK 包含 B 作为 子 域 ， 五 白 然 地 可 
以 看 成 F, 上 的 有 限 维 线性 空间 ， 设 K 到 Fw 的 维 数 为 n, t,…, un 为 它 的 一 
基 ， 于 是 天 的 每 个 元 素 a 可 以 唯一 地 表 成 ww,… ,tw 的 线性 组 合 


Ga=ait 十 … 十 anun， a EF,. 


aan 可 以 独立 地 取 0,1,…,p 一 1. 因而 K 恰 由 pr* 个 元 素 组 成 因而 这 对 
KK 的 基数 作出 了 规定 . 的 基数 只 能 是 它 的 特征 的 一 个 方 竺 ， 客 指数 等 于 到 
对 Fy 的 维 数 ， 也 是 五 对 Fr 的 次 数 . 

其 次 ，K 的 全 部 非 零 元 素 K* 组 成 一 个 p" - 1 阶乘 法 群 . 根据 拉 格 六 
日 定理 ， K* 的 每 个 元 素 都 是 方程 z7"-: = 1 的 根 ， 因 而 K 的 每 个 元 素 都 是 
zz" _z 二 0 的 根 .但 是 zz" -z=10 在 天 内 最 多 有 Br 个 良 ， 所 以 天 的 元 素 恰 
好 是 zp" _z 的 全 部 根 , 由 于 Fp CK 可知 K 是 zx” 一 z 在 F, 上 的 分 裂 域 . 这 
就 证 明 下 列 定理 的 唯一 性 部 分 . 

定理 12 对 每 个 素数 p 和 任 一 正 整数 n, 存在 一 个 唯一 的 p" 个 元 素 的 有 限 
域 ， 它 就 是 zz 一 7 在 了 上 的 分 困 域 . 除 此 之 外 无 其 它 pn 个 元 素 的 有 限 域 . 

证 明 设 互 是 zz" -z 在 E 上 的 分 裂 域 .首先 证 明 z* ”一 + 在 忆 内 有 
个 不 同 的 根 ， 由 于 微 商 (zz" - zj 二 pr 一 1= 一 且 一 1 关 0 所 以 2 一 了 
只 有 单 根 于 是 ze” -xz 在 已 内 有 和 = 4 个 不 同 的 根 ， 设 为 ec， aa， 今 
K = {a1,…,0y}. 证 明 K 是 巨 的 一 个 子 域 .对 于 o,6E K, 有 ow = QB = 9, 
于 是 


{a Br 三 人 一 避 


ar or Ga ， 
(9) = #0 
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从 而 a 一 2,3 (8 关 0) 属于 KK, 显然 人 ,1e 到 . 所 以 KK 是 巨 的 子 域 . 而 且 


是 p" 个 元 素 的 有 限 域 ， 这 就 证 明了 定理 的 存在 性 部 分 . 至 于 KK = E 则 是 显然 
的 . 口 
pr 个 元 素 的 有 限 域 习惯 记 成 GF(p”*) 或 Fo9 = pn 
最 后 指出 有 限 域 GF(p*) 有 一 个 很 重要 的 白 同 构 即 弗 罗 册 尼 乌 斯 (Frobe- 
nius) 自 同 构 . 利用 特征 p > 0 的 域 的 一 条 人 性质 fae+ 昌 2 = a? 十 如 , 作 一 个 GF(p") 
到 自身 的 映射 9 :z z?.o 满足 


a(z + = (r+ = + =0(7) + oy), 
0(Z 人 = (FN)? = og(2) ol). 


因而 o 是 一 个 自 同 态 . 其 次 ，o 是 单 的 ， 这 是 因为 o(1) = 1,1 & ker(o), 所 以 
ker(c) = {0}, 即 o 单 ， 由 于 GF(p*) 有 限 ， 单 射 必然 是 满 的 所 以 go 是 GF(p") 
的 一 个 自 同 构 . 它 叫 做 GPR(z") 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 自 同 构 . = 显然 保持 Fy 的 元 素 
不 动 ， 因 而 c 是 一 个 Fp- 自 同 构 . 

作为 弗 罗 贝 尼 乌 斯 自 同 构 的 一 个 推论 ，GF(p") 的 每 个 元 素 e 可 以 开 p 次 
方 , 因为 是 满 射 ，e 在 o 下 有 一 个 原 象 oc 四 二 a, 肥 如 =a, 所 以 8 是 a 的 
一 个 p 次 方 根 ， 由 于 o 的 单一 性 ，4 的 p 次 方 根 是 唯一 的 . 
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设 已 是 一 个 素 域 ， 就 是 说 ， 当 特征 X(P) = 0 时 ， 已 = Q, 有 理 数 域 ， 当 
x(P) =p 素数 时 ， PP = Fy, p 个 元 素 的 域 ， 设 m 为 正 整 数 ， 这 一 节 的 目的 是 讨 
论 碾 -1 在 已 上 的 分 裂 域 吾 , 主要 决定 次 数 巴 : 书 . 当 X(P) = 素数 p 而 且 pln 
时 ，n 可 写成 n= 二 prn,( 了 二 1. 此 时 xz" 一 1 = (z™ 1)r",z* 一 1 和 zx”* 一 1 
在 P 上 有 相同 的 分 列 域 .因此 ， 当 Xx(P) = 素数 时 ， 总 是 假定 (n,p) = 1. 

首先 , 因为 微 商 (z" 一 1》 = nz"-! 关 0, 它 与 x"~1 互 素 ，2z”" 一 1 在 分 裂 域 如 
中 只 有 单 根 . 因而 za" 一 1 在 马 内 有 个 不 同 的 根 , 每 个 根 《 适合 全 二 1,6 叫做 
一 个 nn 次 单位 根 . 这 个 n 次 单位 根 在 吾 内 形成 一 个 乘法 群 ， 记 作 G. G 叫做 
n 次 单位 根 群 ,根据 第 三 章 87 定理 19 可 知 G 是 一 个 循环 群 . G 的 每 个 生成 元 
叫做 本 原 n 次 单位 根 . 设 5 为 一 个 本 原 半 次 单位 根 , 则 @G = { 002， 
而 且 C* 为 n 次 本 原单 位 根 当 而 且 仅 当 {z,n) = 1. 因而 n 次 本 原单 位 根 有 p(n) 
个 ， wln) 为 欧 拉 函数 ， 本 原 n 次 单位 根 不 能 是 任何 并 一 1 的 根 ， 其 中 dln 且 
d<n. 

其 次 ， za -- 工 的 分 异域 百 是 由 它 的 全 部 根 在 P 上 生成 的 ， 实 际 上 吾 可 由 
一 个 本 原 n 次 单位 根 ¢ 生成 ， 因 而 召 是 P 上 的 一 个 单 扩张 ， 瑟 = P(G), 最 后 
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来 确定 BJP 的 次 数 ， 分 两 种 情况 讨论 . 

1) X(P) = 素数 p, 此 时 P=Fy, (mn,PD) =1. 设 [E:Fp]=7, 由 姓 可 知 ，EE 
是 天 个 元 素 的 有 限 域 ，E = GF(p"). 设 e 为 p mod n 的 指数 ， 即 最 小 正 整 数 
e 使 得 pf = 1(mod 区. 我 们 求证 e = x. 一 方面 乘法 群 BF* 是 一 个 pr 一 1 阶 群 ， 
而 且 包 含 n 阶 单位 很 群 G, 因而 nlp" 一 1. 根据 指数 定义 e < ” 另 一 方面 ， 由 于 
nlp! 一 1, 2p 一 1 阶乘 法 群 GF(p*)* 因为 是 循环 的 ， 它 包含 一 个 n 阶 循环 群 即 % 
次 单位 根 群 C, 因而 GF(p*) 包含 E. 比较 域 的 基数 可 知 7 < e. 所 以 "= e. 设 
g(z) 二 2 十 47"!14+-… 十 Qr 为 6 的 极 小 多 项 式 ，ai € Fp. 将 弗 罗 贝 尼 乌 斯 自 同 
构 a 作 用 于 gl 得 o(G@* +a10(6" i 十 +ar 二 4 二 07D 十.… 十 ar 二 0,( 这 
里 cla]) = ww} 即 g(t?)=0. 同 理 ，¢,C?,…,C?” ”是 glx) 的 全 部 根 . 

2) x(P) =0. 此 时 P= Q. 设 f(z) 为 5 的 极 小 多 项 式 . 干 是 [E:Q|= 
deg f(x). 求证 deg f(z) = p(n). 由 于 f(x)jiz" 一 1 但 f(z)12z1 一 1,d <n. 因而 
flz) 与 x4 一 1 互 索 , 所 以 f(z) 的 根 只 能 是 本 原 n 次 单位 根 . 其 次 证 明 每 个 本 原 
n 次 单位 根 都 是 f(z) 的 根 . 为 此 先 证 明 一 个 基本 事实 : 对 下 f(z) 的 任 一 根 C 和 
任 一 与 另 互 素 的 素数 p, C? 也 是 f(x) 的 一 根 . 反 证 法 , 假设 6 不 是 f(z) 的 根 . 
Cp 的 极 小 多 项 式 记 作 g(z). 则 f(z) 与 9(z) 旺 素 ， 从 Fa 一 1,9(z)lz" 一 1 有 
Fejg(zjlmzm -1. za -1 可 写成 zz 一 1= f(z)g(z)h(z), 注意 f(z) 与 9(z] 的 首 项 
系数 为 1, 根据 高 斯 引 理 ， f(z).g(z),h(z) 部 是 整 系数 多 项 式 . 另 一 方面 ， 9fz) 
以 Cr 为 根 ， 则 g(zp] 以 5 为 根 , 从 而 f(z)l9(z?) 而 有 g(x?) = FA) 9Cz) 9(z) 也 
是 整 系数 多 项 式 ， 在 自然 同 态 Z[x] ”2Z/(p)fzj 下 ， fo) 的 象 记 作 F(z),…… 
zn -1 的 象 仍 记 作 x? - 1.( 注 意 前 者 z 一 1 € Z[z], 后 者 37 一 1 € ZY/(p)j[z].) 于 
是 有 


m7 —1= f(r)y(r)h(z). (1) 

F727?) = f(2)3(7). (2) 

将 g(x) 明确 写 出 g(x) = zx” 十 轴 z"! 十 十 条 bi € ZZ 于 是 丈 z0) = 了 了 十 

页 zC-Dp 十 .十 真 , 下 € FE， 注意 X(Fp) = p, 所 以 oz = a,a € Fp, 利用 

(a 土 加? =a?tty, 于 是 有 8(zp) = (Z7 十 页 zr-1 十 … 十 了 六 二 了 zj 因而 (2) 变 
成 

g(7)" = f(x)a(7). (3) 

由 于 (p,n) = 1，z" 一 1 在 它 的 分 裂 域 B/F 内 无 重 根 ， 从 (1) 式 可 知 f(z) 

与 F(z) 互 素 .但 是 由 {3) 式 可 知 ， f{z) 整除 丈 z)”, 而 且 deg flz) > 0, 因 

而 F(z) 不 能 与 53(z) 互 素 ， 这 是 一 个 矛盾 ， 所 以 6? 必须 是 f(z) 的 一 根 .利用 

这 个 基本 事实 可 证 任 一 本 原 n 次 单位 根 5 都 是 flz) 的 根 . 因为 6 可 以 表 成 

C 二 CY, (wn) = 1, 将 7 分 解 成 素 因 子 的 积 v = ppp-…pr 而 且 pisn) 二 1 令 
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人 = C= C2 = 人 = 于 是 C=. 根据 基本 事实 可 知 ， 若 6 
为 f(z) 的 一 根 ， 则 G+ 也 是 f(x) 的 一 根 ， 现 在 Go 二 《为 f(z) 的 一 根 从 而 
推出 二 C 也 是 f(z) 的 一 根 ， 这 就 证 明了 f(z) 的 全 部 根 恰好 是 全 部 本 原 ? 次 
单位 根 ， 特 别 ， deg f(x) = pln). 

综 上 所 述 得 到 

定理 13 设 PP 为 一 个 素 域 ，n 为 一 正 整 数 ， 当 X(P) = 素数 时 假定 
(nm, 介 =1. 又 设 百 为 "一 1 在 已 上 的 分 虱 域 . 则 瑟 / 王 是 一 个 单 扩 张 ， 可 由 任 
一 本 原 多 次 单位 根 6 生 成 巨 = P(6). 而且 

1) 车 Xx(p) = 素数 p, 则 [ 巨 : Fp] 二 "7, 其 中 7 为 pmodn 的 指数 而且 5 的 
极 小 多 项 式 ffz) = (> 一 Cj(z 一 6 他 一 CP ). 

2) 若 X) = 0, 则 [B:Q] = wl(n), 其 中 wp(n) 为 欧 拉 函数 ， 而 且 《 的 极 小 
多 项 式 B(z) = 了 (z -5 Ztz) 叫做 分 图 多 项 式 ,= Q(C) 叫做 次 分 国 


1<v<n 
(vr.n}=1 


域 . 口 
根据 定理 13,2) 我 们 可 以 做 出 z” - 1 在 Q 上 的 分 解 式 . 对 nn 的 每 个 因子 
d 有 一 个 分 贺 多 项 式 Ba(z), 它 的 全 部 根 恰好 是 全 部 本 原 9 次 单位 根 . 根据 定理 
13,2), Bu(z) 是 一 个 p(d) 次 整 系数 不 可 约 多 项 式 而 且 Ba(z)|z"*-1. (2) = 一 1. 
对 于 mr 的 不 同 因子 由 ,dz, Bai(7z) 与 Bus(z) 互 素 ， 反之 ，2z" 一 1 的 每 个 根 必 是 
某 个 Bu(z) 的 根 . 因此 得 到 z" 一 1 的 分 解 式 
zr" —1=|| ga). 


dln 
比较 上 式 两 边 的 次 数 ， 我 们 重新 得 到 在 第 零 章 85 中 得 到 过 的 公式 


n= ),v(a). 


dln 


分 贺 多 项 式 也 可 以 用 z4 一 1 表示 出 来 . 这 需要 用 到 默 比 乌 斯 函数 An) Km) 
是 定义 在 正 整 数 上 的 函数 ， 其 定义 如 下 


1, n= 1, 
am) = 4 (一 7， 当 n = pip2…Pr， Pi 为 素数 ,pi 天 玉宇 天 也 
0, 当天 含 素 数 平方 因子 . 
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证 明 当 n = 1 了 时， 显然. 设 n> 1 而 且 n = pip 多 …P" 为 素 因子 标准 分 
解 式 ，ei > L 根据 y(n) 的 定义 ， 不 难看 出 


Vd) = YD), n= pipa: pr. 


dln dln 


而 且 
ypdj=l1+ >》 Hpn)nlpo) npw) 


dln: lu < <v er 
=]]{i + (ri) =0. 口 
j=1 
最 后 我 们 证 明 
ga(z)} = TH — 1)*3). 
din 

证 明 注意 上 式 右 端 分 子 、 分 母 的 根 只 能 是 n 次 单位 根 . 设 4 为 任 一 n 次 
单位 根 、 只 要 数 一 数 因 式 > -《 在 右 端 出 现 的 次 数 。《 的 阶 设 为 而 , 则 din. 
z 一 《lz 一 1 当 而 且 仅 当 了 ld. 当 dld 时 ,车 4( 了 ) = 1 则 > 一 ( 在 分 子 上 出 观 
一 次 . 车 (了 ) = -1 时 ，z 一 ( 在 分 母 上 出 现 一 次 ， 因 此 ，z 一 《 在 右 端 出 现 


的 次 数 应 为 
> 4 (3): 


dildln 


njd\Y_ [0 de<n, 
2 :( 颖 )-| a 
六 | 盐 
因此 当 di <n 时 (zx 一 在 右 端 不 出 现 ， 当 dl =m 时 ，7 一 C 怡 罩 现 一 次 ， 这 
就 证 明了 上 述 公 式 . 口 
例 1 Bo(r) = (z(t) (sl)= (+) +1) = 
Z4 一 工 十 上 
例 2 9 为 一 素数 . 
Bt) = (2 — Del) l= + + + 1, 


Bor) = (0 Dl = ee 


它 等 于 


r=-) 


wt-2)" 十 十 2 十 1 


87 “完全 域 
基 域 严 应 具备 什么 条 件 能 使 得 上 每 个 不 可 约 多 项 式 都 是 可 分 的 ? 
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定义 5 一 个 域 FF 称 为 完全 域 , 若 FF[z] 中 每 个 不 可 约 多 项 式 都 是 可 分 的 . 

特征 0 的 域 是 完全 的 . 

$4 中 的 例子 Fp = Z/(p),F = Fptt) 不 是 完全 的 . 

定理 14 一 个 特征 B( 素 数 ) 的 域 尺 是 完全 的 充 要 条 件 是 严 的 每 个 元 素 在 
下 内 可 开 PD 次 方 ， 即 F? = 下 ,其 中 F?= {mr|a€ 让}. 

证 明 若 F? 关 下, 则 存在 一 个 元 素 eeE F 但 是 a 4 F?, 妈 & 在 内 不 能 开 

次 方 , 根据 84 引 理 2, z? 一 a 在 下 上 不 可 约 , 但 是 x? 一 a 不可分, 所 以 五 不 完 
全 . 设 F? = FF, 求证 Fix] 中 每 个 不 可 约 多 项 式 部 是 可 分 的 ， 反 证 法 ,假若 Fz] 
中 有 一 个 不 可 分 的 不 可 约 多 项 式 f(z), 因为 它 不 可 分 , 根据 84 的 讨论 ，f(z) 可 
写成 
f(7) = gz 


其 中 g(x) = x 了 wm 十 … 十 bm € FI2], 但 是 因为 F? = ,bi 在 下 内 可 开 p 
次 方 , 即 站 = 吧 ci€ 了 , 令 有 2) 二 zm 二 Cx" 十 … 十 Cm 将 有 


f(z) = Hz)P， 


f{z) 将 在 F[z] 中 是 可 约 的 ， 矛 活 . 口 
推论 1 有 限 域 是 完全 的 ， 

证 明 设 下 为 一 特征 p > 0 的 有 限 域 . 根据 55, 有 一 个 弗 罗 贝 尼 乌 斯 自 同 
克 ac, 它 和 将 元 素 a 上 映 到 a?, 由 于 o 是 满 射 ， 有 F? = FF. 所 以 下 是 完全 域 . 口 

推论 2 完全 域 上 的 代数 扩张 还 是 完全 的 ， 

证 明 设 下 为 一 个 完全 域 ，K/F 为 一 代数 扩张 , 若 下 的 特征 为 0, 则 天 当 
然 是 完全 的 ， 因 此 不 妨 设 xX{f) =p > 0. 对 任 一 a € K, 考虑 中 间 域 百 = F(@)， 
巨 有 一 个 白 同 态 o :Y Fry z?, 在 这 个 白 间 态 下 ，o{B) = vo(F}{a(Q)) 而 且 ofe) 在 
o( 下 上 的 次 数 等 于 a 在 下 上 的 次 数 , 由 于 下 完全 ，F? = F, 于 是 EB? = a 
IE?: =[B: 有 ,所 以 BE? = 五, 于 是 kK? = 五 ,因而 二 完全. 


$8 ”本 原 元 素 


我 们 考虑 这 样 一 个 问题 ， 即 一 个 有 限 扩张 K/F 在 什么 条 件 下 是 单 扩张 . 

设 Kf/F 为 一 个 有 限 扩张 ， 如 果 KK 可 以 添加 一 个 元 素 a 到 已 上 而 得 到 
开 = Fo), 则 a 叫 做 天 /的 一 个 本 原 元 宗 . 因此 ， 一 个 有 限 扩张 E/F 是 否 是 
单 扩张 ， 就 看 它 有 没有 本 原 元 素 . 

首先 看 有 限 域 上 的 有 限 扩张 . 设 FF 为 一 个 有 限 域 ， 含 9 个 元 素 ， K/F 
为 nn 次 扩张 ，at,…,an 为 它 的 一 基 ， 于 是 K 的 每 个 元 素 a 可 以 唯一 地 表 成 
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0 = aloi 十 十 anQn, Qi E 下 ,由 此 可 知 ， 太 包含 gq? 个 元 素 ， 因此 也 是 一 
个 有 限 域 ， KK 的 非 零 元 素 组 成 的 乘法 群 K* 是 一 个 有 限 交换 群 ， 根 据 第 三 章 
87 定理 19, K* 是 一 个 循环 群 ， 设 a 为 K* 的 一 个 生成 元 ， 显 然 有 K = F(a)， 
因而 a 为 乓 /下 的 一 个 本 原 泡 崇 . 但 是 Kj/F 的 一 个 本 原 元 素 不 一 定 是 天" 的 生 
成 元 ， 于 是 得 

有 限 域 上 的 有 限 扩 张 剖 是 单 扩 张 . 

定理 15 设 K/F 为 一 个 有 限 扩 张 ， 如 果 将 玉 写成 下 三 下 (al ar) 使 
得 2,…,Qr 是 可 分 元 ， 则 KJF 是 单 扩张 . 

证 明 根据 上 面 的 讨论 , 不 妨 设 下 为 无 限 域 . 对 7 作 归 纳 法 , 先 证 > = 2 的 情 
况 , 设 天 = F(a, 六 ,8 为 可 分 元 , 求证 KK/ 下 为 单 扩张 . 设 f(x),g(2) 分 别 为 a 和 
9 的 极 小 多 项 式 ， 并 设 EJK 为 f(x)g(zx) 在 五 上 的 分 裂 域 ， aa = a,Q2,…… ,ar 
和 8= 记 ,82,…,Bs 分 别 为 f(z) 和 g(z) 在 五 内 的 全 部 根 ， 考 虑 下 列 方程 


oai 二 38 = or + yh, jx1. 


因为 8; 关 81,j 关 1, 每 个 方程 在 内 只 有 一 个 解 ， 方 程 个 数 有 限 而 下 的 元 素 无 
限 ， 因 而 存在 一 个 cE 下 使 得 


i+ C9; ¥ Qak + ct, 


对 所 有 的 局 j, 只 要 j 了 关 1. 令 98=art+eBi, 则 了 (9 一 cr) 和 g(xz) 仅 有 公共 
根 所 , 因为 xz 一 8 是 8g(z) 的 单 因 式 ， 所 以 j(9 一 cx) 和 gy(z) 的 最 大 公 因 式 为 
z 一 ,注意 f(0 一 cz) 和 g(x) 的 系数 都 属于 (98), 在 F(9)[z] 内 存在 两 个 多 
项 式 u(x) 和 u(z) 使 得 w(x)j(9 一 er) +v(z)g(x) = 2 一 ,因而 名 € (9), 跟 
着 al = 8 一 c31 € 下 (四 ), 所 以 F(a,8) CR 反之 显然 F(0) C F(a,), 因 
而 F(a,8) = F(0). 其 次 , 将 KK 写成 Fal,Q2;…,Qr), Q2，… ,Qn 为 可 分 元 ， 

于 是 天 = Foaao or) = Fa or-lto 对 7 作 归 纳 法 根据 归纳 法 
假设 ， F(a1,…,Qy_1) 可 写成 F(a), 于 是 = F(a,Qr), 再 根据 上 面 的 证 明 ， 


F(asar) 又 可 写成 F(0), 于 是 天 = 上 (9)- 刁 
推论 有 限 可 分 扩张 K/F 含有 本 原 元 素 ， 因 而 是 一 个 单 扩 张 . 
证 明 显然 . 口 
89 ” 迹 与 范 数 


迹 与 范 数 是 域 论 和 代数 中 经 常 遇 到 的 慨 念 ， 有 许多 重要 性 质 可 以 通过 迹 与 
范 数 反 映 出 来. 
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设 K/F 为 域 下 上 任 一 有 限 扩张 ，K 可 看 作 中 上 有 限 维 线性 空间 ， 利 用 
域 的 乘法 可 以 得 到 域 天 的 一 个 矩阵 表示 . 取 定 下/F 的 一 项 ,…,un. KK 的 每 
个 元 素 a 在 KK 上 引起 一 个 线性 变换 ar :z aa DZE 百 ,or 在 基 Wum 
下 的 矩阵 记 作 4 = (aij), 则 有 


arfa tan) 一 (aul，……:atn) = (Wn) A 


用 和 表示 FF 上 的 一 个 未 定 元 ， 包 表示 nxn 的 单位 矩阵 ， 则 XE 一 4 叫做 
a( 在 基 wu; 下 ) 的 特征 逢 阵 ， 行 列 式 F(A) = |XE 一 全 叫做 a 的 特征 多 项 式 ， 
{an 十 422 十 … 十 Gnn) 和 |4| 分 别 叫 做 a 的 迹 和 范 数 . 记 成 


TE (a) = (all + Qa + + Onn) 
NF (a) =|4| 


将 F(A) 写 出 FA) = 和 2 二 QA" 十 … 十 Gn, 则 
TE (a) = {ll, NE (a) 一 (一 ”an， 


根据 线性 代数 的 知识 ，a 的 特征 多 项 式 是 不 依赖 于 基 的 选取 的 , 因而 a 的 迹 和 
范 数 也 就 不 依赖 于 基 的 选取 .而且 在 同一 基 下 若 元 素 a 和 3 (€ K) 所 对 应 的 甜 
阵 分 别 为 4 和 B, 则 aa + (ape F) 和 Qa-8 上 所 对 应 的 矩阵 分 别 为 44 + 5B 
和 4.8B. 因此 我 们 得 到 迹 和 范 数 的 基本 性 质 如 下 : 

1) TE(aa +bB) = aTE(o) + bTE(B), a,beF. 

2) NE (a8) = NE(o). NA (3); 

3) NEK(ao) = arNF (a), a€E FF. 
显然 TE(0) = 0,NE(1D)=1. 

定理 16 TK 是 KK 作为 厂 上 线性 空间 到 太 的 线性 映射 将 别 I 是 加 法 
群 K 到 加 法 群 已 的 同 态 . 它 或 者 是 一 个 满 同 态 ， 或 者 是 一 个 霍 同 态 . NE 是 
乘法 群 K* 到 来 法 群 F* 的 一 个 同 态 . 

证 明 由 性 质 1) 可 知 TE 是 一 个 线性 映射 ， 只 须 指出 , 若 TA 不 是 堆 同 态 ， 
则 它 是 满 同 态 ， 因 为 存在 一 个 ae K 使 得 TE(a) =a 关 0. 于 是 对 任意 zxEF 
有 TE{za) = xTE(a) = za.F 在 TE 下 的 象 集 为 .aa= 开 -由 2) 可 知 NE 是 
K* 到 F* 的 群 同 态 - 口 

注 决定 下 在 W& 下 的 象 是 一 个 重要 而 复杂 的 问题 ， 以 后 还 有 机 会 讨论 这 
.个 问题 . 

下 面 的 方法 告诉 我 们 , 计算 一 个 元 素 a 的 迹 与 范 数 不 必 在 天 / 严 内 去 计算 ， 
只 要 在 Fla)/F 内 计算 就 够 了 ， 利 用 迹 与 范 数 和 基 的 选取 无 关 这 一 优点 ， 我 们 
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取 定 天 对 五 (oa 的 一 基 和 ,tr 又 取 定 la) 对 证 的 一 基 WW),:…,ws. 于 是 
viw) 就 构成 天 对 五 的 一 基 . 令 


aw; = 》 arjwk, 9-= 本 (1) 
k=1 
41 = (ag;), 于 是 在 F(a)jF 的 基 wj; 下 ， a 所 对 应 的 矩阵 为 41 因而 
To=》 as，NA(al =|4ih 
i=1 
其 中 只 = F(a). 将 vi 习 (1) 式 得 
位 他 it = okjtbkei 2 二 1 一 1 ,fF. 


于 是 在 KIF 的 基 WU gd WV Wb WW Ur WU 下 位 所 对 应 


的 抢 阵 为 准 对 角形 
4 0 


由 此 得 到 下 询 公 式 
TE (0) =r -Th (0), 
NE (@) = NF (0)", 
仿古 (A) =|B, 一 4|, 其 中 Es 为 xs 单位 矩阵 ， 则 五 ( 和 A) 为 a 作为 甩 /F 的 
元 素 的 特征 多 项 式 . 而 FLA) = | 筷 4 是 a 作为 K/ 玉 的 元 素 的 特征 多 项 式 ， 
它们 的 美 系 为 


rr 二 [ 改 : 吕 .两 = 开 (oa (2) 


F(A)= FA), r=[K:F]. (3) 
根据 上 面 的 讨论 ， 在 任意 有 限 扩张 中 迹 与 范 数 的 计算 归结 为 在 单 代数 扩张 
中 本 原 元 素 的 迹 与 范 数 的 计算 . 


引 理 1 设 区 /下 是 一 个 单 代数 扩张 KK = 已 (的 ，F(z)] 为 它 的 极 小 多 项 式 ， 并 
设 在 它 的 分 末 域 轧 J 玉 内 f(z) 二 (T 一)(z 一 92)… (一 拓 ). 又 设 0; 为 到 上 
的 刀 个 下 嵌入 使 得 0,(9) = x.( 这 里 ， 著 8 为 > 重 根 ， 则 0i 重复 了 次 ， 因 此 
04,… ,On 可 能 有 相同 的 ) 于 是 


TE(o) = (0)+0(0) + +ton(0), oe (4) 
NE (a) = a (Qjo2 (0) on(Aa). | 


232 第 七 章 域 的 基本 设 念 


证 明 首先 证 明 当 = = 9 时 引 理 成 立 . 
令 f(z) = 27 二 Qi127! 十 … 二 gn. 旭 在 KK/ 玉 的 基 1,0,…,9"7-! 下 对 应 的 于 
阵 为 


0 一 Gn 
1 0 
4= i 
1 {2 
1 —8] 


由 计算 8 的 特征 多 项 式 F(A 和) = |- 4|= f= 和 4X 和 -1 十 十 an. 于 
是 得 T8 (6) = a, NK(0) = (一 1)"an 即 得 (和 . 其 次 设 ce 天 为 任意 元 素 . 今 
所 = F(a), 及 (z) 为 a 的 极 小 多 项 式 ， 并 在 内 分 解 成 有 (2) = {z 一 oa)(zx 
a2) -oojr= 了 设 直 为 互 到 EE 内 的 F- 嵌 人 使 得 7i(@) = a,. 于 是 ， 根 
据 上 面 的 讨论 有 

TH (a) = n (6) + + 7s(0), 

NF' (Qa) = Ti(a) .7s (a). 
根据 (2), 得 

Ta =r(n(a) + +70)), (8) 

NE (a) = (mifa) mla))r， 
另 一 方面 ， 每 个 oi 是 某 个 7 在 上 的 并 拓 ， 因 而 ci(a) 是 方 (z) 的 根 ， 令 
g(z) = TIez - ce) 则 glz) e Flz] 而 且 glx) 的 每 个 根 都 是 不 可 约 多 项 式 


4 一 1 
广 {7) 的 根 ，g(z) 只 能 是 有 (7) 的 一 个 方 究 ， 比 较 次 数 得 gz) = 所 (2)”. 由 此 可 


知 n 5 
Di(o) = 了 》 mta)， 
3 二 上 


全 1 
[oi(® = [ro 
#1 4 


与 (5) 联系 起 来 即 得 (4), 于 是 引 理 一 般 成 立 ， 口 
引 理 2 设 天 /下 为 划 代 数 扩 张 ， 日 为 任 一 本 原 元 素 ， 关 = 天 (全 . 则 
1) 着 KIF 不 可 分 ， 则 TEI9)=0. 
2) 若 KI/ 玉 可 分 ， 则 TE(9), i 二 0,1,2,… 不 全 为 0. 
证 明 设 f(x) 为 6 的 极 小 多 项 式 , 在 分 殊 域 巨 中 f(z) = (zx 一人)…(2 一 8n). 
中 为 天 到 五 中 的 严 嵌入 使 得 0;(6) = 如. 
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1) 设 K/F 不 可 分 ， 则 下 的 特征 为 一 素数 p, 而 且 9 在 尺 上 不 可 分 . 于 是 
f(z) 可 写成 f(z) = g(z? ) 其 中 g(x) € F[z] 为 一 7 次 不 可 约 多 项 式 . 因此 f(z) 
只 有 7 个 不 同 的 根 ， 记 为 外,….9, 每 个 如是 一 个 pr 重 根 . 根据 引 理 1, 有 


TE(G)=01(0) + :+on(D = 们 十 妨 十 十 的 
=p*( 人 二 +:…+ 舍 ) = 


2) 设 Kf/F 可 分 ， 则 f(z) 可 分 ， 它 的 根 0 ,……9 两 两 不 同 、 此 时 


TE (OY)=a1 (0) + -+ on(0") 
=01 (0): + + on(0)’ 
= 全 十 -… 十 于 i 二 0,1,2,.……: 


及 证 法 . 假如 TE (0),i = 0,1,2,..: 全 为 0, 于 是 将 有 
内 十 纺 十 十 仿 二 0,， =01 ,nn 一 1. 


从 而 推出 范 德 蒙 行 放 式 | 久 | = 0. 但 是 名,…… ,6n 两 两 不 等 ， 这 是 一 个 矛盾 .所 
以 TE(91). i =0,1,…,n 一 1 不 能 全 为 0. 口 

定理 17 设 K/F 为 一 个 有 限 扩 张 ， 迹 映射 TE :下 一 已 是 一 个 满 同 态 当 
而 且 仅 当 KK/ 玉 是 可 分 扩张 . 

证 明 设 K/F 可 分 , 则 根据 定理 15 的 推论 ，KE/F 是 一 个 单 扩张 . K = F(). 
根据 引 理 2, TE (91), i = 0,1,2,… 不 全 为 0. 因而 TR 不 是 字 同 态 ， 再 根据 定理 
16, TE 是 一 个 满 同 态 . 反之 , 设 K/F 为 一 个 不 可 分 扩张 . 求证 TE 是 一 个 零 同 
态 . 设 [KK: 丁 =n, 由 于 /FF 不 可 分 ，x(F) 为 一 素数 p 而 且 显 然 pK : 本 . 因 
而 对 于 五 的 每 个 元 素 4, 有 TE (a) =n.a=0, 设 a 为 的 任 一 元 素 但 a 下、 
令 而 =Fo). 则 [ 玉 : 列 >1 [长 :而 ]<m 此 时 可 应 用 公式 (2)， 


TEa)}=r-.Th (a), r= [K :Rn). 


由 于 K/F 不 可 分 ， 根据 定理 10, i/F 和 KK/ 到 两 者 中 必 有 一 个 是 不 可 分 扩 
张 . 车 五/F 不 可 分 ， 则 根据 引 理 2. TA 站 (a) = 0, 因而 了 (oa) =0, 若 Kf 不 
可 分 ， 则 plr， 因而 也 有 TE(a) = 人 总 之 TE(a) = 0. + 是 对 到 UR 
ata) = 0. 所 以 TE 是 一 个 零 同 态 . 


习 题 


1. 设 K/F 为 一 个 有 限 域 扩张 ， 且 [K : FF] = 为 一 素数 .证 明 : 任 一 元 农 amE KK \F 
在 下 上 生成 K, 即 五 = f(a). 
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2. 设 兵 / 忆 为 -有 限 扩张 ，ae 瑟 是 已 上 一 个 次 元 素 ， 则 台 天 :本 

3， 设 5,M 为 域 KK 的 两 个 子 域 。 KK 中 包含 工 和 对 的 - 切 子 域 的 交 叫 做 子 域 荆 和 
好 在 五 中 的 复合 域 ， 记 作 了 M， 证 明 ， 

人 ) 设 ZnM = 已 若 三 和 对 分 别 由 子 集 $ 和 了 在 刁 上 生成 , 即 到 = (9), RM = F(T), 
由 了 工 .AMf = F(SUT). 

(ii) 若 工 由 子 集 S 在 天 上 牛 成 则 工 . M = M(5). 

(ii 工 . M 必 工 U M, 在 什么 条 件 下 等 号 成 立 ? 

4. 设 KK 为 上 域 扩 张 . 证 骨 ; 如 果 4 EK 是 下 上 代数 元 而 且 次 数 为 奇数 ， 则 世 也 
是 玉 上 奇 次 代数 元 而 县 F(4) = F(w?). 

5. 证 明 : 车 xz” 一 & € Fx] 不 可 约 , 则 对 于 任 一 正 整数 min,z” 一 & 在 下 上 也 不 可 约 . 

6， 求 下 列 扩 域 的 一 基 ， 

() K = Q(V2, v3); 

的 天 = Q(VS VCTo) 其 中 =3(-1+ VV 加 

7. 在 Q(v-T 和 @Q(V3) 之 间 不 存在 Q- 同 构 . 

8. 设 工 和 MM 为 域 扩张 KK/F 的 中 间 域 ， 证 明 ; 

f [LM : F] 有 限 当 而 且 仅 当 [ 工 : F] 利 [对 :下 都 有 限 ; 

Gi) [LM :FI<[L:F]:[M: HF); 

(六) 著 蕊 : 梧 与 [对 :可 互 素 则 (i) 中 等 式 成 立 

(iv} 善 五 / 杞 和 M/F 痢 是 代数 的 ， 则 工 : M/F 也 是 代数 的 . 

9. 证 明 ， 若 KK/F 是 一 个 代数 扩张 ， 则 天 的 任 -个 F- 自 同 态 a 是 一 个 F- 自 同 构 . 

10， 决定 下 列 多 项 式 在 有 理 歼 域 上 的 分 裂 域 : 

0) f(z) =7" 一 2 

(i) f(z)= 7x — 27—2; 

(二 f(r)}=27*—3r—1. 

11. 决定 sz?” 一 1. e > 1, 在 特征 p 的 家 域 记 sp = Z/(p) 上 的 分 裂 域 . 

12， 决定 z6 + 2z3 十 2 在 Fs = ZZ/(3) 上 的 分 裂 域 . 

13. 设 巨 是 多 项 式 f(r) E Flz] 在 下 上 的 分 裂 城 ，K 为 EfF 的 一 个 中 间 域 ,证 明 巨 
也 是 f(z) 在 天 上 的 分 裂 域 . 

14. 设 五 CK CE 是 代数 扩张 链 - 如 果 L/K 和 五 /不 都 是 正规 的 ， 问 Lf/F 是 否 是 正 
规 的 ? 

15. 证明; 若 域 扩张 BP/F 的 中 间 域 在 下 上 正规 ， 则 KK 关于 Ej/F 是 稳定 的 ， 即 对 
于 互 的 任 -个 下- 自 同 构 z 恒 有 (天 ) = 站. 

16. 设 E/F 为 有 限 正规 ， KK 为 它 的 中 间 域 . 证 明 : 天 在 所 上 正规 的 充 要 条 件 是 天 
关于 EE/F 是 稳定 的 . 

17， 设 下, 工 是 域 扩张 B/F 的 两 个 中 间 域 . 证明: 如果 K/F 和 上/F 都 正规 ， 则 复合 
域 扩 . 工 和 下 ML 在 下 上 都 正规 . 

18， 设 玫 工 是 域 扩张 B/F 的 两 个 中 间 域 . 证 明 ， 如果 K/ 下 正规, 则 玉 - 上 在 上 
也 正规 . 
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19. 设 EJF 为 有 限 正规 扩张 ，f(x) E F[z] 在 下 上 不 可 约 . 证 明 : 

人) f(x) 在 瑟 上 分 解 成 次 数 相等 的 不 可 约 多 项 式 所 {5), 训 (f),… ,fr(x) 的 间 方 振 的 乘 
积 ， 即 

fr) = f(r) fz) fr (a), e>0, 

其 中 f(x) 为 不 相伴 的 不 可 约 多 项 式 ， 而 且 当 下 的 特征 为 0 时 ，e = 0, 当下 的 特征 为 素 
数 p 时 ，e > 0.( 设 f(z) 的 首 项 系数 为 1.) 

(ii) 设 马 的 金 部 FF- 自 同 构 组 成 的 群 记 作 G. 今 及 = fr EG| 邮 (rz) = 有 (xz)}( 当 然 玫 
访 {z) 的 首 项 系数 为 1). 于 是 , 令 G=o0HUoaHU.…UowH,om 二 1, 则 有 


f(x) = re . 


从 而 ” = r. 

20. 设 百 / 只 为 -个 有 限 正规 扩张 ， G 表示 互 的 全 部 FF- 自 导 构 给 成 的 群 ， 证 明 ; 

们 邻 了 = {a€E Elo(a) = Qa 对 所 有 co E G), 则 工 是 五 的 子 域 包含 下 而 且 工 是 F 
上 的 纯 不 可 分 扩张 . 工 叫 向 G 的 不 动 域 . 

但 ) 用 开 表示 下 在 瑟 内 的 可 分 闭 包 则 大 在 下 上 正规 . 

(i) E=L.K,LNK=F. 

fir) 用 G 表示 K 的 全 部 已 自 同 构 组 成 的 群 ， 则 


CG. 


对 每 个 re Gr 在 天 上 诱导 出 天 的 -个 F- 自 同 构 o'. 于 是 映射 0 咏 o 给 出 GG 到 个 
的 个 同 构 . 

21，(i) 构造 -- 个 9 个 元 素 的 域 并 给 出 加 法 利 乘法 表 . 

(让 构造 一 个 8 个 元 素 的 城 并 给 出 加 法 和 乘法 到 . 

22， 设 Fs = Z/(p), pp 为 素数 ， f(r) € Fs[z] 为 - -个 n(n > 1) 次 不 可 约 多 项 式 ， 
P(x) 表示 Fp[x] 中 首 硕 系数 为 1 的 ”次 不 可 约 多 项 式 全 体 的 乘积 证明， 

(Flzjlzz” 一 2 当 而 且 公 尖 Ps; 

fii) zz 一 xz?” 一 zz 当 而 且 仪 当 nn; 

G8) 2” -z= [LP 

dln 
(iv) Pr) a [le” ae 2) 
dln 

其 中 p(n) 为 默 比 乌 斯 函数 ; 

{r) 下 上 mn 次 不 可 约 多 项 式 ( 互 个 相伴 ) 的 个 数 等 于 


Nn" = la) pr 


*23， 证 明 z2 ”十 + 十 1 在 Rs 上 不 可 约 . 
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24. 证 明 有 限 域 的 每 个 元 素 可 表 成 两 元 素 的 平方 和 . 

25， 证 明 ， 若 L/K 是 纯 不 可 分 扩张 而 且 Kj/F 是 纯 不 可 分 扩张 ， 则 LjF 也 是 纯 不 可 
分 扩张 . 

26、 设 在 一 域 扩张 KjF 中 元 素 a 和 8 分 别 是 上 可 分 元 窒 和 纯 不 可 分 元 素 ， 证明: 

(i) Fla,f) = F(at+D); 

(ii) aA08#0,F(0,8) = Fa9). 

27. 设 域 严 的 特征 为 素数 p, 证 明 : 若 aE 已 但 ag FEP, 则 zr 一 afe>1) 在 严 上 不 
可 约 . 

28. 设 域 下 的 特征 为 素数 p, 证 明 ; 

人 若 多 项 式 f(z) E F[z] 不 可 约 而 且 f(z) 的 次 数 与 互 素 ， 则 f(x} 在 刁 上 可 分 . 

人 i) 若 有 限 扩张 K/F 的 次 数 [KK : 百 ] 与 卫 互 素 ， 则 K/F 是 可 分 扩张 . 

29. 设 域 的 特征 为 素数 p, KK 为 下 上 扩 域 . 证 明 KK 的 元 素 a 在 环 上 是 代数 的 而 
且 可 分 的 驳 要 条 件 是 F(a) = 严 (oa7 ) 对 所 有 n > 1 者 成立 . 

30， 证 明 : ~ 个 有 限 扩张 /FF 是 纯 不 可 分 的 驳 要 条 件 是 KjF 到 KK 的 正规 闭 包 Ef/ 
的 F- 嵌入 只 能 是 恒 等 嵌 入 ， 

31. 设 Fu[z, 引 是 了 上 二 元 多 项 式 环 KK = Fa(z,) 表示 了 pfz, 避 的 商 域 . 令 关 2 一天. 
证 明 : 

(0) F = Fo(7?,y); 

(ii) KK 不 是 下 上 的 单 扩张 

(iii) 在 下 与 五 之 间 存 在 无 穷 多 个 中 间 域 . 

32. 利用 中 的 公式 ， 证 明 分 圆 多 项 式 ,有 性 质 : 

人 设 m = 站 到 为 不 同 素数 ， ri > 1, 则 


$7) = 本 PE 


{全 ) 设 n 为 奇数 ， 则 
Gan (1) = Bl(—2). 


(区 设 p 为 素数 刀 ptn, 则 
Epn (2) = Bn (TP)/ Bn (7). 


33， 设 5 为 复数 城中 -个 本 原 nn 次 单位 根 .证 明 [QC + 《7!) : Q] = y(n) (假定 
n > 2). 因而 Q(C + 1) 是 Q(O) 的 最 大 实 子 域 

34， 设 域 F 的 特征 为 素数 p, K/F 为 -代数 扩张 . 证 明 : 对 于 每 个 元 素 a E 天 ,存在 一 
个 适当 的 方 重 ap" 使 得 aP” 在 下 上 可 分 . 当 [ 改 :可 =m<oo 时 有 7r< Ty 

35， 设 域 的 特征 为 素数 p, 天 /下 为 一 个 代数 扩张 。 KK?” 表 示 集 合 {a” |a € K}- 
证 明 ， 车 [KK : 下 < oo, 则 存在 一 个 适当 正 整数 > 使 得 F(K ) 在 天 上 可 分 而 且 是 玉 企 开 


中 的 可 分 闭 包 . 
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36. 设 KjF 为 有 限 扩张 . 证 明 : 若 K/F 为 单 扩张 ， 则 域 特征 X(F) = 0 或 者 x{F) = 
p>0 而 且 [K: F(K?)] < yp. 

37， 设 K/F 为 有 限 扩张 .证 明 : 若 域 特征 X(F) = 0 或 者 X( =p > 0 而 且 [K: 
F(K?)] < p, 则 玉 /FF 是 单 扩张 . 

38， 设 Kj 为 一 个 代数 单 扩张 ， 今 多 = (四 ). 又 设 上 为 KK/F 的 任 一 个 中 间 域 . 证 
明 : 6 在 上 上 的 极 小 多 项 式 g(z) 二 zx" 十 Qiz"! 十 … 十 Qr 的 系数 al,…,Qr 在 五 上 生 
成 的 子 域 (Qa1,…,ar) 就 是 工 . 并 由 此 进一步 证 明 ， 代 数 单 扩张 Kj 下 只 有 有 限 多 个 中 间 
域 . 

39， 设 下 为 一 个 无 限 域 ， K/ 玉 为 一 个 代数 扩张 . 证 明 : 车 KjF 只 有 有 限 多 个 中 间 
域 , 则 对 于 任意 元 素 mw 有 BE K, F(a) 和 F(8) 在 KK 内 的 复合 域 仍然 是 忆 上 的 -个 单 扩张 . 
由 此 进 - 步 证 明 ， 若 代数 扩张 正 / 严 只 有 有 限 多 个 中 间 域 ， 则 K/F 是 -个 单 扩张 

40. 证 明 单 代数 扩张 K/F 的 中 间 域 L/F 仍 是 -个 单 扩张 . 

41. 设 玉 = Q(V- 了 DD). 试 决定 下 到 人 Q 的 范 数 群 NE(F") = {N&(a)|a Ee Fr}.( 参 看 
第 四 章 习 题 18.) 

42. 设 及 = GFP(p"). 直接 证 明 乒 到 子 域 Fy 的 范 数 群 NP, (K*) 二 FF;. 

43. 证 明 复数 域 C 到 实数 域 及 的 范 数 群 NE(C”)= R+ = {a € Rla >0}. 
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引言 一 个 多 项 式 的 根 如 何 用 它 的 系数 经 过 四 则 运算 和 并 方 表示 出 来 即 所 
谓 用 根 式 解 方程 的 问题 ， 是 19 世纪 以 前 代数 的 一 个 主要 问题 . 大 约 在 公元 前 
1700 年 人 们 就 已 经 知道 一 元 二 次 方程 的 解法 . 但 是 三 、 四 次 方程 直到 公元 1500 
年 左右 才 由 费 罗 (Férro} 、 塔 塔 格 利 亚 (Tartaglia) 、 上 证 尔 塔 诺 ( Cardano) 和 费 拉 
利 (Ferrari) 等 人 先后 给 出 解 的 公式 ， 从 此 以 后 ， 人 们 致力 于 五 次 以 上 方程 的 代 
数 解法 ， 但 经 过 近 三 百年 的 努力 一 直 未 能 成 功 ， 其 间 值 得 提出 的 有 拉 格 朗 日 、 
鲁 菲 尼 (Ruffini) 和 阿 贝 尔 ， 拉 咎 雇 日 在 他 1772 年 发 表 的 著作 中 ， 对 二 、 三 、 
站 次 一 般 方 程 的 可 解 性 作 了 透彻 的 分 析 ， 提 出 了 n 次 一 艇 方程 f(z) 的 预 解 式 
的 概念 ， 即 其 上 = Ti + za 十 十 17n 其 中 zi 为 f(z) 的 根 6 为 任 一 n 
次 单位 根 ， 如 果 能 先 解 出 t, 然后 就 能 解 出 x;. 这 对 一 、 三 、 四 次 一 般 方程 是 一 
个 统一 有 效 的 方法 ， 但 是 对 五 次 一 般 方程 则 过 到 了 不 可 克服 的 困难 . 拉 格 朗 日 
还 证 明 两 个 关键 性 的 定理 . 一 个 根 的 置换 7 在 根 的 有 理 函 数 p(x1,… ,zn) 上 的 
作用 规定 为 7(z1,… ;zn) = $(7(21),… ,T(zn)). 定理 工 是 说 : 如 果 凡 是 保持 
根 的 有 理 函 数 5 不 变 的 根 的 置换 也 保持 根 的 有 理 函 数 名 不 变 ， 则 也 可 以 表 成 
名 和 Fiz) 的 系数 的 有 理 孙 数 . 定理 开 是 说 : 如 杂 凡 是 保持 % 不 变 的 根 的 置换 
都 保持 党 不 变 ， 而 县 保持 ， 不 变 的 根 竖 换 爹 体 作用 在 & 上 产生 ” 个 不 同 的 值 
各 时 一 个 7 次 多 项 式 的 根 ， 其 系数 是 泌 和 f(x) 的 系数 
的 有 理 函 数 . 后 来 ， 鲁 菲 尼 利 阿 见 尔 先后 独立 地 证 明了 五 次 以 上 一 般 方程 的 根 
是 不 能 用 根 式 解 的 ， 另 一 方面 ， 高 斯 在 他 1801 年 发 表 的 经 典 著作 中 证 明了 ， 一 
个 素数 p 次 单位 根 < 可 用 g(r) = x? 十 Xx?7! 二 十 1 的 预 解 式 


h=C+00 + EN 二 十 EM i=1,2,.,p—1 


表示 出 来 
4 三 Pr 十 起 十 .十 加 -1)， 

其 中 为 -- 个 本 原 p 一 1 次 单位 根 ，9 为 modp 的 一 个 原 根 . 而 旦 如 = ai 是 
E 的 有 理 函 数 ， 由 此 可 知 ， 本 原 p 次 单位 根 可 以 用 根 式 表示 出 来 ， 其 中 出 现 的 
根 指数 都 低 于 p. 从 而 将 的 根 趟 解 化 为 求解 一 串 素数 次 的 一 项 方程. 

天 才 的 徊 罗 瓦 (1811-1832) 悉心 研究 了 拉客 朗 日 、 阿 贝尔 和 高 斯 的 著作 之 
后 , 对 任 一 个 祁 次 方程 f(z) (无 重 根 ， 系 数 1.… ,an 是 数值 的 或 是 未 定 元 部 可 
以 ) 给 出 了 新 的 预 解 式 概念 ， 它 是 根 的 线性 函数 上 = biz1 +… 十 如 Zn, 在 根 的 置 
换 下 产生 nt 个 不 同 的 值 ， 其 中 是 加 € 下 = Qte :an). 设 g(x) € Fz 
为 + 所 适合 的 不 可 约 多 项 式 ， 仙 罗 玩 定 义 方程 f(x) 的 群 Gj 为 使 9(t”) = 0 的 
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全 部 根 的 置换 x 所 组 成 的 集合 。 由 此 徊 罗 瓦 才 有 可 能 将 f(z) 的 根 可 用 根 式 解 
的 条 件 转 化 成 它 的 群 Gy 所 应 具备 的 条 件 ， 那 就 是 Gy 应 是 可 解 的 , 这 是 徊 罗 丽 
所 取得 的 突出 的 成 就 .在 提出 了 方程 的 群 之 后 ， 催 罗 所 接着 就 证 明了 它 的 一 条 
基本 性 质 : 

根 的 有 理 函 数 (zx1,.… ,zn) 属于 基 域 瑟 当 而 且 仅 当 在 Gy 的 所 有 置换 作用 
下 (zx1,… ,zn) 的 值 保持 不 变 . 

这 条 性 质 表 明 ， 根 之 间 在 五 上 的 代数 关系 完全 可 以 由 方程 的 群 所 刻画 . 

我 们 将 以 此 为 出 发 点 来 建立 仰 罗 瓦 理论 . 
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定义 1 设 K/F 为 任 一 域 扩张 . 天 的 全 部 FF- 自 同 构成 一 群 ， 叫 做 KK/ 玉 
的 合 罗 瓦 群 , 记 成 Gal(K/ 下 ). 

说 明 在 定义 1 中 的 基 域 可 以 是 特征 0 的 域 也 可 以 是 特征 p > 0 的 域 . 

定义 2 设 G 为 域 才 的 任 一 个 白 同 构 群 . 若 五 的 元 素 a 满足 cla) = 
对 所 有 re G, 则 a 叫做 G 的 一 个 不 动 元 . K 中 G 的 不 动 元 全 体 记 成 Inv(G). 
InvfG) 形成 KK 的 一 个 子 域 ， 叫 做 G 的 不 动 域 . 

下 面 我 们 来 证 明 Inv(G) 确实 为 一 子 域 . 

对 于 任意 元 @, 3 € Inv(G), 有 


ola— 8)=o0(8) -ol8)=a—8, 
a(laf8) = ao(a)fo(3) = af8, 8 #0. 


对 所 有 oa EG 都 成 立 , 因而 Qa-8,a/83 (8 夭 0) 部 属于 Inv(G), 特别 0,1 € Inv(@)}. 
所 以 Invy(G) 是 的 一 个 子 域 . 

任意 域 扩张 K/F 的 若 罗 瓦 群 Gal(K/F) = G 的 不 动 域 Inv(G) 包含 下 
但 可 以 大 于 F， 设 G1,Gs 为 域 K 的 两 个 自 同 构 群 . 若 G1 C G2， 则 显然 有 
InvfG1i) D Inv(G2). 

例 1 设 严 =Q 有 理 数 域 ，K = Q(32). 刘表 示 如 一 2 的 一 个 实 根 ， 显 
然 GaliK/jQ) = 了 单位 元 群 ， 此 时 Inv( 了 7) = &. 

例 2 设 下 = Fp(t) 为 特征 p 的 素 域 Fs 上 有 理 分 式 域 . 令 gtz) = x 十 
tr+t f(r) = g(x"). 设 E/F 为 f(x) 的 分 裂 域 ， f(z) 只 有 两 个 不 同 的 根 ， 
记 为 a,8. 由 于 g(x) 在 下 上 不 可 约 ， f(x) 在 F 上 也 不 可 约 ， EB 只 有 一 个 
非 平 凡 F- 自 同 构 o 将 a 变 成 8， 因 而 Gal(E/F) = (0 是 一 个 二 阶 群 . 令 
a+B=00:8=b 二 F(a,b). 易 见 of = -t=t 由 此 可 知 Gal(B/) 的 
不 动 域 包含 五, 读者 不 难 证 明 ， 五 就 是 Gall 五 / 天) 的 不 动 域 . 
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从 例 1 和 例 2 看 出 ， 当 域 扩 张 KfF 不 正规 或 不 可 分 时 ， Gal(EE/FF) 的 不 
动 域 可 以 大 于 F. 下 面 将 会 看 到 .在 这 些 情况 ， Gal(E/F) 的 不 动 域 一 定 比 下 
大 . 

定义 3 若 域 扩张 BJF 的 Gal(B/) 的 不 动 域 等 于 FF, 则 EJF 叫 微 一 个 伯 
罗 瓦 扩张 , 或 说 吾 在 玉 上 是 个 罗 瓦 的 . 

一 般 说 来 ， 设 五 为 域 扩张 EI/F 的 Gal( 瑟 / 的 不 动 域 ， 则 吾 是 而 上 的 
其 罗 瓦 扩张 . 

这 是 现在 流行 的 伽 罗 于 扩张 的 定义 ， 原 来 意义 的 伽 罗 瓦 扩张 是 指 以 有 理 数 
域 的 一 个 扩 域 下 为 基 域 ， 玉 上 一 个 无 重 根 的 多 项 式 flx) 的 分 裂 域 ， 下 面 首要 
的 任务 是 建立 匣 罗 瓦 理论 的 基本 定理 ， 然 后 证 明 这 丙种 定义 是 等 价 的 . 

现在 的 定义 是 突出 了 伽 罗 瓦 群 的 地 位 和 作用 ， 强 调 了 它 和 基 域 的 关系 ， 但 
是 从 定义 一 点 也 看 不 出 巨 对 玉 的 次 数 和 爷 罗 瓦 群 Gal(E/F) 的 阶 有 什么 关系 . 
下 面 两 个 引 理 完全 确定 了 这 两 者 的 关系 . 

引 理 1 ( 阿 廷 (Artin)) 设 GG 为 域 及 的 一 个 有 限 自 同 构 群 ， 互 为 它 的 不 动 
域 , 则 [K :<IGl. 

证 明 设 IG|=n,G = fo = 4020 yn} 设 ty,tWa…' ,untl 为 的 任 
意 n+1 个 元 素 ， 全 不 为 0. 用 o; 作用 于 wj 得 到 一 个 nx (2+D 和 窍 阵 


ol) (ya) … (un+t1) 
az 人 fa oa 人 ft) …， oo (lintl) 
On(u1) on (U2) A Onltnt+1) 


别 向 基 v1,v2,… ,Vn+t1 显然 在 天 上 线性 相关 ， 于 是 存在 一 个 整数 r, 1 < 7 < 
n 十 1, 使 得 91,… ,vr 线性 无 关 而 1、…… ,tr+l 则 线性 相关 ， 从 而 Yr+l 可 以 叭 
一 地 表 成 


Vril = QV + 十 Qryr，an EK. 全 

用 分 基 的 形式 写 出 就 是 
il) = aroi(u) + e+ aroi(ur), 1= 1 nh. (2) 

用 ceG 作用 于 (2) 得 
orilur+) = ou)oo(w) + ee + o(ar)ooadtr), E> 1, sn 网 


由 于 G 是 一 群 ， IO01， 500n 不 过 是 cl，… ,on 的 一 个 排列 ， 所 以 ， 将 (3) 中 
等 式 的 次 序 作 适当 调换 ， 再 恢复 列 向 基 的 写法 得 
2 一 fal)ol + + OQ ) Vr 对 所 有 co EG. (4) 
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与 (1) 比较 ， 由 表 法 的 唯一 性 得 (oj) = af 对 所 有 oeEG 和 j=1,… ,7, 从 而 
oj E Inv(@). 但 Inv(G) = 也 ,所 以 a € 所 了 = 1,…,r. 出 (2) 的 第 一 个 等 式 
2rHi 二 alt 十 十 artr 可 知 1,… ,Urtl 在 下 上 线性 相关 ， 当然 下 ，…… ,ntl 
在 下 上 也 线性 相关 .所 以 [KE :下 < |G| 口 

引 理 2 设 oi……,or 是 域 下 到 域 马 的 7 个 不 同 的 单一 同 态 ， 则 al，… ,Or 
在 百 上 线性 无 关 . 就 是 说 , 若 痛 在 一 个 线性 组 合 Flz) 二 Q101(T) 一 … 十 aror(7)， 
al ,ar GE 五 ,使 得 f(x) 二 0 对 所 有 TEK, 则 Ql =… 二 Qa 二 0. 

证 明 将 o1(z),… ,or(z) 看 作 定义 在 天 上 的 函数 , 取 值 在 中 ， 反 证 法 ， 
假若 a1(x),… ,artz) 在 E | 线性 相关 ， 则 存在 一 个 整数 s, 1 < s < ” 使 得 
g1(z),…… ,0s(z) 在 电线 性 无 关 而 o1(T),… ,0s+1(7) 线性 相关 . 于 是 cs+l(z) 
可 以 唯一 地 表 成 


oil(z) 一 alot(z) 士 .…+Qeas(T)，ai EE. (5) 


al，…，or 至 少 有 一 个 不 为 0 不 妨 设 al 关 0. 由 于 cs+ 关上 ,存在 一 个 元 素 
a EK 使 得 goxi(a) 闫 oi(a). (5) 中 用 az 替换 x 得 


aeHi(ajcsri(z) = alol(ajoa(z) 十 … + G0s (0)os (2), 


Ost1(t) = 人 (2z) 十 … 十 2 oo), 


与 (5) 比较 ，ci{z) 的 系数 不 相等 , 这 与 表 法 的 唯一 性 矛盾 . 所 以 o1 (7),…. ,ortz) 
在 上 线性 无 关 . | 口 
推论 设 01,… ,or 是 域 百 的 7 个 不 同 的 自 同 构 , 已 为 集合 S= {cl…cr} 
的 不 动 域 ， 则 |8| < [已 : 下，( 其 中 8 的 不 动 域 理解 为 由 9 生成 的 群 的 不 动 域 . ) 
证 明 不 失 一 般 性 ， 假 设 次 数 [E : Fi = nn 有限， 由 于 每 个 o。€ 5 保持 所 的 
元 素 不 动 ， 则 o 是 线性 空间 E/F 的 一 个 线性 变换 : 对 a,83 € 五 ,ae 五， 


ola +8) =o(a) +0(8), olaa) = g(a)o (a) = ao(o). 
于 是 好 1 Cr 在 E 上 的 任 一 个 线性 组 合 
Qi 十 aa02 + Orr, QO; EE (6) 


仍 为 E/F 的 一 个 线性 变换 .根据 引 理 2 可 知 ， (6) 为 零 变换 的 充 要 条 件 是 Qi 
全 为 赫 ， 另 一 方面 ， 我 们 知道 ， BIF 的 一 个 线性 变换 为 零 的 充 要 条 件 是 它 把 
E/F 的 一 基 ui,… ,un 的 每 个 4 变 成 零 ， 联 结 这 两 者 得 (6) 式 中 ai 全 为 零 的 
充 要 条 件 是 


{alcl se + Oror) (uj) 一 0, 2 一 1,'，， nn, 
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即 aict(o) 十 Q202(4) 十 -… 十 Qror(wj) = 0,j 二 1-… ,n. 这 家 明 下 列 r 个 向 量 
(Gilu), ai 7 ,Gi(un)), i= 1 ,Pr 


在 上 线性 无 关 ， 所 以 + < 口 

这 个 推论 本 来 已 包含 在 第 七 章 定理 9 中 .但 是 这 里 是 从 一 个 完全 不 同 的 角 
度 ( 引 理 2) 得 到 的 . 

定理 1 1) 著 K/ 玉 为 有 限 伯 罗 玉 扩张, 则 Gal(K/F) 的 阶 等 于 次 数 [K : 本]. 

2) 闭 域 KK 有 一 个 有 限 自 同 构 群 G 以 下 为 不 动 域 ， 则 KI1F 为 有 限 伯 罗 所 
扩张 而 且 G = Gal(K/F). 

3) 若 有 限 扩 张 KJ 有 一 个 下 自 同 构 群 G, 使 得 |G| = [ 玉 : 扑 , 则 Kf/F 为 
加 罗 瓦 扩张 而 且 G = Gal(K/F). 

证 明 

1) 由 于 Inv(Gal(K/F)) = F, 根据 引 理 2 的 推论 fGal( 天 7/ 丽 | 生 医 : 列 ,又 
根据 引 理 1, 有 [K : F] < |Gal(KYP). 所 BL |Gal(K/F)| = [K :FI]. 

2) 一 方面 由 定义 有 玉 C Inv(Gal(K/ 卫 )). 男 一 方面 由 GC Gal(K/F) 有 
Inv(Gal(Kf 丰 ) C Iny(G) = 下 . 因而 Inv(Gal(KfF)) = FF 从 而 Kf/F 是 一 个 区 
罗 瓦 扩张 .其 次 将 引 理 1 和 引 理 2 的 推论 用 于 群 G, 得 |G| = [下 : 且 . 根据 1), 
IG| = |GallK/)|. 由 GC Gal(K/F) 即 得 G = Gal(K/F). 

3) 设 Inr(G) = 也 .求证 本 = 不. 根据 2) 可 知 K 是 五 上 傣 罗 瓦 扩张 而 且 
G = GallK/F). 再 由 了 得 IC = 攻 :而 ], 根据 假设 得 [K :五 ] = [K :了 .注意 
玉 C Ah, 从 而 得 [ 互 : 贱 = IK: 了 /IK :所 ]=1. 所 以 三 = 下 .因而 KK 是 FF 上 
仙 罗 瓦 扩张 而 且 G = Gal(K/). 口 

引 理 3 设 B/ 下 为 一 个 有 限 铝 罗 瓦 扩张 ， G = Gal(E/ 下)， 又 设 工 为 任 一 
中 间 域 ， 则 巨 是 工 上 的 你 罗 所 扩张 而 且 EfL 的 徊 罗 瓦 群 等 于 G 中 保持 工 的 
元 素 不 动 的 那些 自 同 构 组 成 鸭子 群 ， 即 Gal( 瑟 /了 ) 全 于 HH= {oo € Gl|ola) = 
G， 对 所 有 a E 工 上 

证 明 设 工 为 五 的 不 动 域 , 则 工 C 五 .求证 Et = 工 ， 根 据 定 理 1， 
区: 荆 ] = | 因而 [51 : Fl = [G :到 如 果 我 们 能 够 证 明 [L : F] > [G : 本 
由 红 : < [Zi : 了 则 能 推出 [LL: 了 =[G:H= [1:A. 从而 ZL =L. 
根据 定理 1 即 知 BE/L 是 伽 罗 瓦 扩张 ， 而 且 豆 是 它 的 佑 罗 巨 群 。 下面 努 力 证 明 
区 :了 > [G :有 .将 G 按理 分 解 成 陪 集 G=oHU…UorH,o1=1 理 的 
元 素 + 在 工 上 诱导 出 重 等 喘 射 ， 因 而 扁 于 同一 个 陪 集 0;H 的 元 素 cr 诱导 出 
同一 个 工 到 吾 内 的 已 嵌入 amcifal,ae 工 证 明 这 ? 个 嵌入 两 两 不 同 . 
假若 cita) = cila] 对 所 有 a € L, 那么 ogy oi(Q) = a 对 所 有 的 a € 元 于 是 
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oj oi € HH, oi 与 0; 将 属于 同一 个 陪 集 ， 这 只 有 在 i =j 才 行 . 所 以 G 诱导 出 
r 个 不 同 的 天 嵌入 :工人 一 歼 . 根据 引 理 2 推论 ，r < [: 古 , 即 


IG:H]<[IL:H. 0 


例 罗 瓦 基本 定理 设 BE/ 下 为 一 个 有 限 人 稳 罗 所 扩张 ，G = Gal(E/FF). 于 是 
1) 在 G 的 子 群 集 { 旦 } 入/F 的 中 间 域 集 {KK} 之 闻 存 在 一 个 一 一 对 应 . 
让 每 个 子 群 万 对 应 于 它 的 不 动 域 : 
Ho Invl 五 )， 
让 每 个 中 间 域 下 对 应 于 轧 对 五 的 徊 罗 瓦 群 : 
下 Gal(E/K). 


于 是 它们 互 为 迹 映 射 ， 即 


Gal(E/lny(H)) = H, 
Inv(Gal(lE/K) = 五. 
2) 上 述 一 一 对 应 是 乓 包含 鸭 ， 即 
HicHh = Inv(Hi)D Inv(H;). 
3】 有 数量 关系 
[BE :Iny(H) = IH|, 
[Env( 互 ) : = [6G : HI 
4) 落 子 群 再 对 应 于 中 间 域 下. 则 吾 的 共 轰 子 群 rcHo 对 应 于 政 的 共生 
子 域 rc( 开 DEC 
5) 设 子 群 吾 对 应 于 中 间 域 下 , 则 旦 在 加 内 正规 当 而 且 仅 当 下 在 下 上 是 姻 
罗 瓦 的 ， 此 时 将 G 限制 到 政 上 就 得 到 政 / 正 的 娩 罗 瓦 群 , 即 Gal{K/F) 衬 G/H 
1) 中 的 一 一 对 应 称 为 侈 罗 瓦 对 应 . 
证 明 
1) Inv(H) 简 记 作 天. 由 于 五 是 的 有 限 自 同 构 群 而 且 天 是 五 的 不 
动 域 ， 根 据 定理 1,8 是 玉 上 的 伽 罗 瓦 扩张 ， 而 且 互 是 E/K 的 傣 罗 玩 群 ， 
即 玉 二 Gal(B/Invy(H))， 其 次 ， 从 中 间 域 出 发 ， Gal(B/K) 简 记 作 五 ,显然 
百 C G, 而 及 HH 是 由 G 中 所 有 保持 KK 的 元 素 不 动 的 自 同 构 所 组 成 . 根据 引 
理 3, 则 忆 是 玉 上 的 徊 罗 瓦 扩张 ， 瑟 是 它 的 僻 罗 现 群 于 是 Inv(H) = 长 , 即 
K = Inv(Gal(E/K)). 
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2) 上 述 一 一 对 应 显然 是 反 包 含 的 ， 

3) 一 方面 ， 由 1) 的 证 明 可 知 是 Inv{ 太 ) 上 的 伽 罗 瓦 扩张 ， 巨 是 它 的 伽 
罗 瓦 群 根 据 定理 1, 可 知 [E: Inv( 妇 )] = | 了 8|. 另 一 方面 [5: F] =|G,[B :Ff] = 
[E :Inv(H)[Invy(H) : FI,|G| = [G :到 | 到 ,从 而 推出 [Iny(H) : F} = [G : HI]. 

4) 设 与 ao(K) 对 应 的 子 群 为 H', 求证 H' = gHo-!. 对 于 任 一 rE H 和 任 
一 Q Eo(K), 则 a 是 某 个 qe KK 在 o 下 的 象 ，o(la) = ea. 于 是 


(oro- a’)=(oro-! Yala) = (ora-10)(@) 


=or(a) =o(r(a)} = ola) = a. 


因而 olK) 的 上 折 有 元 素 在 oro 下 不 动 ， 于 是 arc! € HH'. 这 对 所 有 re 五 都 
对 . 所 以 aHo-! C H'. 反之 ,将 olK) 写成 工 则 = ao:( 卫 仿照 上 面 的 
论证 可 知 o-1H'(o-1)-! CH, 妈 C 下, 由 此 得 H' C oHo-!. 最 后 得 
H'= oHo-l. 

五 的 两 个 中 间 域 五 和 K’' 叫做 在 下 上 共 轿 的 , 如 果 存 在 一 个 ce G 使 得 
K’'= 因此 得 到 沁 . 

) 设 子 群 8 与 中 间 域 五 对 应 . 设 互 和 G 内 正规 ， 于 是 对 所 有 E G 

有 = 刀 , 从 此 有 olK) = KK. 因而 每 个 ce G 限制 在 下 上 产生 天 的 一 
个 五 自 同 构 5,F € Gal(K/F). 显然 57 = 5:7+. 于 是 映射 o m 5 是 一 个 同 态 
G 一 Gal(K/ 户 ), 同 态 的 核 = 吾 . 巾 此 诱导 出 一 个 单一 同 态 GJH 一 Gal(KjF). 
一 方面 由 3), [KK : F] = IG : H], 另 一 方 而 |Gal( 天 /到 < [XK : 如 . 由 此 可 知 上 述 
同 态 是 一 个 同 构 ， G/H 空 Gal(K/). 最 后 只 席 措 出 KK/F 是 一 个 徊 罗 瓦 扩张 . 
因为 [K : 到 = |Gal(K/F)|, 由 定理 1,3) 可 知 K/F 是 一 个 匣 罗 瓦 扩张 ， 而 且 它 
的 匣 罗 瓦 群 同 构 于 G/H. 

反之 , 设 玫 是 亚 上 嫩 罗 瓦 扩张 ,于 是 |Gal(KAE = [K :下 =7,K 有 ?个 
不 同 的 F- 自 同 构 ， 即 K 有 ”个 不 同 的 到 户 的 下- 求证 对 于 每 个 o€ GG 
有 olK) = K. 假如 不 然 ， 有 一 个 9 € G 使 得 ol) 关 KK, 那么 由 0 诱导 出 的 
FF- 找 入 玉 一 巨 将 与 上 面 的 7 个 惧 入 都 不 同 ， re 的 不 同 的 F- 嵌 人 
下 全 五. 与 引 理 3 推论 抵触 ， 所 以 对 所 有 ce G 都 有 ol(K) = 长. 因而 对 所 有 
vo EG 都 有 oHo-! = HH. 所 以 吾 在 G 内 正规 . 口 

下 面 我 们 将 证 明 可 分 正规 扩张 和 人 罗 瓦 扩张 的 等 价 . 

引 理 4 设 E/F 是 一 个 有 限 徊 罗 瓦 扩张 ， G 是 它 的 伽 罗 反 群 ， 则 忆 的 任 
一 元 素 a 的 极 小 多 项 式 gfz) 是 可 分 的 ， 而 且 g(z) 的 会 部 祖 恰好 是 a 在 G 作用 
下 得 到 的 全 部 象 集 ， 

证 明 设 {ar = a,02,… ,Qr] 是 a 在 G 作用 下 得 到 的 全 部 象 集合 (作为 集 
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合 的 元 素 当 然 a1,… ,avr 两 两 不 同 ). 用 a 作 一 个 多 项 式 
go 人) = (2— a)(z 一 oa2) (7 — Qer). 


对 于 任 一 go € G,o(o),… ,0(Qx) 不 过 是 oy,… ,ar 的 一 个 排列 ,因而 ga(z) 的 系 
数 在 o 作用 下 不 变 , 于 是 ga(z) 是 一 个 Fz] 中 的 多 项 式 . 其 次 证 明 ga(z)] 在 五 上 
不 可 约 . 设 f(z) 为 Fizj 中 以 a 为 根 的 任 一 多 项 式 ,，f(2) = 2 +ajz™ 1 十 十 Gm- 
用 oe G 作用 于 fa)=0 得 


o(f ‘a)}=a(a™ 十 Gleam- + .+ Om) 


=0(a)™ + a0(a) Tl + + am = fo(a)) =0. 


atfa) 也 是 f(z) 的 根 对 所 有 c < G, 即 每 个 o 部 是 f(z) 的 根 . 从 而 gatiz)l7(z). 
这 表 骨 ga(z) 在 王 开 不 可 约 . 在 下 上 以 a 为 根 的 不 可 约 多 项 式 是 唯一 的 ( 除 常 
数 因 子 外 ), 所 以 ga(z) 就 是 a 的 极 小 多 项 式 ， 口 

定理 2 一 个 有 限 扩 张 百 / 忆 是 伽 罗 瓦 扩 张 当 而 且 仅 当 EE/ 玉 是 一 个 可 分 正 
规 扩 张 ， 或 者 说 ， 一 个 有 限 扩 张 百 / 焉 是 仇 罗 瓦 坟 张 当 而 且 仅 当 瑟 是 百 上 一 个 
可 分 多 项 式 的 分 裂 域 . 

证 明 根据 第 七 章 定理 11, 只 需 证 明定 理 的 第 一 句 话 . 设 号 /下 为 一 个 有 限 伽 
罗 瓦 扩张 . 根据 引 理 4, 吾 药 任 一 元 素 a 的 极 小 多 项 式 ga(z) 是 可 分 的 ,a 为 FF 上 
可 分 苑 , 所 以 巨 是 下. 上 可 分 扩张 . 而 且 得 个 a 的 极 小 多 项 式 ga(z) 在 互 内 完全 分 
解 成 一 次 因 式 之 积 , 所 以 是 下 上 的 正规 扩张 . 反之 , 设 EjF 为 有 限 可 分 正规 扩 
张 ，G 为 它 的 其 罗 巨 群 , 求证 G 的 不 动 域 等 于 F. 设 a Ee Ef(z) 为 a 在 F 上 的 
极 小 多 项 式 . 于 是 ffz) 在 内 完全 分 解 . 设 f(z) = (z 一 aaj(z 一 ao2) (人 一 arh， 
而 且 oa 关 oj 当 i 了 jar = Q. 车 a 9 下, 则 r >1. 于 是 存在 一 个 F- 同 构 
01 :Fla) my (az) 使 得 oi(a) = az, 由 于 EJF 正规 根据 第 七 童 定理 6, vi 可 
以 开拓 成 巨 的 F- 自 同 构 o. 于 是 ceG 而 且 c(a) = ae Qi 因此 a 有 Invr(G). 
所 以 Inv(G) = FE/F 是 一 个 估 罗 瓦 扩张 . 口 

从 此 以 后 ， 在 处 理 具体 问题 的 时 候 ， 视 情况 可 以 把 一 个 有 限 匣 罗 瓦 扩张 看 
作 一 个 可 分 多 项 式 的 分 烈 域 或 一 个 可 分 正规 扩张 ， 使 得 问题 比较 容易 处 理 ， 下 
面 就 是 一 个 例子 . 

设 在 基 域 F 上 给 定 三 个 代数 扩张 BE/ KJF 和 ZE 又 设 有 两 个 F- 嵌入 
go:E 汪 上 和 7 :KK 一 L 那么 工 中 同时 包含 ol(E) 和 7(K) 的 所 有 子 域 的 
交 叫 做 巨 和 KK 的 一 个 复合 域 , 记 作 o(E) . r(K). 已 和 天 的 复合 域 与 嵌入 有 
关 ， 当 册 入 不 同时 得 到 的 复合 域 可 能 十 是 FF- 同 构 的 . 当 囊 是 五 上 一 个 有 限 正 
规 扩张 时 ， 则 吾 和 下 的 复合 域 与 说 入 的 方式 元 关 ， 就 是 说 不 论 如 何 散 入 ， 毛 
们 总 是 F- 同 构 的 . 说 明 如 下 : 设 BE/F 是 一 个 有 限 正规 扩张 ， 根 据 第 七 章 定理 
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7,E 是 下 上 一 个 多 项 式 f(z) 的 分 裂 域 . 在 已 嵌入 5 下 f(7) 不 变 oc(B) 仍 
然 是 f(z) 在 下 上 的 分 裂 域 . 设 ol) = (al ,Qn), f(z) 在 olE) 内 有 分 解 
f(z) = (7 一 01)…(x 一 Qan). 显然 有 


o(E) CT(K)(Q, ,Qn) Co(E) :TK). 
又 T( 玉 ) Cr 下 ja ,am). 根据 o() -7T(K) 的 定义 有 
o(E):T(K) C T(EK)(Q1, an)， 


所 以 ol) 7(K) = TK) 0m)- ran ,am) 是 上 多 项 式 f(7) 在 
-(K) 上 的 分 刚 域 ， 根 据 第 七 章 定理 6, 对 不 同 的 两 对 FP- 杠 入 0,: 巨 二 荆 和 
Ti:K-o ,i= 1,2, 总 是 有 


有 (天 Ja ,On) F (Ko, ,Qn), 


即 oy() -nn(KK) 宕 go2(B) .mn(K). 因此 ， 有 限 正规 扩张 和 任意 扩张 K/F 的 复合 
域 o(E}:T(K) 与 F- 杠 入 0,7 无 关 , 由 BE/F 和 KjF 唯一 决定 , 以 后 cl):7(K) 
简 记 作 五 . 改 . 根据 定理 2, 这 个 结论 可 表述 成 : 若 EIF 是 下 上 多 项 式 f(z) 的 
分 裂 域 ， KK/F 为 任意 扩张 ， 则 E/F 和 K/F 的 复合 域 和 f(z) 在 上 上 的 分 裂 
域 同 构 . 

定理 3 设 E/F 为 一 个 有 限 伯 罗 瓦 扩张 ， KK/ 下 为 任意 域 扩 张 ， 于 是 复合 
域 媚 .五 是 下 上 伽 罗 瓦 扩张 且 有 


Gal(E. KIK) < GA(E/ENK). 


而 且 这 个 同 构 可 由 映射 9 中 = 二 0B,o € Gal( 巨 .KJK) 来 实现 . 

证 明 根据 定理 2 和 上 面 的 讨论 ，E/ 玉 是 下 上 一 个 可 分 多 项 式 f(7) 的 分 
裂 域 . 因而 玉 :K 是 玉 上 贫 罗 瓦 扩张 . 令 Ki 二 ENK. 对 于 € Gal(E'K/K),9 
保持 KK 的 元 素 不 变 ， 当 然 也 保持 Kl = ENK 的 元 素 不 变 , 而 且 o 保持 f(z) 的 
根 集合 变 到 自身 , 因而 o 保持 互 变 到 和 白 身 . 所 以 o 在 上 诱导 出 巨 的 一 个 区- 
月 同 构 5= olE. 对 or € Gal(B. KI/K) 显然 有 碑 = 二 5F:F. 因而 映射 o 收 是 
Gal(B-K/K) 到 Gal(E/K1) 的 一 个 同 态 ， 其 次 证 明 这 映射 是 单一 的 . 车 5=1 
则 云 保持 f(z) 的 每 个 根 不 动 又 保持 K 的 元 素 不 动 ， 当 然 v 保持 f(z) 在 五 上 
的 分 异域 ， 即 至 .所 的 元 素 不 动 ， 因 而 > = 1. 最 后 证 明 映射 是 满 的 ， 这 只 需 证 
明 |Gal(EK/K)| = |Gal(E/K|. 由 于 EK/K 和 E/K! 都 是 邹 罗 瓦 扩张 ， 根 据 
定理 1 问题 又 可 转化 为 证 明 [BK : K] = [5 : Ki]. 由 于 BE/K1 有 限 可 分 ， 根 据 
第 七 章 定 理 15 的 推论 ， 互 可 表 成 Kl 上 的 单 扩张 ， 吾 = Ra(@). 设 9(2) 为 8 
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在 Ki1 上 的 极 小 多 项 式 ， 则 [EE : Ki] = deg g(x). 由 于 已 /Ki 正规 ，g(z) 的 全 
部 根 由 = 0, 如 ,… ,8 全 在 吾 中 . 另 一 方面 及 (9) 既 包 全 KK 又 包含 K1(9) = 已， 
因而 天 (9) 包含 天 与 召 的 复合 五 .天 ,所 以 互 ,天 = 去 (全 求证 9g(z) 也 是 9 在 
到 上 的 极 小 多 项 式 . 这 只 需 证 明 g(x) 在 天 上 不 可 约 . 假设 g(z) = 加 z)e(z) 为 
在 K 中 的 任 一 分 解 ， Wz) 和 p(x) 的 首 项 系数 为 1w(z) 和 p(z) 的 系数 都 是 
01,… ,9, 的 多 项 式 ， 系 数 为 土 1, 因而 (x) 和 %(z) 的 系数 全 属于 五 , 从 而 它们 
的 系数 全 属于 Kl = ENK. 那么 g(z) = WT)p(z) 是 五 ; 内 的 一 个 分 解 . 由 g(7) 
在 Ki 上 的 不 可 约 性 ， 从 而 推出 We) = 1 或 p{z) = 1. 所 以 glz) 在 关 上 也 不 
可 约 ， 由 此 可 知 [E- KK :KK]= deg g(x). 总 之 [EK : K]= [EB : Kil. 综合 起 来 ， 

观 射 9 局 5,0 € Gal{BK/K), 是 Gal(EK/K) 到 Gal(E/ 到 i) 的 一 个 同 构 ， 
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这 一 节 我 们 按照 其 罗 瓦 原来 的 想法 引进 一 个 多 项 式 的 群 ， 并 且 给 出 计算 它 
的 方法 , 

设 f(z) 为 基 域 上 一 个 无 重 根 的 多 项 式 ， 次 数 n > 0, 为 f(x) 的 分 裂 
域 . 于 是 巨 = Falao ,Qn), Qi 为 f(z) 的 根 、E 的 元 素 a 是 Ql,… ,an 的 
多 项 式 ， 系 数 在 内 a = (Ql,… ,Qn). 的 每 个 站 - 自 同 构 o 作用 在 a 上 
有 

(al = oa), :ofan))， (1) 

由 此 可 知 ， e 由 a1,… ,Qn 的 象 唯一 决定 .特别 将 c 作用 于 f(ai) = 0 可 
知 fofai)) = 0,c(@s) 仍 为 f(x) 的 根 . 因而 o 引起 f(x) 的 根 之 间 的 一 个 置 
换 rr : ah afoi) i 二 1,…,n， 不同 的 o 引起 不 同 的 置换 7o, 而 且 显然 ， 
对 gT7 E Gal(E/F) 有 wo :Tr = Nor 这 样 我 们 得 到 Gal( EfF) 到 f(x) 的 根 
ai, :an 的 对 称 群 5 的 一 个 单一 同 态 o mm ro. 于 是 所 有 7o ,9 € Gal(B/F) 
在 5, 内 形成 一 个 与 Gal(E/F) 同 构 的 子 群 Gy. 

定义 4 Gy 叫做 多 项 式 f(z) 在 F 上 的 俏 罗 瓦 群 , 或 简称 f(x) 在 三 上 的 
群 . 

如 上 所 说 , 每 个 o E Gal( 已 /五 限制 到 f(z) 的 根 上 得 到 置换 rw, 反之 每 个 这 
样 得 到 的 置换 rw 又 可 以 按 自然 的 方式 开拓 成 已 的 所 自 同 构 :amy ro(0) 二 
Wofal))…- ,Tofan)). 在 这 个 意义 上 ，c 和 zc 可 以 不 加 区 缠 . 提起 注意 的 是 ， 
并 不 是 8, 的 每 个 置换 都 可 以 按 自然 的 方式 开拓 成 马 的 环 自 同 构 。 Gj 有 如 
下 的 刻画 : 

定理 4 设 f(x) e Flz], EJ/F 和 Gy 如上， 置换 TE Sn 属于 Gj 的 充 要 
条 件 是 对 每 个 多 项 式 gz ,2n) E FIzi ,Tn] 着 g(aq，,… ,Qn] 二 0 醒 有 
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9(x(Q1),… ,x(Qn)) 二 0, 即 保持 f(x) 的 根 之 间 的 代数 关系 总 和 不 变 ， 

证 明 必要 性 由 Gy 的 定义 即 得 . 证 充分 性 . 假设 7 满足 定理 中 的 条 件 . 用 r 
定义 五 到 和 白 身 的 一 个 映射 c 如 下 : 对 每 个 a & ,将 a 表 成 a = wo,… ,an)- 
wz Zn) EF[z1,… ,Yn] 规定 


o(0) = wr(a1), (an)) 


首先 ， 定义 与 w 的 表 法 无 关 . 设 a = PQ1,: ,On) 为 另 一 种 表 法 ， (ZI … ,Tn) € 
Flzr1,. ;Tn 令 h(T1, ,Tn) = p(t ;Tn)—p{T1, ;2Zn) 于 是 站 aa , Qn) 
= 0 为 oi 的 一 个 代数 关系 ， 于 是 


ol(h(Qa1,* ,Qn)) := h{r{o),: 2 ,T(Qn)) 0， 


即 
(Tal)， 人 T(an)) op(r(al)， R ,T(Qn)) = 


所 以 efa) 与 a 的 表 法 无 关 ， 由 a 唯一 决定 . 因而 是 吾 到 自身 的 一 个 映射 而 
旦 保持 FF 的 元 素 不 动 , 仿 上 可 以 证 明 o 保持 吾 的 加 法 和 乘法 . 因而 是 EE 的 
严 自 同 态 ， 由 于 (al) = 7(Q1),…' ,0(Qn) = r(an) 是 f(z) 的 全 部 根 ， 在 FF 上 
生成 E, og 是 一 个 满 射 又 由 于 EE 是 一 域 ，o 又 是 单 射 所 以 o 是 五 的 一 个 
下 - 自 同 构 ， 由 o 的 定义 可 知 #== re, 所 以 x EGYy. 口 

定理 4 表明 ,一 个 (无 重 根 ] 的 多 项 式 的 娩 罗 瓦 群 由 它 的 根 的 代数 关系 总 和 
唯一 决定 ， 

现在 要 问 Gy 作为 根 的 置换 群 在 什么 条 件 下 是 传递 的 . 假设 Gy 是 传递 的 ， 
那么 f(z) 的 根 qa1,… ,Qn 在 Gy 下 组 成 一 个 传递 集 ， 根据 本 章 81 引 理 4, 多 
项 式 f(z) = (5 一 Ql)-…({z 一 Qn) 在 下 上 不 可 约 . 反之 , 设 f(z) 不 可 约 ， 同 
样 根 据 引 理 4, 含有 ai 的 传递 集 恰好 是 al 的 极 小 多 项 式 f(z) 的 全 部 根 ， 因 而 
ni.… ,ftn 是 在 Gy 下 含 at 的 传递 集 ， 这 表明 Gy 是 传递 的 

其 次 ， 我 们 知道 ， 根 qu、… ,om 的 交错 群 4。 是 39 的 指数 为 2 的 正规 子 
群 ， 因 而 4 Gy 也 是 Gy 的 正规 子 群 ， 指 数 [Gy : Gy n dm] < 2. 试问 这 个 
指数 表现 在 多 项 式 f(x) 有 什么 意义 ? 易 知 指数 = 1 的 充 要 条 件 是 Gr C 4n 
凶 Gy 不 含 奇 置换 .这 与 根 的 交错 函数 有 关系 . 根 at，… ,an 的 交错 函数 是 指 
A = (le -oo). 将 a,… ,an 看 作 根 的 自然 磊 序 ， 若 i<j 刘 oj,ai 看 作 一 


2 


个 逆序 ， 设 置换 x E Gp 有 ?个 逆序 ， x 作用 在 人 上 不 难说 明 
(A)= Tr) 70) = -1° [Eos ~ 0), 


ji i<j 
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得 
frfA) = (-1)'A. 

若 特征 x( 了 ) = 2, 则 -1 = 1,7(A) = A, 对 所 有 7 € Gy, 因而 A 恒 属于 基 域 F， 
设 x() 关 2, 则 (A) = A 的 充 训 条 件 是 7 为 偶 置换 ， 因此 在 铭 罗 瓦 对 应 下 中 
问 焉 天 = F(A) 与 子 群 Gy mn 4 对应， 

A? 记 作 D{ 了 ), 叫做 f(x) 的 判别 式 ， DLP 恒 属于 F. 综 上 所 述 得 到 

定理 5 设 Gy 为 一 个 站 次 无 重 根 多 项 式 f(z) 在 刁 上 的 各 罗 瓦 群 ， 于 是 

1) Gr 是 传递 的 充 要 条 件 是 f(x) 在 下 二 不 可 约 . 

2) 设 X( 本 和 2 则 G 只 伟 偶 置换 的 充 要 条 件 是 f(x) 的 判别 式 呈 [站 在 王 
内 可 开平 方 . 令 和 A= V 万 (月 ,天 = F(A), 则 y Gal(E/K) = Grn An. 口 

多 项 式 f(x) 的 判别 式 是 根 的 对 称 函 数 ， 可 以 表 成 f(z) 的 系数 的 多 项 式 . 
将 几 个 低 次 的 f(z) 的 判别 式 写 在 下 面 : 


f(x)=72+br+e, Df}= -de, 
fx) = rar + brt+e, D(f) = —4dae + ob + 18abe— 4b — 27c2. 
车 X(F) # 3, 则 经 过 一 个 营 换 z =y -3 将 f(z) 化 为 下 列 形状 
g 的 = 多 十 到 十 和 
此 时 
D(9) = -dp? — 279 = D(). 
当 X( 忆 ) 关 2 时 ， 一 个 四 次 多 项 式 ?+ar3+br?+crz+d 经 过 一 个 替换 
好 
T=y-— 4 可 化 为 
gg = + + oy +7. 
此 时 ， 
D{g9) = 16p4y ~ 4p8g2 - 128p2r2 + 144pg*r — 27g9* + 256r” = D{f}. 

利 开 定理 5 比较 容易 地 定 出 低 次 无 重 根 多 项 式 的 群 . 

域 上 二 次 多 项 式 f(x) = z? + bz +c 的 群 只 有 两 种 可 能 : 若 f(x) 不 可 
约 ， 则 Gy 为 二 文字 的 传递 群 即 5S2. 否则 Gy 为 单位 元 群 . 

域 亚 上 三 次 多 项 式 f(z) = za + ux? +bzx+c 的 群 有 多 种 可 能 . 根据 定理 5 
完全 可 以 决定 . 若 f(x) 在 五 内 完全 分 解 f(z} = (xz -ae 一 B)(z 一 ) 则 Gy 


为 单位 元 群 . 若 f(z) = (x? +rz 十 3)(z 一), 而 人 十 7I 十 8 在 下 上 不 可 约 ， 那 
么 Gy 等 于 9 的 子 群 9?. 5; 表示 到 +rZ+s 的 两 根 的 对 称 群 ， 设 X(E) 天 2 
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而 且 f(z) 在 F 上 不 可 约 ， 则 f(z) 的 群 Gy 是 三 文字 的 传递 群 ， 即 Gy = 53 或 
43. 进一步 计算 f(z) 的 判别 式 D. 若 DD 在 天内 不 能 开平 方 则 Gy = 53; 否则 
Gf = 43. 

下 上 四 次 多 项 式 f(z) 的 群 有 更 多 的 可 能 性 . 若 f(z) 可 约 ， 则 可 归结 到 上 
面 的 情况 去 讨论 ， 设 f(x) 在 上 不 可 约 ， 此 时 Gy 是 四 文字 的 传递 群 ， Gy 
的 阶 是 4 的 倍数 有 4,8,12, 和 24 四 种 可 能 . 而 54 中 阶 为 4 的 倍数 的 传递 子 群 
由 5S4, 44, 西 罗 2- 子 群 ， 四 元 群 了 = {e,(12)(34),(13)(24), (14)(23)} 和 循环 群 
2 = ((1234)) 五 种 . 因而 Gy 只 有 五 种 可 能 .应 用 定理 5,2) 还 不 足以 决定 Gy. 
除了 定理 5 以 外 还 需要 引进 f(z) 的 根 的 新 的 函数 ， 定 理 5 中 的 A 是 一 个 二 值 
前 数 ， 就 是 说 A 在 Gy 的 作用 下 一 般 册 现 两 个 值 A 和 -A. 我 们 还 要 引进 根 的 
三 值 函 数 . 以 下 一 直 假 设 x( 本 关 2 和 f(z) ==z4 二 p2 十 gz 十 ?在 上 不 可 约 ， 
设 互 = (Qi,Q2,0a,Q4) 为 f(z) 的 分 裂 域 ， am 为 f(z) 的 根 . 在 中 取 


a = (al+asj(as + as),8 = {al + aa)(e2 + 4),7 = (ni + oa)(02 十 as) 


由 计算 可 知 ， 每 个 re Gy 作用 于 a, 9,?7 只 能 引起 oj,7 的 一 个 排列 ， 因 此， 
以 a,8,7 为 根 作 一 个 多 项 式 


9(2) = {xz — A(z ~ (FC—7) = 7 二? + bor + bs, 


g(z) 的 系数 点 在 Gy 的 作用 下 不 变 ， 从 而 失 € 有 9(z) 是 刁 上 一 个 三 次 多 项 
式 . 令 久 = F(a,8,). 则 上 是 EJF 的 一 个 中 间 域 而 且 是 9(z) 的 分 裂 域 . 因而 
玫 / 正 是 一 个 匣 罗 成 扩张 .应 用 对 称 函 数 基 本 定理 计算 9(z) 的 系数 得 


bi =~(a+B+7Y) = -2p, 
bb =aB+oay+8y = -4, 
ba 三 —afy = 到. 


因而 g(z) 的 系数 可 以 从 f(z) 的 系数 算出 来 ， 有 趣 的 是 g(x) 的 判别 式 等 于 f(z) 
的 判别 式 、 种 实 上 


B—a= {0 — C2 — 01), 

+ 一 a= (as 一 Gli(a4 — a2), 

7 一 8 = (aa 一 alj(las 一 Ga3)- 
于 是 得 D(9) = D(f). 由 于 f(z) 可 分 ，D(f) 关 0, 从 而 D(9) 关 0, 9,6,7Y 两 两 不 
同 ， 在 俩 罗 巨 对 应 下 设 Gy 的 子 群 与 K 对 应 . 求证 


Gal(E/K)=H= GNV, 
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其 中 五 = {1, (Qia2)(as@4), (atasjtaaodj (Giod) (Qa203)}. 
因为 Gy 中 每 个 置换 必 属 于 下 列 五 种 类 型 之 一 : 


e, (QQ2)(aaca), (A102). (a 42Q3), (Q1A2Q304), 


其 中 前 两 种 属于 VY 而 后 三 种 则 不 属于 说, 同一 种 类 型 的 置换 对 a, 8,7 的 作用 是 
相似 的 (因为 人 1 ,O04 在 ap,7 中 处 在 对 称 的 地 位 ) 因而 只 需 考察 上 面 五 个 兽 
换 对 a,8.” 的 作用 就 驶 了 ， 头 两 个 都 分 别 保持 a, 9.7 不 动 ， 因 而 保持 的 元 素 
不 动 ， 所 以 属于 五 . 而 (Qj.03) 对 换 8 和 (Qos,03) 将 a,B,7 变 成 Ya 六 
(aiasasad) 对 换 a 和. 由 于 o 人 ,7 两 两 不 等 ， 由 此 可 和 启 后 三 类 不 属于 五 , 所 
GMTV=H=Ga(E/s). 

如 上 构造 出 的 三 次 多 项 式 gfz) 叫做 四 次 不 可 约 多 项 式 f(x) 的 预 解 式 . 我 
们 可 以 根据 g(z) 的 群 定 出 f(z) 的 群 ， 兹 分 情况 讨论 如 下 : 

1) glz) 在 下 上 不 可 约 而 且 判 别 式 D(g) 在 下 内 不 能 开平 方 ， 根据 二 次 多 
项 式 的 群 的 讨论 ， 可 知 Gal(K/ 玉 ) 兰 53. 特别 [Gy :可 =6. 从 而 四 Gyl- 已 知 
Gy|. 所 以 Gy 的 阶 为 12 或 24. 由 于 54 只 有 唯一 的 一 个 12 阶 子 群 44, 全 市 
偶 轩 换 组 成 ， 而 Gy 含有 奇 置 换 ， 所 以 Gy 只 能 是 54. 

2) glz) 在 下 上 不 可 约 但 VD(9) € 忆 此 时 ， 有 VDUO) E Gy 只 会 偶 
置换 ， Gr C .44. 另 一 方面 ， 根 据 三 次 多 项 式 的 结果 ， Gal(K/P) 兰 As, 从 而 
3|Gyl. 由 于 划 G7j 有 121Gyl, 所 以 Gy = 1 

3) gfz) 在 下 内 分 解 成 一 个 2 次 不 可 约 因 式 和 一 个 一 次 因 趟 之 积 . 此 时 [K : 
如 = 人 Gy) :HI=2. 由 于 |HI<It|= 和 有 |Gy|<8. 因而 Gy 的 阶 只 能 是 + 或 8 
而 [E :A] 内 能 是 2 或 4 若 f(z) 在 太 上 不 可 约 , 则 [ 恩 : 和 = 和 从 而 1Gy|=& 
Gy 是 54 的 一 个 8 阶 传递 子 群 . 但 51 的 8 阶 子 群 只 有 一 个 共 罗 类 即 西 罗 2- 于 
群 ， 而 且 传 递 ， 这 类 子 群 与 二 面体 群 Ds 同 构 .所 以 Gy = ((12),(1324)) 涯 Da. 
设 f{) 在 玉 上 可 约 , 则 :天 <4IGy| < 8 此 时 Gy 是 一 个 4 阶 传递 子 合 
但 是 54 的 4 阶 传递 子 群 有 两 个 共 示 类 即 站 元 群 人 = 《(12)(34), (13)(24)), 和 街 
环 群 2 = ((1234). 为 了 进一步 决定 Gy 需要 计算 g(x) 的 判别 式 . 设 9(z) 的 三 
求 中 a,3 适合 2 次 不 可 约 多 项 式 (x) E Flz], 而 YE ,十 是 


Dg=[ -oO -BB = 8 ay 
=#"(7) DO), 
其 中 屎 (y) EF. 由 于 w(x) 不 可 约 ， VD 人 EY) 4 下, 因而 VD(g) 《Ff 从 而 Gy 会 
有 奇 置换 ， 于 是 Gy 只 能 与 循环 群 ((1234)) 同 构 . 
4) glz) 在 下 内 分 解 成 一 次 因 式 之 积 即 a, 5,7 多 属于 下 . 此 时 天 三 本 有 = 
Gy, 因而 1Gy| < 4. 但 是 币 Gy|, 所 以 IGy| = 和 4 从 GNAV= 如 = GY 推出 
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Gy = 

综 上 所 述 得 到 下 列 事实 。 (将 f(z) 的 根 oy,… ,os 简 记 作 1,… ,4.) 

定理 6 设 域 已 的 特征 天 2, 叉 设 jz) 为 域 户 上 一 个 4 次 不 可 约 多 项 式 ， 
9(T) 为 它 抱 3 次 预 解 式 ， FE/ 下 为 9(2) 的 分 型 域 ， 于 是 

1) 若 g(z) 不 可 约 而 且 VD(9) FF, 则 Gy = 94. 

2) 车 g(z) 不 可 的 而 且 VDl9) Ee F, 则 Gs = 44. 

3) 车 g(x) 有 一 个 2 次 不 可 约 因 式 ， 而且 f(z) 在 下 上 不 可 约 ， 则 Gy 对 
{{13), (1234)). 

4) 若 g(z) 有 一 个 2 次 不 可 约 因 式 ,而 且 f(z) 在 天 上 可 约 , 则 Gr 兰 ((1234)》， 

5) 若 gfz) 完全 可 分 解 成 一 次 因 式 之 积 ， 则 Gy = ((12)(34), (13)(24))， 口 

应 用 上 面 的 结果 来 计算 几 个 整 系数 多 项 式 在 有 理 数 域 Q 上 的 群 . 

例 1 f(x) = zt+272+4r+2. 

根据 艾 森 斯 坦 判别 法 可 知 ， f(z) 在 Q 上 不 可 约 ， 它 的 三 次 预 解 式 g(x) = 
z3 -4z2z 一 4z 十 16. 而 且 g(z) = (zx -dz 一 2)(z 十 2), 斯 以 f(z) 的 群 Gy 为 
和 = {e, (12)(34), (13)(24), (14}(23)}. 

例 2 f(x) = xt+8r+12. 

读者 不 难 验证 f(z) 在 Q 上 不 可 约 ， 它 的 三 次 预 解 式 9(zx) = x3 - 48x + 82. 
9(z) 在 Q 上 也 不 可 约 . 但 D(g) = -4(-48)3 一 27 .时 =22 34 是 一 个 平方 数 ， 
所 以 jiz) 的 群 为 交错 群 44， 

例 3 f(x)= T+272+2. 

f(z) 在 Q 上 不 可 约 . 它 的 三 次 预 解 式 g(z) = 2 一 42? 一 4 二 zx( 台 2 一 47 一 证， 
式 ~4z 一 4 在 Q 上 不 可 约 . 因而 f(z) 的 群 Gy 或 同 构 于 34 的 西 罗 2- 子 群 
或 同 构 于 循环 群 2 = ((1234))，z? - 4z 一 4 的 根 为 2 土 2V2, 9(z) 的 分 裂 域 为 
KK = QV3. 由 于 f(x) 没有 实 根 而 K 是 突 子 域 ， f(x) 在 KK 上 只 能 分 解 成 两 
个 2 次 因 式 之 积 ， 又 因为 f(x) 只 含 偶 次 项 ，f(z) 在 五 上 只 能 分 解 成 如 下 形式 


Flz) = (z2 +az 二 有 (z2 一 az 十 站 . 


比较 两 边 的 系数 得 5 = 士 V3,a2 = +2V23 ~ 2， 巾 于 a € K, a? > 0, 只 能 有 
a? 二 2V23-2 二 2(V2 一 1). 2 在 K 内 能 开平 方 2= (V2 但 V2 -1 则 不 能 ， 
而 方程 a? = 2V3 -2 在 KK 内 无 解 ， 所 以 f{z) 在 天 上 不 可 约 . 根据 前 面 的 讨 
论 ， fiz) 的 群 Gr 为 54 的 一 个 西风 2- 子 群 . 

Gs = 54 和 Gys((1234)) 的 4 次 不 可 约 整 系数 多 项 式 的 例子 以 后 可 以 见 
到 .高 次 无 重 根 的 多 项 式 的 伽 罗 瓦 群 的 一 般 计 算 方法 将 在 以 后 给 出 ， 下 面 我 们 
进一步 给 出 例 3 中 的 群 Gy 的 具体 形式 并 写 出 子 群 和 子 域 的 匣 罗 瓦 对应. 
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例 4 f(z) = 24+22?+2, Gy 兰 D4. 先 具体 写 出 Gy. 由 于 f(z) 只 有 偶 次 
项 , 若 a 为 jz) 的 一 根 ， 则 -a 也 是 它 的 根 ， 因此 不 妨 设 f(z) 的 根 为 @, -a,8 
和 -有 于 是 吧 和 时 为 到 +27+2 的 根 . 解 出 得 =i--1, 训 二 一 i 一 1. 不妨 
记 a=Vi-T8=V-i- 工 设 豆 /Q 为 f(z) 的 分 裂 域 , 则 Q(a) 和 QIl9) 为 瑟 
的 中 间 域 ， 且 


E= Q(a,8), Qo) N QB) =Qo) = QF) = QO), 


[E: Q(i)] = 4, 吾 的 每 个 自 同 构 都 引起 Q() 的 自 同 构 . 反之 ， Qt 的 每 个 白 同 
构 在 吾 上 有 四 个 不 同 的 开拓 ， 另 一 方面 ，a 和 8 在 Q(i) 上 的 极 小 多 项 式 分 别 
为 一 (i 一 1} 和 2 一 (-i 一 1). Q(i) 的 白 同 构 在 上 的 每 一 个 开拓 由 Qa 和 8 
的 象 唯 一 决定 .下 面具 体 写 出 E 的 8 个 白 同 构 ， 为 简单 起 见 ，a, 一 a, 6, -8 分 
别 记 作 1,2,3,4. 

Q(i) 的 恒 等 自 同 构 在 马上 有 四 个 开拓 ， 它 们 都 保持 i 不 动 ， 也 就 保持 2 ~ 
人 i 一 1 和 2 十 (i+1) 不 动 . 因而 它们 只 能 引起 a, -a 之 间 的 置换 和 2 -8 之 间 
的 置换 ， 而 且 这 两 部 分 置换 是 独立 的 ， 所 以 这 四 个 开拓 用 根 的 置换 表示 就 是 


e， (12), (34), (12)(34). 


Q(i) 的 自 同 构 4+ 区 卢 a 一 训 ,a,bE Q 将 i 变 成 一 i, 因而 它 在 互 土 的 四 个 并 拓 
是 将 x2 一 (i 一 1) 的 根 和 2 一 (-i 一 1) 的 根 互 换 即将 a 变 成 8 或 -8, 辣 时 将 
8 变 成 a 或 -a 而且 互 不 依 束 ,因而 它 在 EE 上 的 四 个 开拓 用 根 的 置换 表 出 就 是 


(13)(24), (14)(23), (1324), (1423). 


这 样 Gj 由 上 面 8 个 置换 组 成 。 G; 除 单位 元 群 和 本 身 外 有 三 个 4 阶 子 群 和 五 
个 2 阶 子 群 
了 阶 子 群 ， TY = {e,(12)(34), (13)(24, (14)(23)}， 
= ((1324)), 
= {e, (12), (34), (12)(34)} 

2 阶 子 群 : a ((34)), ((12)(34)), ((13)(24)) 和 (14)(23)). 

找 出 与 上 述 子 群 对 应 的 子 域 . 首先 ,根据 上 面 的 Gy 构造 可 知 Q(i) C Inv(W). 
由 于 [E : Qi = |Vi| = 4 根据 仙 罗 瓦 基本 定理 ， Inv(Vi) = QO)、 由 于 
az282 = 2,a 8 不 妨 如 此 选择 使 得 8 = V2. 显然 08 = V2 是 VV 的 不 动 元 ， 因 
而 Q(V3) = Q(a8) C Inv(V). 由 于 四 :Q(V2 = |V| = 和 4 同 理 有 Inv(Y) = 
Q(V 引 注意 (1324) 将 i 变 成 -i, 而 且 将 ag = V2 变 成 -ag = 一 V2, 因而 
i. V3 = V3 在 (1324) 下 不 动 、 V2 是 2 的 一 个 不 动 元 , 于 是 Q(V-2) = 
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Qtaafta2 -中 ) C Inv(2). [B: Q(V~2 等 于 2Z 的 阶 可 知 mv(Z) = Q(v-2. 
其 次 来 定 出 二 阶 子 群 的 不 动 域 . 根据 向 罗 瓦 基本 定理 可 知 ， 2 阶 子 群 的 不 动 域 
都 是 Q 上 4 次 域 . 《注意 马 :Q] = 8) 首先 显然 有 


Iny(((12))) = QI = QW, 


其 次 由 于 《(12)(34)) = Wn 2, 根据 其 罗 瓦 基本 定理 《(12)(34)》 的 不 动 域 包括 
和 Z 的 不 动 域 的 复合 域 QLV3) .Q(V=3) = Q(V2,vV-2 = Q(V2 认 而 且 根 据 
基本 定理 3), 有 Inv(((12)(34))) = QIV2, 让 . 二 《(13)(24)》 和 《(14)(23)) 的 
不 动 域 . 首先 e+ 有 是 (13)(24) 的 不 动 元 ， 因而 Q(a +8) C Inv(((13)(24))). 决 
定 Q(a + 及 的 次 数 ， (a 地? = + 记 二 +298 = 2+2V2 = 2(1+ V2). 由 
此 可 知 QIvV3 C Qe + 86). 又 因 2 在 QIV 习 内 是 一 个 平方 数 2 = (V2)*, 而 
1+ V2 在 Q{V3) 内 不 能 开平 方 , 可 知 a+59 QV3,[Q(a +8): Q(V2)] = 2， 
从 而 [Qta+ 有 骨 :Q] = 二 所 以 Inv(((13)(24))) = Q(e + 加， 其 次 令 7 = (1234)， 
有 {14)(23) = r(13)(24)7-!1. 根据 伽 罗 瓦 基本 定理 ， Q(T(a + 站 ) = Q(8 一 Q) 诗 
r((13)(23)r-1 = ((14)(23)) 的 不 动 域 . 

现 将 Q(a, 8) 的 子 域 和 它 的 群 Gj 的 子 群 之 问 的 匣 罗 瓦 对 应 用 图 表示 出 来 ， 
用 1.2.3,4 分 别 表示 f(z) 的 根 一 a,8 和 一 8. 


((14)(23)) (13)(24)) | 和 
Ee | -4 


其 中 下 = 《(12)(34), (13)(24)), 1 = 《012), (34)). 


33 有限 域 的 伽 罗 瓦 群 及 其 子 域 255 


oo 2 Bb) QV-L, v3 QI(9) Q(a) 
,4 Qt 本 有 
0 
Q 
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先 回忆 一 下 第 七 章 所 得 到 的 结果 .一 个 有 限 域 尺 的 特征 是 一 个 素数 ， 设 为 
p. 于 是 下 包含 素 域 F, = Z/(p). 设 [F : Fp] =n, 则 下 的 元 素 个 数 为 .而 及 
严 是 xm -zx 在 Fs 上 的 分 裂 域 ， 下 恰 由 2?” 一 zx 的 全 部 根 组 成 . 这 样 ， 王 由 它 
的 特征 p 和 次 数 [F : Fp] 唯一 决定 . 作为 加 法 群 是 一 个 初等 p 群 ， 所谓 初 
等 p 群 就 是 不 变量 为 p,p,… ,p 的 有 限 阿 贝 尔 群 。 F” = 玉 一 {0} 作为 乘法 群 
是 一 个 循环 群 . 它 的 生成 元 的 个 数 等 于 plp" 一 .了 可 由 "的 生成 元 在 Fp 上 
生成 ， 因 而 是 F, 上 的 单 扩张 反之， 已 的 本 产 元 素 的 个 数 等 于 

nn : 
Za rr 

( 见 第 七 章 习 题 22) 可 见 F/F; 的 本 原 元 素 比 F* 的 生成 元 多 得 多 . 

由 于 下 是 可 分 多 项 式 zxP”- z 在 Ep 上 的 分 裂 域 ,根据 定理 2, F/Fp 是 一 
个 匣 多 瓦 扩张 ， 记 G = Gal(F/Fp)., 根据 第 七 章 ， 有 一 个 弗 罗 贝 尼 乌 斯 自 同 
构 o: 

ola) = or, aEF 

定义 5 如 果 一 个 苑 罗 瓦 扩张 E/K 的 人 罗 巨 群 是 一 个 循环 群 ， 则 E/EK 叫 
做 一 个 循环 扩张 . 

定理 7 pn 元 有 限 域 已 是 素 域 了 上 的 补 环 扩张 ， 而 且 它 的 佑 罗 瓦 群 由 它 
的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 自 同 构 o 生成 ， 

证 明 首先 指出 ， 循 环 群 (0) 的 不 动 域 等 于 Fp. 设 aE 了 为 0 的 一 个 不 动 
元 : ofa) = a, 于 是 a? = a.o 是 z?-z 的 一 根 ,因而 a € Fp. 所 以 Inv((0)) C Fp- 
反之 ， 因为 F; 是 一 个 素 域 ， Fp = {relr =0,1,…,p 一 1} 是 由 单位 元 素 e 生 
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成 的 于 是 o(r .6) = role) = r+ .ere 在 o 下 不 动 ， 所 以 Fp C Inv((o)). 总 
之 ，Inv((0)) = Fy. 根据 定理 1,() = Gal(FVF) 所 以 F/Fs 是 一 个 循环 扩张 . 
| 

如 元 有 限 域 由 它 的 元 素 个 数 p" 唯一 决定 , 因而 z 元 有 限 域 可 以 明确 地 记 
成 Fr 或 Fa,9 = p". 下 面 我 们 根据 侈 罗 瓦 基本 定理 找 出 Fo /Fs 的 全 部 中 间 
域 . 由 于 Fw。 的 每 个 子 域 部 包含 素 域 下, 因而 实际 上 是 找 出 Fo 的 全 部 于 域 . 
由 于 Fr* /Fs 的 如 罗 夺 群 是 nn 阶 循环 群 (0), (0) 的 于 群 我 们 是 清楚 的 ， 对 n 的 
每 个 因子 dn 阶 循环 群 (o) 有 一 个 而 且 只 有 一 个 了 阶 子 群 ， 它 由 of 生成 、 因 
而 (0 人 ,din, 就 是 (0) 的 全 部 子 群 

定理 8 1) 对 n 的 每 个 正 因子 d, 有 限 域 Fp 有 一 个 而 且 只 有 一 个 到 元 子 
城 耻 yas 它 是 zm -的 分 裂 域 ， 在 徊 罗 瓦 对 应 下 ， Fe 与 子 群 (0 人 ) 对 应 

2) Fys/Fy 的 名 罗 瓦 群 与 (0)/(04) 同 构 . 令 万 = olFps, 则 Gal(Fps/Fp) = 
入), 可 为 Fys 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 自 同 构 ， 

3) 子 域 Fps 包含 下 yar 的 充 要 条 件 是 中 |d. 因此 有 


了 上 pe 站 Fa es Fp, 站 二 (d， 4), 
Fy Fe = Fpn, m=[d. el}. 


证 明 1) 设 we Fo 为 of 的 任 一 不 动 元 , 于 是 vd(a] = of” 二 Qa 为 
zn" -7 的 一 根 . 反之, 由 于 din,z? -zlzP 一 zx 一 在 Fpr 内 有 PF 个 不 
同 的 根 ， 而 且 每 个 根 8 有 cd(8) = B87?”= 8, 8 是 ed 的 不 动 元 所 以 Inv((c9)) 
恰好 由 zz 一 > 在 Fpn 内 的 全 部 根 组 成 ， 即 Inv((cg) = Fpz. 

2) 由 如 罗 瓦 基本 定理 即 得 . 

3) 根据 伽 罗 瓦 基本 定理 有 


Fp ?了 pe， < 全 (ody Co) > dd. 


其 余 两 条 显然 . 口 


对 于 任意 两 个 有 限 域 Fpr 和 pm ,车 mln, 则 由 定理 8,Fp" 含有 一 个 2”" 元 
子 域 与 Fp 同 构 ， 另 一 方面 ， 由 于 Fo。 和 Fo 都 是 Fn 上 的 若 罗 瓦 扩 张 ， 根 据 
定理 3, Fp 与 Fom 的 复合 域 等 于 Fw. 这 就 是 说 ， 只 要 min, Fpm 就 可 以 看 作 
F,。 的 子 域 .而 且 Fpn /Fpw 的 匣 罗 瓦 群 等 于 (c"), 其 中 o 是 Fp 的 弗 罗 贝 尼 
乌 斯 白 同 构 . 

定理 7 和 定理 8 是 将 Fy- 作为 素 域 BF 上 的 贡 罗 瓦 扩张 所 得 到 的 结论 才 
将 Fp" 看 作 它 的 任 一 个 子 域 了 pm 上 的 仙 罗 瓦 扩 张 ， 则 定理 7 和 定理 8 可 以 推 
广 到 Fp /Fpm. 这 种 推广 读者 自己 可 以 作出 来 . 
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最 后 ， 根 据 第 七 章 定理 13 可 知 ， 当 (n,p) = 1 时 ，z" 一 1 在 F, 上 的 分 效 
域 Fp(0) 是 Fp 上 wm 次 扩张 ,其 中 为 p (mod n) 的 指数 ，《 为 一 个 本 原 nn 次 
单位 根 . 因而 Fp(C)/Fp 是 rm 次 循环 扩张 设 KK 为 By 上 任 一 域 扩张 ， 根据 定 
理 3, xz" 一 1 在 KK 上 的 分 裂 域 KiC) 即 Fp(QO) .K 是 K 上 的 一 个 循环 扩张 ， 它 的 
次 数 [K(C) : K] 是 mm 的 因子 
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这 一 节 将 揭示 特征 0 的 域 下 上 任 一 无 重 根 的 多 项 式 f(x} 的 群 和 f(x) 的 根 
可 用 根 式 解 之 间 的 深刻 的 联系 ， 这 是 天 才 数 学 家 人 徊 罗 瓦 所 取得 的 完美 的 成 条 . 

定义 6 如 果 一 个 有 限 扩张 K/F 是 一 个 单 扩张 K = F(a) 而 且 o =aE€ 
n= 二 [KK : 情 , 则 Kf/F 叫做 一 个 单 根 式 扩张 . 一 般 说 来 ， 如 果 一 个 有 限 扩张 
K/F 可 以 捅 进 一 串 中 间 域 


F=FCRhCc...Ch.=k, (1} 


使 得 每 个 1 /Fi i = 0,… ,7 一 1 都 是 单 根 式 扩张 , 则 KJ 叫做 粮 式 扩张 , 而 
Q) 虽 做 K/FF 的 一 个 根 式 扩张 链 . 

定义 7 若 域 上 一 个 多 项 式 f(x) 的 分 裂 城 巨 包含 在 严 上 一 个 根 式 扩张 
KX 中 ， 则 称 f(z) 的 根 在 上 可 用 根 式 解 . 

例 1 有 理 数 域 Q 上 一 次 多 项 式 flz) = x? 一 37 十 5 的 两 个 根 


外 1 三 3(3+ V1), X27 一 5G- v11). 


全 包含 在 = Q(V-=11) 中 ，K/Q 是 一 个 单 根 式 扩张 ， 因 而 f(z) 的 根 不 论 按 


通常 意义 或 按 现在 的 定义 部 是 可 用 根 式 解 的 . 
例 2 82 中 的 例 4, f(z) = x 十 27? 十 2 它 的 四 个 根 为 a, 一 a,3, 一 8 而 


a= VV-i-1, 8= Vy-v-i-), 


且 oa28? =2. 约定 a. 有 = V2. 于 是 8= V3.ar1. f(z) 的 分 裂 域 E= Qin.D) = 
Q(VET, V3,a), 它 本 身 就 是 一 个 根 式 扩张 . 因为 E/Q 有 一 个 根 式 扩张 链 : 


QC Q(V-1) = Ch= Fv) Ch= F(a)=E, 


因而 f(z) 的 根 在 现在 的 意义 下 是 可 用 根 式 解 的 . 
一 般 说 来 ， 如 果 域 上 一 个 多 项 式 f(x) 的 每 个 根 都 可 以 从 下 的 元 素 出 发 
经 过 有 限 步骤 的 五 种 运算 +, 一, ,+ 及 开 任意 次 方 而 得 到 ， 那 么 ， 容 易 说 明 f(z) 
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的 全 部 根 包 合 在 比 定义 6 弱 一 点 的 形式 扩张 链 
F=bCchc.-..cL=L (2) 


中 ， 其 中 工 ; = 10，b = bj_1 € Li_1. 这 里 不 要 求 me = [Li := 
0,1,… ,s 一 1, 但 是 ， 下 面 将 看 到 f(x) 的 全 部 根 可 以 包含 在 一 个 满足 定义 6 的 
条 件 的 根 式 扩张 中 反之， 如果 多 项 式 f(z) 的 全 部 根 包 含 在 根 式 扩张 五 中 ， 
而 且 天 有 一 个 根 式 扩 张 链 (1). 令 = Filo),ar = aie Riv,n,= [bh: 
五 -1]. 那么 ar 可 表 成 "war-i 的 形式 ， 因 而 天 的 元 素 可 以 表 成 1， War-1,…， 
(WED ”-: 的 线性 组 合 ， 私 数 在 五 -1 中 .对 + 作 归 纳 法 可 知 有 的 元 素 可 以 
从 巨 的 元 素 出 发 经 过 有 限 次 的 二 ,一 , ,二 和 并 方 ( 开 ni 次 方 ，i 二 1,… ,7) 而 
得 到 . 因而 f(x) 的 每 个 根 也 如 此 ， 所 以 现在 根 式 解 的 含义 和 通常 的 是 相同 的 . 

对 十 一 个 单 根 式 扩张 KK = F(a),a" = a € 也 若 次 数 m 是 一 个 复合 数 
nn 二 Fs, > 43 > 1, 则 在 F 与 正之 间 插 入 中 间 域 上 = Fla") 使 得 FCLCK 
为 一 个 根 式 扩张 链 , 而 且 [上 :下 =7,[K :了 = s. 因此 在 定义 6 的 {1) 式 中 适当 
插入 一 些 中 间 域 可 使 (1) 仍然 保持 是 K 的 一 个 根 式 扩张 链 而 且 每 个 [Fi : 后 -1] 
部 是 素数 、 

在 秩 罗 琵 理 论 中 ， 我 们 必须 要 求 可 以 用 根 式 解 的 这 一 类 方程 中 自然 要 包括 
全 部 一 项 方程 2" 一 a (a € FF) 在 内 ， 特 别 要 包括 z" 一 1 在 内 因此 需要 我 们 首 
先 讨论 x" 一 1 在 下 上 的 分 裂 域 的 佑 罗 瓦 群 . 

定理 9 z* 一 1 (n> 办 在 有 理 数 域 Q 上 的 分 到 域 互 的 甸 罗 瓦 群 和 整数 模 
hn 的 环 ZJnpZ 的 单位 群 Z* = (ZJnZ)” 同 构 ， 

证 明 由 第 七 章 86 知道 ，z" 一 1 在 Q 上 的 分 裂 域 可 由 任 一 个 本 原 的 n 次 
单位 根 < 生成 ， 即 EE = Q(O).C 是 分 圆 多 项 式 重 n(z) 的 根 ， 由 于 鲁 ,(zx) 是 一 个 
整 系数 多 项 式 而 且 是 不 可 约 的 ， 因 而 (zx) 是 《的 极 小 多 项 式 . 于 是 吾 对 QQ 的 
次 数 等 于 更,(z) 的 次 数 p(n). 即 n 的 欧 拉 函 数值 ， 巾 定理 2 可 知 E/Q 是 一 个 
项 罗 瓦 扩张 ， 由 定理 1 可 知 E/Q 的 合 罗 瓦 群 G 是 一 个 ptn) 阶 群 ， 现 决定 G. 
根据 81 引 理 4,6n(z) 的 wn) 个 根 6"， (v,n) = 1, 在 G 下 是 传递 的 . 对 于 每 个 
og EG,C 在 o 下 的 象 o( 疏 是 鲁 nix) 的 一 根 ，z(G) 二 4 反之 , 对 再 ns(z7) 每 个 根 
Cv, 有 一 个 唯一 的 ce G 使 得 o(C) = 4*. 因此 G 的 元 素 可 记 成 rw; (v7) 二 1 
它 由 方程 oy(C) = kx 唯一 决定 ， 显然 ov = 0 当 而 习 仅 当 v 4 (mod n)， 由 计 
算 可 知 ， ovon( 人 ) = ov(G8] = 46"* 二 0vp(0). 于 是 


Oy Op = Ovps 


所 以 Gs 关 (Z/nZ)*， 
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定义 8 如 果 一 个 凯 罗 瓦 扩张 EB/F 的 铅 罗 瓦 群 是 一 个 交换 群 ， 则 EfF 叫 
做 一 个 阿 贝尔 扩张 . 例如 Q 上 的 分 圆 域 是 一 个 阿 贝 尔 扩张 . 

推论 设 三 为 一 个 特征 0 的 域 ， 开 为 科 一 1 >0. 在 已 上 的 分 腹 域 ， 则 
Gal(KIF) 与 (ZJnZ)j* 的 一 个 子 群 同 构 ， 因 而 五/ 已 是 一 个 阿 贝尔 扩张 . 

证 明 根据 定理 3, KK = B- 下 复合 域 ，Gal(K/F) 全 Gal(E/ENF), 而 后 者 


是 Gal{E/Q) 的 一 个 子 群 ， 因 而 它 与 (Z/nZ)* 的 一 个 子 群 同 构 . 口 
定理 10 设 了 为 一 素数 ， 若 域 玉 包含 卫 个 不 同 的 了 次 单位 根 ， 则 马 上任 
一 个 史 次 搞 环 扩张 区 部 是 根 式 扩张 . 


证 明 由 假设 ，F 包含 p 个 不 同 的 了 次 单位 根 ， 那 么 2? 一 1€ Fl[z] 是 一 
个 可 分 多 项 式 . 它 与 微 商 (zz 一 1) = pzrP-1 可 素 ， 从 而 卫 关 0 由 此 可 知 下 的 
特征 或 为 0 或 者 为 一 个 素数 ， 若 为 后 者 ， 则 FF 的 特征 必 与 P 互 素 . 这 Pp 个 p 
次 单位 根 可 由 一 个 本 原 的 p 次 单位 根 5 生成， 1 6 其 次 ， 巾 题 设 
K/F 是 p 次 循环 扩张 则 G = Gal(K/F) 为 一 个 了 阶 循环 群 ， 设 由 > 生成 . 由 
于 [K :下 =p 为 素数 ， 开 可 由 下 外 任 一 元 素 8 生 成 . 这 是 因为 [F(0): F]>1 
且 整 除 p, 必 有 [F( 的 :下 =p 从 而 下 (的 = KK. 以 下 是 证 明 的 关键 . 应 用 拉 格 朗 
日 的 预 解 式 ， 就 是 利用 了 次 单位 根 从 8 作出 一 个 新 的 生成 元 使 得 它 的 pb 次 方 属 
于 FF. 令 1,C,C?,… ,CP-1 依次 与 ,0( 的 ,0*(9),… ,0?-!( 介 相 乘 后 求 和 得 


(CO) =0+Co(0) t+-+ Cr-lor-!(0). 


这 个 和 数 叫做 拉 格 朗 日 预 解 式 . 它 有 如 下 的 特性 ， 用 o 作用 于 (6,8), 注意 < 在 
下 不 动 ， 


a(C,0) = 0(0) + Ca) + + 人 + 一 (人 


假若 (人 关 0. 由 于 《 关 1,， 有 ol(6,0) 天 (的 , 由 此 可 知 (4, 外 不 属于 F, 所 以 
(人 ) 是 天 的 一 个 生成 元 而 且 (6,9) 的 p 次 方 属于 F, 这 是 因为 


al(6,0)?) = (0(€,0))? = (有关 三 (9 


于 是 (C,9)? 是 a 的 也 是 G 的 一 个 不 动 元 . 根据 例 罗 玩 扩 张 的 定义 ，(C, 0)? 属 

于 F. 由 此 可 知 玉 是 下 上 的 一 个 根 式 扩张 .为 了 保证 至 少 有 一 个 拉 格 朗 日 预 解 式 

(C,0) 不 等 于 0. 我 们 联合 考察 p~-1 个 拉 格 谓 日 预 解 式 (C0),{62,0),.. , (56° .0). 

还 加 上 一 个 (从 =8+o(9) +…+o7-!'(9). 注意 这 个 元 素 属 于 F. 具体 写 出 就 

人 ,0)=0+00(0) +.…+ Cip— lap”1i(0), (3) 
of = E60, v=0,1,.%,p—1. 
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对 (3) 式 两 端 求 和 ， 注意 cy(D) 的 系数 G 二 十 好 十 6 十 十 CO 一同 光 1 < <p 
时 ，mj =1+56+…+G1=0 而 oo= 刀 所 以 


(L460 + + (067 ,0) = ph. 


由 于 XCF) 二 0 或 (p,x( 丰 ) = 1 因而 p 关 0 假设 (4,0),…,(C?-1,9) 全 为 0, 则 
0 = 了 人 E 五 ,了 矛盾， 所 以 至 少 有 一 个 (9 分， 1 < v < P 不 等 于 0, 这 就 完成 
了 定理 的 证 明 . 口 

下 面 要 用 到 可 解 群 ， 回忆 一 下 有 限 可 解 群 的 一 条 基本 性 质 ， 一 个 有 限 可 解 
群 G 有 一 个 合成 群 齐 

G=GoD3G 2 …2DG， 
使 得 因子 群 G,/Gir1.i = 0,1,… ,7 一 1 部 是 素数 阶 循环 群 ， 而 且 可 解 群 的 子 群 
仍 是 可 解 群 。 ( 见 第 二 章 习 题 42) 

定理 11 (人 物 罗 瓦 ) 设 F 为 特征 0 的 域 ， 车 多 项 式 Flz) E [lz] 在 王 上 的 
分 末 域 巨 的 佑 罗 瓦 群 Gal(E/F) 是 可 解 鸭 ， 则 f(z) 的 根 可 用 根 式 解 . 

证 明 我 们 证 明 与 定理 等 价 的 命题 ， 若 特征 0 的 域 上 有 限期 罗 瓦 扩 张 五 
的 徊 罗 瓦 群 G 是 可 解 的 ， 则 巨 可 以 包含 在 一 个 根 式 扩张 天 /已 中， 证 明 对 次 数 
[E : F] 作 归纳 法 . 假设 当 [E :下 < mn (n > 1D 时 命题 成 立 , 求证 当 [ 匹 : =n 时 
命题 也 成 立 . 设 p1,… ,pt 为 1 的 金 部 相 异 的 素 因 子 ，m = pip2…Pi, 设 6 为 一 
个 本 原 的 mn 次 单位 根 , 则 所 (0) 是 下 上 一 个 阿 贝尔 扩 张 ，[F(O) :网 和 pn) < nn 
阿 贝尔 群 Gal(F(C)/F) 当然 是 可 解 群 . 根据 归纳 法 假设 ，F(¢) 包含 在 一 个 根 式 
扩张 LJF 中 . 设 

F=Fchc..ch,=L (4 
是 Lf/F 的 一 个 根 式 扩张 链 、 然后 作 巨 和 工 的 复合 域 -LH = Gal(BL/L) 是 
G = Gal{E/F) 的 一 个 子 群 .因为 可 解 群 的 子 群 仍 为 一 个 可 解 群 ， 于 是 且 有 一 
个 合成 群 列 
H=HoD HD...DH 
使 得 二/ Hi_1 是 一 个 素数 阶 循环 群 ，i = 0,1,… .+ 一 1 在 伽 罗 瓦 对 应 下 让 EL/L 
的 中 间 域 L/L 与 子 群 Hi; 相对 应 、 于 是 得 到 EL/L 上 的 一 个 子 域 链 


L=IoCcChCcC:-.…CL.= EL, (5) 


使 得 L; 是 L;_1 上 分 罗 瓦 扩张 ， 而 且 Gal(5i;/ -1) 兰 HifHi-1. 因而 Lif i-1 
是 素数 次 循环 扩张 ， 而 且 [5; : Li-1] 都 是 的 索 因 子 ， 也 是 阅 的 素 因 子 . 由 于 
工 包 含 本 原 的 m 次 单位 根 ， 当 然 也 包含 每 个 本 原 p; 次 单位 根 ， 根 据 定理 10, 每 


84 方程 的 根 可 用 根 式 解 的 判别 准则 261 


个 LifLi-1 是 一 个 单 根 式 扩张 . 将 (4) 和 (5) 连接 起 来 就 得 到 EL/F 的 一 
式 扩张 链 ， 于 是 王 包 含 在 根 式 扩张 EL/F 中 ， 这 就 完全 证 明了 定理 . 口 

下 面 着 手 证 明定 理 11 的 逆 定 理 . 首先 证 明定 理 10 的 道 定 理 ， 

定理 12 设 域 下 包含 nn 个 不 同 的 次 单位 根 ，n > 0. 则 二 项 式 xz 一 aa 
Ea 关 0, 在 上 的 分 异域 巨 的 伯 罗 瓦 群 G 为 捅 环 群 ， 其 阶 为 n 的 因子 ， 特 
列 ， 若 z2 一 4 在 王 上 不 可 约 ， 则 1G| =n. 

证 明 与 定理 10 的 开头 一 样 ， 由 假设 可 知 FF 的 特征 或 为 0 或 为 一 个 素 
数 而 且 它 与 于 素 . 下 的 m 个 m 次 单位 根 可 由 一 个 本 原 的 n 次 单位 根 《 
生成 : 116 人 ;Cn 设 8 为 也 一 ea 的 任 一 根 则 x" 一 a 的 1 个 根 为 
9.C0,C20,… ,Cm-10. 它们 全 属于 (0), 因 而 = F(8,60.… ,4"™ 9) = 了 (9). 辐 
样 电 = FC 的, i 二 0,1,… ,nn 一 1. 对 于 每 个 €G,o(0) 仍 为 x7 一 a 的 一 根 ， 
设 为 o(0) = C9. og 由 48 的 象 C9 瞧 一 天 定 ， 因 而 o 可 表 成 mw. 此 时 cv 和 or 
相等 当 而 且 仅 当 v 三 (mod n). 由 此 建立 了 一 个 单一 映射 


Go Zn2 
gy PT=v (mod n), 


注意 cv(5) = 4, 由 计算 


gyon(0)=0v(0.(8 )}= Ov (C8) = 一 Cro,(0) 
一 经 有 一 CT 二 Tyr (0), 


所 以 ov :ou = awkie 因而 上 述 映 射 是 一 个 单一 同 态 . 所 以 G 和 加 法 群 Z/n2 的 

一 个 子 群 同 构 ， 由 于 Z/nZ 是 一 个 n 阶 循环 加 法 群 ， 因 而 G 是 n 阶 循环 群 的 
一 个 子 群 ，G 是 一 个 循环 群 而 且 阶 为 n 的 因子 . 若 x* 一 a 在 下 上 不 可 约 ， . 
马 : 如 = 加 从 而 |G|=2 此 时 G 是 一 个 阶 循环 群 . 

推论 设 p 为 一 素数 而 且 下 包 含 p 个 不 同 的 p 次 单位 根 ， ee < 
瑟 a 关 0, 在 上 分 型 域 妃 或 是 一 个 也 次 手球 扩张 或 者 已 一 已 按照 @ 在 正方 
不 能 开 卫 次 方 或 否 而 定 ， 

证 明 根据 定理 12,B/F 的 伽 罗 瓦 群 只 能 是 2 阶 群 或 单位 元 群 , 因而 五 /到 只 
能 是 p 次 扩张 或 上 = 了. 若 互 = FF, 则 xz? 一 a 在 下 完全 分 解 成 一 次 因 式 之 积 , 即 
9,C9,… ,cp-16 全 属于 下. 此 时 a= {一 1)?0- C9.…6?710={-D? (一 中 P-19p， 
即 a=8?,a 在 FF 内 可 开 p 次 方 . 反之 , 设 a 在 F 内 可 开 p 次 方 ， 8EF 为 a 的 
一 个 p 次 根 . 于 是 zx? 一 a=27 一 07 二 (x-0)(x-C0)… (x 一 C19), 2 一 C6 € Flz], 
所 以 互 二 F(9,C9,… ,iP-19) = 下, 总 之 ， 玉 = 下 当 而 县 仅 当 a 在 五 内 可 开 p 
次 方 . 口 
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引 理 设 下 /已 为 一 根 式 扩张 ， 盏 = 而 CC 而 CC 玉 = 下 为 它 的 一 
个 根 式 扩张 链 ， 并 假定 当 Xx(F) 为 素数 时 所 有 [Fi; : 所 -1] 都 与 x() 至 素 ， 则 
fF 的 正规 用 包 EfF 的 人 稳 罗 瓦 群 G 是 可 解 的 ， 而 且 |G| 的 素 因 子 不 超出 所 有 
[Fi : 本 _1] 所 含 的 素 因 子 . 

证 明 首先 由 假设 可 知 玉 /下 是 可 分 的 ,因而 E/F 也 可 分 , 它 是 傣 罗 瓦 扩 张 . 
设 Fi= Fi(Q0), of = Qt € Fpi = [i : 1] 而且 不 妨 设 pi (i=1,…,t) 
者 是 素数 .五 在 下 上 正规 ,当然 巨 在 每 个 五 -1: 上 也 正规 zu -ai-l 是 所 -1 
上 不 可 约 多 项 式 是 在 五 内 有 一 根 as, 而 有 是 当 Xx(F) 为 素数 时 ，pi 与 X( 五 ) 互 素 ， 
因此 7P - ai-l 在 所 -| 上 可 分 , 它 的 pi 个 根 ai.Gioi,… ,Gas 全 在 巨 内 ， 
其 中 6 为 一 个 本 原 的 pi; 次 单位 根 ， 于 是 6; = Gosfas, i = 1,… ,t, 全 属于 瑟 . 
令 fo = 了 (4,-… ,G4). 根据 定理 9 的 推论 以 及 83 的 最 后 的 说 明 ， Ko 是 上 
的 阿 贝 尔 扩张 .显然 Ko 包含 全 部 本 原 的 p; 次 单位 根 划 . 其 次 ， 在 Ko 上 作出 
一 个 根 式 扩张 链 .， 首先 将 G 作用 于 aa 得 到 一 个 千 递 集 Qa1,g2(Q1),…… ,or {a1). 
令 天 = Ko(Qi,02(01),… ,On (a1)). 显然 天 在 G 下 是 稳定 的 . 就 是 说 ， 对 所 
有 月 oeEG 有 ol(K) Cc Ki. 因此 Ki 在 上 正规 从 Ko 到 KK 有 一 个 扩张 链 


Ko C Rolo) C Ko(o,02(01) C1: C Kolai, oa(a1), .on (m1)) = Kr. (6) 


出 于 caajpP = oa = oilao) = G0 € F, 当然 ov(Qa1)?! = ao € Ko. 因而 (6) 
是 Ki /Ro 的 一 个 根 式 扩张 链 , 后 一 项 是 前 一 项 的 一 个 pi 次 根 式 扩张 即 pi 次 御 
环 扩张 或 等 于 前 一 项 (定理 12 及 其 推论 ). 其 次 将 G 作用 于 as 得 到 一 个 传递 集 
as Ta(02) ,To(a2). 令 卫 = 天 (aom(az) ,rs(as)) 同 理 可 知 到 在 到 
上 正规 而 且 从 Ki 到 K2 有 一 个 根 式 扩张 链 


KiC Klas) C Kifaa no2)) CC Kilag ,Tra(02)) = Bh2. 


其 中 后 一 项 是 前 一 项 的 一 个 py 次 根 扩张 是 po 次 循环 扩张 或 者 等 于 前 一 项 ， 这 
样 继 续 下 去 ， 我 们 作出 一 个 扩张 链 
FCKRoCERICCKR, 

使 得 K; 都 是 严 上 正规 扩张 ， 从 总 到 Ki 有 一 个 根 式 扩张 链 使 得 后 一 项 是 
前 一 项 的 Prt+i1 次 循环 扩张 ， 而 且 K 包含 人 lm2: Nt 因而 Ki 包含 K. 由 于 
EE 是 玉 寿 上 的 正规 闭 包 必然 Ki = 巨 . 在 伽 罗 筷 对 应 下 令 G 的 子 群 Gi 与 
KK, 相对 应 ， 于 是 G:; 都 是 G 的 正规 子 群 .而 且 根 据 上 面 的 作法 ， 可 知 从 Gi 到 
Gil 有 一 个 子 群 列 


Gi;i = GDGD I Gs 二 Cri i=0, ,tt—1. 
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使 得 Giyrt < Gi 而 且 商 群 Gi /Gi+1 是 -个 素数 pi+l 阶 循环 群 . 加 之 ，G/Go = 
Gal(Ko/F) 是 一 个 阿 贝 尔 群 ， 所 以 G 是 一 个 可 解 群 . 口 

我 们 知道 ， 可 和 解 群 的 同 态 象 还 是 一 个 可 解 群 。 ( 见 第 二 章 习 题 机 .) 

定理 13 《全 罗 瓦 ) 设 X(F) = 0,E/F 为 上 一 个 多 项 式 f(x) 的 分 裂 域 ， 
若 f(z) 可 用 根 式 解 ， 则 EE/F 的 伽 罗 瓦 群 是 可 解 的 . 

证 明 根据 根 式 解 的 定义 ，f(z) 的 分 裂 域 马 包 舍 在 一 个 根 式 扩张 KK/ 中. 
出 引 理 可 知 ， K/F 的 正规 闭 包 EI/F 是 伽 罗 瓦 扩 张 而 且 Gal(BfF) = G8 是 一 
个 可 解 群 .在 匣 罗 瓦 对 应 下 设 吾 与 G 的 子 群 五 对应， 则 五 在 GG 内 正规 而 且 
Gal(B/F) 兰 他 /下 . 因为 可 解 群 的 商 群 仍 为 可 解 群 ，G /于 可 解 . 所 以 Gal(E/F) 
可 解 . 口 

综合 定理 11 和 定理 13, 我 们 得 到 

方程 的 根 可 用 根 式 解 的 判别 准则 在 特征 0 的 域 已 上 ， 多 项 趟 A(x) 的 根 可 
用 根 式 解 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 的 分 异域 五 /下 的 如 罗 瓦 群 是 可 解 的 ， 

定理 11 的 一 个 特殊 情况 是 ， x" - 1 在 特征 0 的 域 上 是 可 以 用 根 式 解 的 ， 
当 ? 为 素数 时 ， 在 伽 罗 瓦 之 前 已 为 高 斯 所 证 明 ， 上 友 过 来 ， 这 个 特殊 情况 又 是 定 
理 11 成 立 的 前 提 . 定理 11 可 以 推广 成 

定理 11' 设 EJF 为 域 下 上 一 个 可 分 多 项 式 f(7) 的 分 裂 域 . 当 X{(F) 为 素 
数 时 ， 还 假定 次 数 巴 : FF] 的 每 个 素 因子 小 于 x( 玉 . 于 是 ， 着 Gal( 已 /大 ) 可 解 ， 
则 f(z) 可 用 极 式 解 . 

定理 11 的 证 明 完全 可 以 照搬 过 来 作为 定理 18 的 证 明 ， 只 要 注意 在 那里 的 
次 数 {F(G : 看 不 仅 小 于 n 而 且 它 的 每 个 素 因 子 也 是 wlmm) 的 素 因 子 ， 因而 小 
于 xX()( 当 X(F) 为 素数 时 )， 口 

定理 13 也 可 以 推广 成 

定理 13' 设 域 已 上 一 个 可 分 多 项 式 的 分 裂 域 五 /下 包含 在 一 个 根 式 扩 瑟 链 


下 = 而 C 而 CC 下 一 下 


中 ， 而且 假 定 当 (五) 为 素数 时 ， 每 个 [四 :全 1] 与 X(E) 亚 素 于 是 Gal(E7 人 
是 可 解 的 . 
定理 13 的 证 明 完 全 适用 定理 13 口 
说 明 ， 从 定理 11' 和 定理 13' 看 到 ， 当 基 焉 的 特征 为 素数 时 ， 玉 于 可 
分 多 项 式 f(z) 可 用 根 式 解 的 充分 条 件 比 它 的 必要 条 件 要 强 一 些 . 这 一 点 可 参看 
本 章 习题 46， 


264 第 八 章 佑 罗 瓦 理论 


$5 7 次 一 般 方程 的 群 
我 们 说 域 上 nn 次 一 般 方程 是 指 下 列 方程 
Ffz) = 2 十 五 Zn 十 :十 起 二 0， 


其 中 己 ，…… ,ts 是 下 上 的 独立 未 定 元 即 代数 无 关 元 . 实际 上 ，f(x) 并 不 是 下 上 的 
多 项 式 而 是 n 元 多 项 式 环 民 = Fl ,… ,tn] 上 的 多 项 式 ， 问 题 是 确定 f(z) 在 民 
的 商 域 F(t1,… ,tn) 上 的 若 罗 瓦 群 . 如 果 这 群 是 可 解 的 ,并 假定 当 X[ 五 ) 为 素数 
时 , x(F) 大 于 的 每 个 素 因子 , 则 可 进而 导出 f(x) 的 根 用 根 式 解 的 表达 式 . 从 此 
得 到 如 下 的 结论 : 上 任意 nn 次 可 分 多 项 式 g(x) = z+a12"™ 1 十 十 nai 三 瑟 ， 
在 下 上 可 用 根 式 解 ， 而且 它 的 解 可 在 上 述 表 达 式 中 用 ai 代入 去 而 得 到 .这 就 
是 所 谓 的 公式 解 . 为 了 决定 fix) 的 群 , 先 考虑 户 上 n 次 多 项 式 环 下 [za … ,Tn] 
的 一 个 五 自 同 构 群 . 设 $, 为 文字 1,2,… ,n 的 对 称 群 ， 每 个 9 € Sn 引起 
F[z1.…: za] 的 一 个 自 同 构 


PTI En) VL) ,Lotn)), 


而 量 它 还 保持 下 的 元 素 不 动 . 这 个 六 和 白 同 构 由 x1,… ,zn 的 象 zr00，… ,zolm 
唯一 决定 ， 仍 记 作 o. 这 个 自 同 构 还 可 了 唯一 地 开拓 成 Flzx1,-… ;xnj 的 商 域 五 = 
(zl .Yn) 的 下 - 自 同 构 5, 对 于 p(x ,ny 呈 (21 nn) GE 下 [Zn 
规定 


_ eplzl En)Y op(Z1 ,Tn) 
wir Tn) ol(z1 Zn) 


不 难 验证 ， 对 下 ore Sn, 有 5: 了 =57, 而 且 当 oo 关 7 时 ， 显然 5 关 7, 这 样 得 
到 KK 的 一 个 F- 自 同 构 群 ， 与 55 同 构 ， 为 简单 起 见 ， 让 地 仍 记 为 ", Sn 看 作 
太 的 FF- 白 同 构 群 ， 用 所 表示 9 的 不 动 域 ， 根 据 定理 LK : 所] = |Sn| = 
显然 了 CC 而且 所 还 包含 71，… ,Yn 的 初等 对 称 函数 


J1 = 了] 十 Yo 十 …: 十 En; 
02 = LIF 十 TI1Z3 十 十 na 一 Zn 


tt 


因而 Flo4.… 04) C 所 ;从 而 [KK :Flo1,… ,onj] > [K : 下] = ml. 另 一 方面 ， 
g(r) = (zZ 一 ZJ(Z 一 22) (TL—Tn) = za 一 OZn-1 二 十 (一 1)non 是 下 (oa ,On) 
土 的 多 项 式 ， 它 在 (01,… ,0n) 上 的 分 裂 域 为 F(a,… ,njtz ,Zn) 三 
(71,… ,zn) = 天 ,因而 次 数 [K : F(01,… ,0n)] < ni( 参 看 第 七 章 定理 5 的 
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推论 总 之 [K : FR] = [K :Fe so] = nb 由 FF(0,… ,0n) C 两 可 知 
F(a1,… ,0n) = 及. 因而 是 (01,… ,on) 上 的 多 罗 瓦 扩张 而 且 它 的 群 为 n 
个 文字 的 对 称 群 5 

设 巨 为 上 n 次 一 般 方程 f(z) = zn +zn-! 十 … 十 机 的 分 裂 域 (在 
F(t tn) 上 )us… ,un 表示 f(z) 的 根 .于 是 B= 恶人 ,可 )(en tn) = 


下 (tw,… ,Un). 五 包含 一 个 子 环 下 [ua ,un], 它 是 下 上 一 个 有 限 生 成 的 环 ， 我 
们 可 以 应 用 第 三 章 定理 15. 来 建立 环 同 态 7 :Fz1,… ,xn] 一 下 [ul，… ,an] 使 得 
(zi) = ti 而且” 限制 在 上 为 恒 等 同 构 、; 是 满 的 . 而 有 旦 wm 作用 在 z1，… ,2 
的 初等 对 称 函 数 cf 上 有 


(oil 三 7 ( > Tu Tuo i = Dy Uy Up Uy, = (—1)it. 
VE DA- 

如， ,he 在 F 上 代数 无 关 ， 从 而 推出 它们 的 原 象 一 T1 O02 (一 1)non 在 F 上 

也 代数 无 关 ， 我 们 进一步 证 明 ?是 单一 的 . 设 9 将 一 个 g(x1,… ,zn) 变 成 0, 作 


{TL Tn) = [I 和 fg(71 ,Tn)), 
万 ESn 
于 是 (ulzi pzn)) 二 (ozn) 对 所 有 的 TE Sn， 于 是 (21,… ,2n) 
属于 5 的 不 动 域 F(q1,… ,an)j， 加 之 ， 风 (51,… ,Tn) € 了 Iz1,… ,zn]， 因而 
由 (x1,.… Zn) 可 唯一 地 表 成 cl,… ,om 的 多 项 式 , 设 训 zi ,zn) = ga on) 
E Flzl，… ,on]. 一 方面 Mtp(lal, :oa)) = ez zj) = [IT rg 


TE5n 

zn))) = 0. 另 一 方面 ，9(p(o1 on)) 一 9 下 (一 "tn 从 而 Pa ， 
(-Dnti) = 0. 由 于 让) 各 在 五 上 代数 无 关 ， 可 知 2 和 (1 加 ) 中 
t1,… ,tn 的 每 个 单项 式 的 系数 为 0, 从 而 推出 wp(01,… ,rn) 中 4,… ,0n 的 每 个 
单项 式 的 系数 也 为 0. 由 此 推出 wz … ,zn) = 0.9(z1,… ,zn) 二 0. 因而 ?是 音 
射 的 . 于 是 Fz1,… ;Za] 兰 五 aa 由 此 可 知 它们 的 商 域 F(x1,… ,zn) 尝 
Ffu van) 即 政 兰 吾 而 且 = 诱 导出 Fa ,0n) 苦 五 (和 加) 所 以 三 
在 F(t1,… , 声 ) 上 的 向 罗 巨 群 同 构 于 天 在 F(o1,… ,on) 上 的 伽 罗 瓦 群 即 9 
于 是 得 

定理 14 域 严 上 六 次 一 般 方程 F(z] 一 2 十 和 Zn 十 二 加 在 F(t1,… ,tn) 
上 是 可 分 的 。 f(z) 在 (hi,… ,tn) 上 的 伯 罗 瓦 群 是 n 个 文字 的 对 称 群 . 

我 们 知道 ， 当 n < 4 时 对 称 群 S。 是 可 解 的 ， 而 当 nn > 5 时 Sa 是 不 可 解 
的 ， 于 是 得 
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定理 15 ( 阿 贝尔 - 鲁 菲 尼 ) n > 5 的 一 般 方 程 f(x) = oo 十 慧 ZL 十 十 如 
在 丰 (t1,… ,tn) 上 是 不 能 用 根 式 解 的 ， 

以 下 讨论 域 上 三 次 和 四 次 一 般 方程 的 形式 解 . 

例 1 Flz) = 2 | 天 2,3. 


解 因 X(F) 关 3, 作 和 替换 z 二 y - 3, fy 号 ) = 


2 
p = 一旦 + 和 bg = 让 (28 一 9tbb +274s),p 和 9 在 上 代数 无 关 令 肌 一 
F(ti,t2,t3).，g(y) 和 f(z) 有 相同 的 分 裂 域 Ej 所 因而 它们 的 群 同 构 ， 仍 用 ss 
表示 g(y) 的 群 ， 抽 , ,Ba 表示 gl9) 的 根 . Ss3 = (0,7),o = (123),7 = (12). 
g( 太 的 判别 式 DD = 一 知 ? - 2792. 由 于 Xx{ 玉 ) 关 2 根据 定理 5, 与 及 = hi(vVD) 
对 应 的 53 的 子 群 是 4s = (0), Gal(E/ 羽 ) = 43. 因而 Ef/ 是 一 个 3 次 循环 扩 
张 ， 由 定理 10 知道 ， 求解 3 次 循环 扩张 ， 需要 添加 3 次 单 们 根 到 基 城 邱 . 由 
于 x(F) 关 2,3, 本 原 的 3 次 单位 根 w 可 以 用 根 式 表 出 w = 2(~1 + V3), 另 
一 根 为 w2. 将 w 添加 到 互 , 于 是 E(w) 傣 是 瑟 (w) 上 的 3 次 循环 扩张 ， 而 且 
E(w) = Fa(B, Ba, 83)(w) = Balw) (Ba, Bo, ta)} = Flew (8 ). 于 是 应 用 定理 10, 作 

拉 格 朗 日 预 解 式 

(2,1) = P+ wo(B) + wo(B) = ++， 

(2.81) = PB + wo(B) + woo) = BL + wt + ws, 

(1,81) 三 岂 +afp) 十 o2(0) = 人 十 如 十 BB 二 0. 


三 知 (w, 63,(o2, 房 ja € 丽 (w). 应 用 恒等式 YY 二 (XYX4wY)(X+ 
wz 了), 计算 


(w, 1)3 + (oo2 有 3=39 .3uw253 .308 = 27(-9) = -279. 
(02,31). 02,01):=[t, Pi)(w?, 8 让 = [以 十 冻 十 路 一 BiB2 一 Bafa 一 GP 
=(-3p)™. 
因而 (ww, 和 (w?, 3 适合 一 次 方程 22 十 27gr 一 (3n)3. 所 以 
wps = -Tg+ 3V-3D, hn 
(2,61) = 3 3V-35. 


fw, 起 和 (w2,B1) 分 别 是 上 两 式 右 端的 立方 根 ， 各 有 三 个 值 ， 可 以 配 成 几 对 ， 
但 是 (w, 记 ) 的 值 和 (w?, 81) 的 值 配 成 的 对 必须 满足 代数 关系 


(w, A) : (ww, B1) et 
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满足 这 种 关系 的 只 有 三 对 值 ， 任 取 其 中 一 对 ， 代 入 下 式 
8 = 3 ) + (AA) 
B= Boo, B) + (1), @ 


By = 3 B) +7, 1), 

就 得 到 gty) 的 三 个 根 . 若 取 其 它 两 对 代入 上 式 得 到 的 三 根 只 差 一 个 轮换 ， 最 后 
得 到 f(x) 的 三 根 mi = 总 一 i= 1.2.3. (1) 和 (2 就 是 3 次 方程 的 公式 解 . 
当然 一 些 特殊 的 3 次 方程 有 其 特殊 的 解法 ， 不 必 套 用 公式 、 套 用 公式 反而 使 计 
算 复 杂 . 

例 2 ffz) =r tre ttor: +tsr+ta, xX(F) #2,3. 

解 因 X(F) x 2. 作 替换 z=y 一 全 代入 7 得 了 (5 全) = gt) = 
4 +p 十 9y 二 7, 其 中 p= -入 +t2.4 = x — 了 +ta,7 = = 调 人 a 一 
了 ta 十 ta. 令 互 =F(&… ,4). f(z) 和 Hy) 在 所 上 有 相同 的 分 裂 域 E, 内 而 
gly 在 互 上 的 群 仍 为 564. gly) 的 根 记 作 81,132,83,84. 54 中 4 阶 正规 子 群 信 
由 c = (12)(34),r = (13)(24) 生成 ， 在 饮 罗 所 对 应 下 与 子 群 了 对 应 的 至 /六 的 
中 间 域 ， 根 据 定理 6, 是 而 上 6 次 扩张 ， 它 由 


8 = (及 十 记 )[ 亩 十 竣 ) 丰 二 (十 B33 + 4),0s = (有 + 十 3) 


生成 , 记 成 下 = 而 (外 扣押) i 所 适合 的 3 次 多 项 式 为 h(x) = 3 十 和 22 十 的 十 
本 ,其 中 下 = 一 2p, 嫩 三 成一 条 ,ba 二 六. h(x) 就 是 f(z) 的 3 次 预 解 式 .以 上 的 讨论 
在 假定 x{ 下 关 2 下 部 有 效 , 为 了 能 用 根 式 求解 h(x) 的 根 , 还 需 假 定 x(F) 去 2.3. 
这 时 可 应 用 例 1 得 到 的 h(x) 的 根 式 解 , 即将 遇 ,92,83 用 根 式 表 出 - 假设 四, 旬 , 全 
已 经 用 根 式 表 出 . 下 面 的 问题 是 如 何 将 9(y) 的 根 用 9; 和 它们 的 根 式 表 出 ，E/K 
的 合 罗 瓦 群 是 T. 在 E 中 取 一 个 根 的 函数 , 它 在 了 下 是 二 值 的 ,例如 记 十 思 就 
是 这 样 的 函数 : c( 记 十 为) = 中 十 访 ,r( 出 +) 二房 +Bar( 有 二 中) = 六 十 态 ， 
出 + 由 在 下 下 只 有 两 个 值 9 + 3 和 名 十 为. 它们 适合 方程 


22 十 册 =0 ( 因 加 + 高 + 有 8 十 遍 三 0) 
解 出 鲍 十 为 = V= 页 ， 引 十 BI 三 一 V- 乓 . 同 理 得 


+a 二 V- 多 ， 抽 + 所 二 一 V 一 级 ， (3) 
Biths=V-t B+A= ~ —0s. 
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V91,V -tw 和 VYV-8% 各 有 两 个 值 ， 如 何 匹 配 才能 得 到 正确 的 上 + Bj; (i 关 站 的 
值 ， 这 需要 考察 由 + 让 ,下 二 成 ,8 + 机 在 天 上 的 代数 关系 . 由 计算 


(B31 + Bo)(32 + Ba3)(31 + Bs) 
二 一 (Bi 十 高 {Bi 十 态 )( 南 十 ) 
= [8 + 8(B + t+) + H(i + BBs + 3B4) + fadal. 


名 + 岂 十 序 = 一 六 
BBs + A + da + dada = —q. 
所 以 Y= 全 .Vv 一 铝 , V-6s 的 取 值 应 满足 
V- -Vb.vV-0s= gq. 
然后 从 (3 解 出 引 , 吕 ,333,84 如 下 
B= VV + Vm) 
如 = 3V + Vt — vfs), 
Se VC ge a 


B4 = a V 一 匈 一 V -0s). 


2 


代 回 即 得 f(z) 的 四 个 根 ai 二 记 一 i=12.3.4 


56 ” 尺 规 作 图 


尺 规 作 图 是 初等 平面 几何 的 基本 问题 之 --， 简单 地 说 ， 就 是 在 欧 几 里 得 平 
面 上 ， 应 用 无 刻度 的 直 尺 和 圆规 从 已 知 的 图 形 (如 点 、 直 线 和 圆 等 ) 出 发 作出 未 
知 的 图 形 ， 本 节 的 目的 是 研究 什么 翌 的 几何 图 形 可 以 用 尺 现 作出 ， 

初等 平面 几何 中 作 图 问题 ， 如 求 作 过 一 已 知 点 并 和 一 已 知 直 线 平行 (或 程 
直 ) 的 直线 ;将 一 已 知 线段 n 等 分 ; 作 一 已 知 角 的 分 角 线 ， 求 作 一 已 知 三 角形 的 
内 切 圆 等 等 问题 ， 都 可 以 叙述 成 如 下 的 一 般 性 的 作 图 问题 : 

定义 9 在 欧 几 里 得 平面 上 任 给 一 个 有 限 点 集 So = {P,PB,… ,Pn}, nn 之 2 
我 们 只 允许 用 无 刻度 的 直 凡 和 圆规 作 奶 下 的 图 形 

1) 过 So 的 任 两 点 作 直线 . 

2) 以 5 的 任 一 点 为 圆心 ， 以 So 的 任 两 点 的 距离 为 半径 作 圆 . 

如 果 平 面 上 一 点 P 是 D) 中 两 直线 的 交点 或 是 1) 中 一 直线 和 2) 中 一 加 的 交点 
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或 是 2) 中 两 圆 的 交点 ， 则 称 点 P 可 用 尺 规 直接 从 So 作出 . 如 果 对 点 存在 一 
串 点 Pl,… ,P,P! = 忆 使 得 P' 可 用 尺 规 直接 从 S56 作出 而 且 P' 可 用 尺 规 直 
接 从 点 集 50U {Pi,… , PI} 作出 ， 则 称 P 可 用 尺 规 从 So 作出 . 

为 了 给 出 点 PP 可 作 的 条 件 ， 我 们 引进 平面 的 直角 誉 标 系 ， 取 PL 忆 分 别 作 
为 举 标 原点 O 和 z- 轴 上 单位 点 百 . 这 样 就 建立 了 平面 直角 坐标 系 ， 从 而 赋 子 了 
每 点 P 以 坐标 (ai,4%), 特别 PL = (0,0), 己 = (1,0). 这 样 ， 单 从 原点 O 和 单位 点 
巨 出 发 能 作出 哪些 点 ? 首先 在 x- 铀 上 可 作出 坐标 为 整数 的 点 (7,0),r < Z. 然后 
作 过 O 点 旦 与 z- 轴 重 直 的 直线 即 y- 轴 . 在 灵 轴 上 可 作出 一 切 点 (0,5),sE 2 
进而 作出 平面 上 一 切 格 点 (r,sj,r,sE Z， 再 作 线段 DG,Q = (r,s) 的 m 分 点 


(过 ,三 ) .这样 就 作出 了 平面 上 的 “ 切 有 理 点 ， 这 个 点 集 在 二 面 上 称 密 , 当然 还 
可 作出 更 多 的 点 . 


注意 ， 若 点 Pla, 可 以 用 尺 规 从 5o 作出 , 则 已 至 z- 轴 和 y 轴 的 垂 足 
{a,0) 和 (0 入 也 可 用 尺 规 从 So 作出 .而且 与 已 成 六 轴 对 称 的 点 (a, 下) 以 及 
绕 原点 反 时 针 方向 旋转 5 得 到 卫 的 象 点 (-b,0) 部 可 以 从 So 作出 . 

为 了 以 后 的 应 用 ， 我 们 把 下 面 上 的 点 用 复数 表示 .在 给 定 的 直角 坐标 系 中 
将 点 P(a,b) 看 作 复 数 z =a+ bYV=L. 以 后 点 Pla, 台 和 复数 z 二 a+bV-1 可 以 
邱 相 表示 ， 于 是 上 述 基本 事实 又 可 表 成 : 

域 QI(V=D 的 每 个 数 部 可 以 用 尺 规 从 数 集 各 ,1} 作出 . 

这 样 对 数 集 {0,1} 引进 了 基 域 QUV=T, 对 任意 给 定 的 复数 2 ，… ,zn (n > 路， 
由 上 上面 的 注意 可 知 ， 若 复数 * = a + 5V-I 可 用 尺 规 从 So = {0,1,z1.… ,zn} 
作出 ， 那 么 e 和 也 可 用 尺 规 从 5 作出 ， 因 此 对 $ 也 引进 一 个 基 域 五 = 
Q(VED, 2 ,Zn D1 Bn), 为 i 的 共生 设 2 二 a 二 bvV-l,i= 1 ,nn 
I 
则 束 =Qi 一 Vl 而 且 下 包 会 Qi 二 3(%*+ 纹 ) 和 = -58 一 ZijV-l. 因而 
五 包含 一 个 实 子 域 而 二 Q(a1,… amp ,bn) 而 且 
Ea = Flv—1). 

定理 16 任 给 复数 zi = w + bl i = 1 ,n,n 之 0, 并 设 所 二 
Q(VETI 21-… zny 缠 ，… 3n). 于 是 复数 > 可 以 用 尺 规 从 数 集 50 = {0, 1, zi , Zn} 
作出 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 根 式 扩张 /下 ,使 得 


1) zERK; 
2) KK/Fi 有 一 个 二 次 根 式 坟 张 链 


六 C 瑟 CC 下 三 下， [Fn :Fi]=2,1=1,.…,7r—1. (1) 
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证 明 必要 性 ， 设 复数 z= a+8vV-1 可 用 尺 规 直接 从 56 作出 . 于 是 有 三 
种 情况 ; 
i) z 是 两 直线 
az 十 好 +c=0， (2) 


az+ay+c =0 {3) 


的 交点 , 而 (2) 和 (3} 分 别 是 过 So 中 两 对 点 的 直线 . 由 解析 几何 知道 , 系数 a, b,c 
和 a!,b',c 分 别 是 该 两 对 点 的 坐标 的 有 理 分 式 ， 因 而 都 属于 囊 - 应 用 克拉 默 法 
则 解 出 z, 可 知 a 和 3 都 是 这 六 个 系数 的 有 理 分 式 ， 因 而 mw, 9 都 属于 三 . 从 向 
2€ER. 

ii) z 是 直线 (2) 和 六 


r+ +adrt+eyt+f=0 (4) 


的 交点 , 而 (4) 是 以 So 中 一 点 为 圆心 以 其 中 两 点 的 距离 为 半径 的 图 ， ef 是 
这 三 点 的 坐标 的 多 项 式 ， 因 而 属于 .不妨 设 5 关 0 用 y= 了 ( +c) 代入 
(四 解 出 得 a = 4 土 VD, 其 中 .4,D 都 是 a,b,c,d,e. 了 的 有 理 分 式 而 且 D>0. 于 
是 a 和 8 都 属于 Fo(VD),z 属于 (VD)(V-1) = (YD)}. 

ii z 是 贺 (4) 和 图 (5) 的 交点 


T++drtey= f=0, (5) 


其 中 (5) 也 是 以 So 中 一 点 为 圆心 ， 以 其 中 两 点 的 距离 为 半径 的 圆 ， (4),(5) 相 
减 得 
ld- dr+(e-e)jyt+f-f'=0. (6) 

于 是 z 是 (4) 和 (6) 的 交 , 仿 这 可 证 z 属于 五 上 的 -- 个 一 次 扩 域 ,其 次 假设 
z 可 以 用 尺 规 从 So 作出 ， 而 且 存 在 一 串 点 z1,… ,2 且 z! 二 zz 使 得 zi 可 直接 
从 So 作出 而 且 区 ， 可 至 接 从 So U {zi,… ,2 作出 ，i 二 1,… ,t 一 1. 于 是 对 
+ 作 归 纳 法 可 以 证 明 z 属于 五 上 的 一 个 根 式 扩张 K, 而 且 /Fl 有 一 个 二 次 根 
式 扩 张 链 (1) 且 七 之 了 

其 次 证 充分 性 ， 先 证 一 个 

引 理 设 a,5 为 两 个 非 过 实数 ， 则 @ 土 ba- 如 0/8 和 Va (a>0) 可 以 用 尺 规 
从 数 集 3 = 人 .1,9,b} 作出 . 

证 明 若 一 个 实数 e 可 用 尺 规 从 S 作出 ， 则 -ec 也 是 这 样 ， 因 此 不 妨 假 秆 
a > 0,8 > 0. 首先 a+b 和 a-5 可 用 尺 规 作出 是 很 显然 的 ， 其 次 作 a.5. 首先 
将 a.b 理解 为 平面 直角 坐标 系 中 的 点 (0,a) 和 (8.0). 过 (8,0) 作 与 (1.0)(0,o) 联 
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线 平行 的 直线 ， 与 六 轴 交 于 (0,m), 则 > = a.b. 其 次 作 二 仍 如 前 将 a,4 理解 为 
(0,a) 和 (5,0). 作 过 (Lg) 且 与 (六 ,0),(0,o) 联 线 平行 的 直线 ， 令 其 与 六 轴 交 于 
(0. 小 则 s = 2. 最 后 作 Va a > 0. 先 作 1 + 其 次 作 O 和 1+a 的 中 点 m. 然 
后 作 以 m 为 圆心 以 Om 为 半径 的 圆 ， 最 后 作 过 1 且 与 z- 轴 垂 直 的 直线 ， 令 其 
与 圆 交 于 (mm, 则 天 =1a=or 二 VC. 


下 面 着 手 证 明定 理 的 充分 性 .如 前 五 = 页 (V=T 丙 = Ra ;yam 和 和) 
后 的 每 个 数 > = e+bvV=L 其 中 ob 都 是 ai 和 b, 的 有 理 分 式 ， 系 数 属于 Q. 
因为 ai,&; 和 有 理 数 都 可 从 So 作出， 根据 引 理 ， a,b 也 可 从 So 作出 ， 因 而 > 
也 是 这 样 ， 芒 次 设 包 = (0), 名 ERB:]=2. 令 9=a+tBV-1= 
a+bv-1,a,b€ F. 由 计 算 


=3 (ot VETE), P=3(-at Veet), 


根据 引 理 ， a 和 可 以 用 尺 规 从 So 作出 ， 因 而 8 也 可 以 从 S50 作出 ， 另 一 方 
面 有 (Vai 可 ,Qa) = 而 (VE 十 丈 ,aj(V=T) 而 且 兵 (Va? + 这 ,a) 根据 引 理 可 用 
尺 规 从 5o 作出 ， 因 而 及 (VE 十 本 ,Qa) 也 可 用 尺 规 从 So 作出， 由 于 本 包含 在 
所 (VE 二 本 .Qa) 内 所 以 及 可 以 用 只 规 从 So 作出 ， 然 后 对 7 作 归 纳 法 ， 就 证 明 
了 充分 性 . 口 

推论 如 果 复 数 2 可 以 用 尺 规 从 8 = {0,1,z,… ,zn} 作出 ， 则 > 是 域 
所 = Q(z Zn)y1，… ;Zn) 上 的 一 个 代数 元 而 且 2 的 次 数 为 2 的 方 堆 . 

证 明 设 z 可 以 用 尺 规 从 So = {0,1,21,… ,zn) 作出 ， 风 z 包含 在 根 式 扩张 
K/F 中 ，K/F 有 二 次 根 式 扩 张 链 


FCF(V-ND=RChc-..CH=Kk, 


其 中 后 一 项 是 前 一 项 的 一 次 扩张 ， 于 是 区 : 本 二 ?7 中. 设 : 在 下 上 的 次 数 为 
s. 则 [F(z) :=s, 由 去 (z) 包含 在 EK/F 中 ， 有 [F(z) : F] = sl[K :了 三 :2 人 1 
斯 以 为 2 的 方 车 gs=27,， 人 mm 和 7 口 

以 上 关于 尺 规 作 图 的 讨论 完全 没有 涉及 到 爷 罗 瓦 理论 ， 如 果 应 用 项 罗 瓦 理 
论 于 上 面 的 讨论 ， 则 得 另 一 个 判别 准则 . 
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定理 17 任 给 7 (n>0) 个 复数 210… 2) 令 玉 = Qa Zn) 
复数 z 可 用 尺 坑 从 So = {0,1.z1,… ,zn} 作 图 的 充 要 条 件 是 z 包含 在 五 上 一 个 
有 限 操 罗 瓦 扩张 EJ 玉 中 ， 而 且 细 罗 瓦 群 Gal(E/FF) 是 一 个 27 阶 群 . 

证 明 必要 性 . 设 x 可 用 尺 规 从 56 = {10,1,z1,… ,zn} 作出 ， 风 z 包含 在 一 
个 根 式 扩张 链 


FCF(VD=FRcCchc...Ch=K, [Fn:F=2 


中 , 根据 84 的 引 理 ，K/F 的 正规 闭 包 E/F 是 一 个 2™ 次 其 罗 瓦 扩张 . 反之 ， 
设 复数 z 包含 在 一 个 次 数 为 2m 的 优 罗 瓦 扩张 Kf 下 中 , 令 G = Gal(K/ 忆 ), 则 
IG| = 2m. 因而 G 是 可 解 的 ， 于 是 G 有 一 个 合成 群 剑 


G=GoD2GID:……DGn={li，Gi:GI= 2 


在 伽 罗 丽 对 应 下 令 K/F 的 中 间 域 尺 与 子 群 Ci 对 应 . 于 是 得 到 K/F 的 一 个 二 
次 根 式 扩张 链 


F=RCFC CE, =K, [Fi:F]=2. (7) 


当然 2 也 包含 在 一 次 根 式 扩张 链 中 


FE(VTD ccRVTDC: CRV-D = K(Y-)), 
其 中 F(V-D) 就 是 定理 16 中 的 五 ,而 有 8 [Fi (VD): Se 
以 用 尽 规 从 So 作出 ， 


用 直 尺 与 圆规 三 等 分 任 一 角 是 平面 几何 作 图 的 三 大 难题 之 一 . 在 19 和 
30 年 代 已 经 证 明 其 不 可 能 ， 现 在 作为 应 用 给 出 证 明 如 下 - 

任意 给 定 一 个 角 8 不 妨 设 为 锐角 ,用 尺 规 求 作 一 个 角 史 使 得 3p = 9. 我 们 
证 明 这 是 不 可 能 的 。 首 先 需 将 问题 变换 一 下 使 之 适合 应 用 定理 16. 将 角 9 放 在 
一 个 单位 圆 内 ， 角 顶点 与 圆心 重合 (如 下 页 左 图 )CLPO4 = 0 Pa 1 04, L904 = 
yp,Qb L OA. Oa =a=cosb,05=b= cosy. 8 已 知 即 e 已 知 ， 史 是 待 求 的 其 
也 即 5 是 待 求 的 量 ， 现在 问题 就 化 成 , 用 尺 规 从 {0,1,0} 作出 证 明 这 是 不 可 
能 的 ， 由 三 角 沙 数 公式 知 


Cos 日 一 cos 39 = 4c083 四 一 3cos p. 


于 是 5 是 f(z) = 423_3z_cosg 的 根 . 我 们 指出 f(z) 在 Q(o) 上 不 可 约 . 取 4 的 
一 个 将 殊 值 9= 此 时 cos 0= i QQ = Q G8) =Q,f(r) = 45 -3 —3 
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3(8z’ -=D)= ; (2) 一 3.(27) 一 由. 显然 f(z) 在 Q 上 不 可 约 ， 所 以 ， 一 
般 铺 况 的 f(z) 在 Q(o) 上 也 是 不 可 约 的 .由 此 可 知 是 Q(o) 上 的 一 个 3 次 代 
数 元 根据 定理 16 的 推论 ， 我 们 得 到 结论 。 cos 5 用 尺 规 从 {0,1,cos 9} 作出 
一 般 说 来 是 不 可 能 的 ， 这 就 证 明了 在 平面 上 用 尺 规 三 等 分 任 一 角 是 不 可 能 的 . 


下 面 讨论 一 个 正 n(n > 2) 边 形 用 尺 规 作 图 的 可 能 性 问题 ， 一 个 n(n > 2) 
边 形 叫做 一 个 正 m 边 形 ， 如 果 它 的 各 边 长 相等 而 且 各 顶 角 相等 ， 因 而 一 个 正 7 
边 形 各 边 的 穆 直 平分 线 交 于 一 点 ， 这 点 叫做 正 n 边 形 的 中 心 ， 以 中 心 为 圆心 ， 
以 中 心 至 顶点 的 距离 为 半径 做 圆 ， 则 正 n 边 形 的 各 顶点 位 于 图 周 上 而 且 将 圆周 
分 为 n 等 份 每 份 所 对 的 圆心 角 = 一. 止 n 边 形 是 否 可 用 尺 规 作 图 只 与 边 数 
有 关 而 与 顶点 至 中 心 的 距离 无 关 . 因此 不 妨 假定 正 n 边 形 的 项 点 位 于 一 个 单位 
圆周 上 上， 中 心 位 于 坐标 原点 ， 有 一 个 顶点 与 单位 点 召 = (1,0) 重合 ， 4 是 与 
RT TA A 0 ， 的 坐标 
为 (ee 和 sin 吕 41 的 复数 表示 为 C= a + Vsin 了 正 nn 边 形 的 
n 个 顶点 A1, 2, An 一 EE( 反 时 针 方 向 ) ) 的 复数 表示 依次 为 让 1 Cn =1. 

一 个 本 原 的 n 次 单位 根 . 正 n 边 形 能 用 尺 规 作出 当 而 且 仅 当 顶 点 41 可 用 
尺 规 从 数 集 和 ,1] 作出 .现在 看 一 下 5 的 次 数 . 已 知 C 的 极 小 多 项 式 是 n 次 分 
圆 多 项 式 a{z), 它 的 次 数 = p(n). 邻 的 分 解 式 为 278 ppP8r， pl1,… ,Dr 为 
不 同 的 奇 素数 e> 0,ei > 1,i= 1,… :7 十 是 


四 Ed Re ¢=0, 
P= ol el i 
2r-ipe pi(p 1) (pr —1), ee>0. 


定理 18 正 m (fn > 2) 边 形 可 用 尺 规 作 图 的 充 要 条件 是 nh 有 分 解 式 4 二 
2epypz-…pr; 其 中 e>>0,P1,… ,pr 为 不 同 的 费 马 素数 . 
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证 明 必要 性 . 假设 正 nt 边 形 可 用 尺 规 作 图 ， 则 本 原 n 次 单位 根 《 可 用 尺 
规 从 {0,1} 作出 ,根据 定理 16 的 推论 ，C 的 次 数 p(n) 为 2 的 方 寿 ， 从 而 推出 
el1 =.…=er 二 1 而 日 pi 一 1 = 2", 即 p= 1+2” 全 为 费 马 素 数 ， 肥 之 ， 设 
n= 2p 条, 其 中 e > 0,,… ,Pr 全 为 费 马 素数， 于 是 n 分 圆 域 五 = Q(C) 
的 次 数 为 p(n) = 2e-!(pi 一 了 D… (pr 一 站 或 pn) = 一 了 )…(pr 一 1)( 按 e>0 
或 e =0 而 定 ), 总 之 ，wp(n) 是 2 的 方 窜 , 设 p(n) = 2m. 根据 本 章 定理 9, E/Q 
是 一 个 伽 罗 瓦 扩张 ,而 翌 次 数 [五 : Q] = 2m. 根据 定理 17, ¢ 可 以 用 尺 规 从 {0, 1 
作出 ,因而 正 1 边 形 可 用 尺 规 作 图 . 口 

已 知 的 费 马 素数 有 3,5.17.257 和 65537. 

例 1 计算 本 原 的 5 次 单位 根 . 它们 是 开 二 2? 十 开 十 十 1 的 根 . 设 C 
为 其 一 根 ， 则 其 它 三 根 为 .C,H 令 轴 二 5 二 4,p 三 个 十 .由 计算 有 
再 十 六 三 一 上 .和 1: 咏 三 加 十 jp 二 一 1. h 吕 是 方程 


17+ 一 1=0 
的 根 ， 解 出 得 
m=3(-1+V3), m=3(-1- V8). 
¢ 和 C1 是 方程 
-3(-1+VB) s+1=0 
的 根 ， 解 出 得 


C= 1 (-: + V5+ 2(5+ v5), 

64 = 1 (1+ V5— V2(5+ BV). 

由 于 的 实 部 和 虚 部 都 是 直 的 ， 落 在 第 -象限 因而 5 = cos 之 +VTsin 
其 它 二 根 为 2,C3.CL C4 已 有 明显 表达 式 ， (2 和 (2 的 明显 表达 式 为 


本 二 ~(1+ V6)+ V2(5 - VV-I). 
1 
4 


(Ll+ V5)— V2(5 -VvV-I). 


根据 的 表达 式 就 可 用 尺 规 作出 正 五 边 形 的 顶点 6. 

例 2 计算 本 原 17 次 单位 根 . 设 《为 一 个 本 原 17 次 单位 根 . 它 的 极 小 多 项 
式 f(T)= x 十 z5 十 … 十 Zz 十 1, 其 它 15 个 根 为 Ci = 2,3,.… ,16. 令 E=Q(0). 
则 EE/Q 为 一 个 16 次 舌 罗 巨 扩张 ， 它 的 合 罗 瓦 群 G 和 乘法 群 (Z/172)” 同 构 . 
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3 是 mod 17 的 一 个 原 根 ， 于 是 G 含有 一 个 z 使 得 c(0) = C3. oi(0) = 63 ,i= 
0,1……，,15. o 是 G 的 一 个 生成 元 ，G = (o). G 有 合成 群 列 

G={0) 2 (0) 2 (0) 2 (0) 2 {1}, 
与 之 对 应 的 B/Q 的 中 间 域 记 为 

Q=BChchchch=E. 
羽 yi/ 忆 是 二 次 扩张 i 二 0,1,2,3. 下 面 来 定 出 这 些 中 间 域 ， 同 时 也 就 解 出 f(z) 
的 根 、 F(z) 的 根 在 群 G 的 作用 下 成 一 个 传递 集 . 将 群 缩小 到 {c3), 这 16 个 根 在 

《ca2) 的 作用 下 分 解 成 两 个 传递 集 ， 其 中 一 个 是 {6,o3(0).o4(QO),… ,014(QO)}, 对 


， 
z1 =C+o(0 4 + os (0). 


另 一 个 传递 集 的 和 则 是 
az = oC6) + (0) + 
zl 与 9(z1) 在 G 下 成 一 传递 集 ， 由 计算 
15 
tit+olr) = ,0(0)=-— 


i=(} 


1:0(71) =4) 0°(0) = -4. 


zt 一 人 


第 一 式 显 然 ， 第 一 式 需 要 解释 一 下 . 由 于 38 = 一 1 (mod 17),o'(0) 与 os(C) 开 
为 道 元 素 ，oif@) .oits(C) = eilOoiG ) = 0 (0 .oC !)= m0!)=1. 因 
而 oi(C) 与 oi+8(C) 属于 同一 个 传递 集 ， 因 而 x1 中 每 一 项 与 9(z1) 中 每 一 项 相 


乘 不 等 于 1 zi :cfzi) 只 能 是 CC2，… ,65 的 线性 组 合 , 设 zi:alzl) = 》 aiC:. 


注意 mate ) 是 G 的 不 动 元 ， 因而 属于 Q; 另 一 方面 ，6.62…… ,6 在 Q 上 仅 
有 一 个 基本 关系 5+C2 二 十 6 一 一 1 从 而 推出 ai = oa = … = al6, 比较 等 
趟 两 边 的 项 数 ， 知 a; = 4. 这 表明 zl 和 olz1) 是 方程 


z2 十 2 一 4 一 0 


的 根 . 方 要 有 了 个儿 1(-1+ VID). zi 到 哪 一 个 解 ? 我 们 的 目的 是 求 出 具 休 
的 16 个 根 oos 中 7 + isin ,= 1,2,… ,16 中 的 一 个 ， 至 于 是 哪 一 个 对 我 们 
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是 无 关 紧 要 的 ， 当 我 们 令 zi 取 定 其 中 一 解 ， 这 只 表明 将 来 解 出 的 5 属于 上 面 两 
个 传递 集中 的 一 个 ， 如 果 xi 取 另 一 解 ， 那 么 将 来 解 出 的 5 则 属于 另 一 个 传递 
集 . 因此 不 妨 取 j 

71 = 3(1+VI7),o(m) = 了-VI9) (8) 


此 时 Q(z1) 包 合 在 (07) 的 不 动 域 责 中 .比较 次 数 知 五 = Q(z1). 仿 上 ，z 的 
项 和 o(zi) 的 项 在 (a) 下 各 分 解 成 两 个 传递 集 ， 这 四 个 传递 集 的 和 可 表 成 


=C+ 90) + oC) + 
on)=0°(0) + ot0) + oC) +o (0), 
a(y1)=0(6) + (0 + or (6) + os (0), 
on)=0(0) +o (0) + oo (0 + oo). 


oi(y1) 都 是 (7 和 的 不 动 元 . 但 是 妇 和 (yu)fotn) 和 oo3(y1)) 构成 (zy 的 传递 
集 ， 为 了 计算 ， 将 oi(0) = C3 写成 cx) = CY， < 后 之 17, 则 oi(yi) 可 表 成 
y=C+ C3 +0 + 0, 
gn)=0 + 0 + 6 + 60, 
oi)=0 十 全 十 《1 十 CT12， 
ot + + + 
由 计算 ， 妨 十 这 (级 ) ==31 玉 1) = 一 1, 妇 与 92(I1) 是 方程 


712— rr-l=0 


的 根 . 和 上 面 出 现 的 问题 一 位，% 的 值 有 两 种 取 法 .理由 不 再 说 明 ， 请 读者 目 
己 思 考 . 不妨 玻 


n=3 (n+Vi+4), o 7)=3 (av (9) 


五 (wn) 包含 在 (04) 的 不 动 域 忆 内 , 比较 次 数 得 玉 = 五 (). 为 了 下 面 的 需要 ， 
还 要 计算 oy) 与 (yy). 实际 上 , 当 妇 的 值 一 经 取 定 之 后 , 由 于 o(%),T (1) 6 
丽人 et 加) 与 轻信) 的 值 也 就 定 了 .由 计 算 知 Ti 二 3+o( 负 ) 十 20( 织 ), 于 
是 20(y)=TiWy 一 02(y1) 一 3. 用 (9) 代入， 化 简 得 


oln)= 记 » (oz }+ Vo(r) +4) . (10) 
由 于 cf 加) 与 os( 轴 ) 为 方程 22 一 ofz1)x -1=0 的 根 所 以 o3(y) 是 另 一 根 
ly) = 3 (oto) ~ VC 人， 
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再 进一步 ， 的 项 在 (cs) 下 分 解 成 两 个 传递 集 {¢,o*(QO} 和 {fo4(C),013(0)}. 


令 


z=C+0 (0), ca) 一 od()+o2(0)， 
由 计算 z1 + od(z) = 及 20 人 (20) =of 加 ) zy 和 oat(z1) 是 方程 
了 2 —hr+om)=0 


的 根 ， 和 上 面 一 样 ， 和 的 值 有 两 种 取 法 ， 不 妨 取 


= (a 二 Vy 二 40(w) ) ， 
ot(21)=3 (" 于 -tn 
同样 ， 训 (zx) 是 (tc8y 的 不 动 域 ， 互 (2) = 于 到 现在 为 止 求 出 的 中 间 域 局 是 


已 的 实 子 域 而 且 是 EF 的 最 大 实 子 域 ， 次 数 [Fa : Q] =& 蕊 :而 ]=2 最 后 《 
和 os(0) =6 是 方程 


(1D) 


rz7+1=0 


的 根 ，¢ 的 值 也 有 两 种 取 法 ， 不 妨 取 
c=3 (+ Vi-4) -3 (+ 于 可 (12) 


这 样 就 将 求解 < 的 问题 化 为 求解 一 串 二 次 方程 的 问题 ， 只 要 依次 解 出 (8)~(12)， 
就 得 到 了 的 根 式 解 ， 其 中 只 含 2 次 根 式 . 因此 ，《 可 用 尺 规 从 {0,1} 作 得 . 
从 而 正 十 七 边 形 的 全 部 顶点 都 可 作出 。 (读者 想 一 想 ， 为 什么 ? ) 
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我 们 已 经 知道 一 个 无 重要 的 mn 次 多 项 式 f(x) 的 催 罗 瓦 群 是 n 文字 对 称 群 
5 的 一 个 于 群 ， 白 然 要 问 它 的 反问 题 ， 对 9 的 任 一 于 群 瑟 , 是 否 存 在 一 个 7 
次 整 系数 多 项 式 f(x) 使 得 它 的 区 罗 瓦 群 就 是 吾 ” 这 是 一 个 至 今 还 术 解 决 的 问 
题 .在 本 节 我 们 将 证 明 ， 当 百 = S$% 时 ， 答 案 是 肯定 的 . 

设 f(z) 是 域 太 上 一 个 无 重 根 的 多 项 式 ， 忆 /F 为 它 的 分 裂 域 .将 E/F 的 
伽 罗 瓦 群 视 为 f(x) 的 mn 个 根 的 置换 群 ， 下 面 给 出 确定 这 个 群 的 一 般 方 法 ， 设 
un 为 F 上 nn 个 独立 未 定 元 ，K = F(tW1,… ,Un 为 有 理 分 式 域 . 根据 定 
理 3, 可 作 互 和 天 在 珀 上 的 复合 域 开 = 互 .天 , 工 是 天 上 的 匣 罗 瓦 扩张 ， 且 是 
f(z) 在 天 上 的 分 裂 域 ， 而且 Gal(L/K) 兰 Gal(E/ 瓦 m 天 ), 由 于 的 元 素 在 FF 


278 第 八 章 名 罗 瓦 理论 


上 都 是 代数 的 而 K 中 下 以 外 的 每 个 元 素 在 上 都 是 超越 的 , 因而 ENK = 下. 
所 以 
Gal(E. EK/K) < Gal(E/F). 


其 次 定 出 Gal(L/ 玉 ). 工 包 售 一 个 元 素 
d= a + vi + Onitn, 
其 中 atom 为 f(z) 的 根 、 5 的 每 个 置换 有 对 8 的 作用 规定 为 
T0 = Grll)20 十 Qrf2)t2 + + Qn(ny tin. 


对 任意 fr,r' E Sa, 显然 有 rgb = x'8 当 且 仅 当 n= wr', 因此 8 在 Sn 的 作用 下 是 
n! 值 函数 .， 作 
clz) = [[ (: -0). 
TESn 
Gfz) 的 系数 是 刀 、…… ,tin 的 齐 次 多 项 式 , 这 些 齐 次 多 项 式 的 系数 都 是 al …… ,an 
的 对 称 满 数 ， 因 而 都 属于 FF. 所 以 G(x) 的 系数 全 属于 K. 令 G(z) 在 下 上 分 解 
成 不 可 约 因 式 的 积 
G(z) = 入 (Z)92(z) gr(7). 


并 约定 8 是 0 (z) 的 根 ， 

定理 19 设 已 /下 为 无 重 根 的 ?4 次 多 项 式 FUZ) 的 分 采 域 ，K = 下 (an) 
为 n 个 独立 未 定 元 的 分 式 域 ， 则 

1) Gal(EAR) = Gal(B-K/K), 记 作 G. 

2) 邻 8= aa 十 :二 antn QI ,On 为 f(z) 前 根 ， 已 知 gifzZ) 为 日 在 
下 上 的 极 小 多 项 式 ， 了 革 对 于 每 个 TEST 属于 他 当 县 仅 当 T8 也 是 gi(27) 的 
概 . 

3) E.K = K(0. 

证 明 1) 已 经 证 明 在 上 面 . 证 明 2). 车 rE G, 则 # 是 巨 .K 的 一 个 K- 自 
同 构 ， 二 是 6 和 rgb 有 相同 的 极 小 多 项 式 ($1 引 理 4) 因而 9 (rg) = 0. 反之 ,车 
giftrb) = 0, 则 同样 根据 81, 引 理 4, 吾 . 天 有 一 个 K- 自 同 构 o 使 得 (6) = 6. 
由 于 ofww) ==wi, 0o(0) = oai)u + +o(an)in = TO = and t+ rn tn, 
得 o(@) = ar 所 以 人 = ECG. 

3) 车 r+ EG 保持 9 不 动 , 即 78 = 从 而 ay) 有 十 … 十 ertnlan 二 十 十 
orun, 但 是 4,… ;tw 在 天 上 线性 无 关 , 推 得 r( 人 = 证 ,n,7 三 6. 所 以 
与 天 (9) 对 应 的 G 的 子 群 为 单位 元 群 . 根据 仲 罗 瓦 基本 定理 ，K(9) = &'K， 口 
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说 明 由 2) 的 证 明 可 知 ，2) 的 结论 与 8 的 选取 是 无 关 的 , 就 是 说 任 取 G(z) 
的 一 根 充当 8, 2) 的 结论 对 98 来 说 仍然 成 立 . 

以 下 考虑 有 理 数 域 Q 上 一 个 无 重 很 的 nn 次 多 项 式 f(7) 的 群 ， 此 时 不 妨 假 
定 f(z) 的 系数 全 为 整数 而 且 首 项 系数 为 1. 令 EE/Q 为 f(z) 的 分 裂 域 ， 王 = 
Qtet .an a1,… ,Qn 为 f(x} 的 全 部 根 、F(x) 的 判别 式 D{f) = [ae 

ic 

为 整数 ， 任 取 一 个 素数 p, 只 要 求 它 与 D(f) 互 素 . 在 日 然 同 态 Z 一 Fp 下 f(x) 
的 象 记 作 f(z). 用 同 余 式 的 话 来 说 ， f(x) 等 于 D(f) (mod p). 站 于 了 与 中 
互 素 而 且 了 (z) 的 判别 式 D(7) 等 于 f(z) (mod p). 后 者 不 同 余 0, 因而 D(f) 去 0 
F(z) 是 一 个 无 重 根 的 mn 次 多 项 式 . 我 们 来 阐明 f(z) 在 Q 上 的 群 和 f(z) 在 F 于 
的 群 之 间 的 关系 ， 设 百 /F， 为 f(r) 的 分 裂 域 ， = Fp(Gi ,fn), &1 mn 
为 F(z) 的 全 部 根 ， 这 里 的 5 并 没有 “a 等 于 qn; (mod p)” 的 意 恩 ， 更 何况 
a (mod p) 还 没有 定义 ,而且 也 不 能 这 样 定义 . 因此 我 们 不 去 管 Qi 与 有 无 内 
在 的 联系 ， 只 注意 f(z) 的 根 和 f{7) 的 根 有 一 个 一 -- 对 应 ai 一 Ti 就 够 了 重 
要 的 是 它们 的 对 称 多 项 式 有 确定 的 问 余 关系 . 

引 理 1 设 wat :an 为 QL ,On 的 对 称 多 项 式 而 且 系 数 为 整数 . 则 
pl ,Gn) 等 于 p(al yan) (mod p). 

证 明 设 flz) =z*+arr*-t 十 … 二 Qn, 则 (7) 二 ?十 而 2* 十 …+Tm, 且 
(Nig = Yorn. os (-1) m= Dum (f= 1,.°,n) 为 初等 对 称 多 项 
式 . 根据 右 称 多 项 式 的 基本 定理 ，y{a1.… ,on) 可 表 成 -al.aa ,1 "on 的 
多 项 武 g(-uayez，…,(-1)nan), 而 且 系 数 为 整数 ， (ol 0m) = 以 一 
{一 1)?an). 这 是 Qa1,… ,Qn 的 一 个 恒等式 ， 用 至; 代入 0;, i 二 1,…,n 得 


of G2, Ns , Gn) 过 8 一 .本 ， (—1)"an}. 
由 于 a 为 整数 ， 等 于 ai (mod 及 ,而且 9( 一 Q1,…- ,{ 一 1)*an) 的 系数 为 整数 . 本 
是 g(- 而 ,… (一 1)"?an) 等 于 及 -at (一 1)"an) (mod pp). 就 是 说 p(B1,… Gn) 


等 于 plal，…… ,Qn) (mod Pp). 口 
现在 应 用 定理 19 于 El/Q 和 EE/F,. 在 Q 上 引进 ” 个 独立 未 定 元 4, ,tn、 
今天 = Qn dn) 了 = El va, 于 是 Gal(L/ 刀 Ga(E/Q). 作 


= altl 十 :十 Qnln, 


G(x) = II (x — 70). 


TESn 
在 五 上 G(z) 分 解 成 不 可 约 因 式 


Gf(z) = g1 (7)*… gr(2), 


280 第 八 章 仰 罗 扎 理论 


其 中 9 为 gi{zx) 的 一 根 ， 同样 在 FE 上 引进 同样 的 独立 未 定 元 1,… ,un, 令 
K=F,u un) L = El ,un). 于 是 Gal(B/Fy) 2 Gal(L/RY. $ 


f= EU 二 + 十 inln, 
H(z) = (xz —70) 
ATESn 
左 玉 上 H(z) 分 解 成 不 可 约 因 式 


也 ( 人 一 和 (je(2)， 


其 中 5 为 后 (z) 的 根 .根据 引 理 1 可 知 , 殖 (z) 等 于 G(x) (modp). 让 gt(z) (mod p) 
记 作 刺 (z). 于 是 H(z) 在 天 上 有 分 解 


H(z) = (2) (7), 


其 中 5 是 页 (z) 的 根 . 由 于 和 atz) 在 天 上 不 可 约 昌 与 而 (x) 有 公 根 名 因而 
lh (cs (2). 

定理 20 设 f(z) 为 有 理 数 域 Q 上 一 个 无 重 根 的 nn 次 整 条 数 多 项 式 ， 而 且 
首 项 系数 为 1. 邻 p 为 任 一 与 J(2) 的 判别 式 D{f) 互 束 的 素数 ， 并 令 f(z) 表示 
f(z) (mod p). 于 是 了 (z) 在 特征 p 素 域 Fp 上 的 群 NN 是 f(z) 在 Q 上 的 群 G 的 
一 个 子 群 . 

证 明 对 于 任 一 re NN, 根据 定理 19, x5 和 8 适合 相同 的 多 项 式 h(2). 即 
jx 本 二 0. 由 于 加 (z)|5i(x), 有 页 (7 四 二 0. 由 引 理 1 可 知 hi(rb) = 0. 再 根据 
定理 19, re G. 口 

根据 $3 可 知 f(x) (mod p) 在 Fp 上 的 群 是 一 个 循环 群 ， 而 且 是 由 Sn 中 的 
一 个 轮换 生成 的 ， 只 要 适当 选取 某 些 素数 pi，… ,pr 使 得 f(x) (mod pi) 在 Fy 
上 的 群 为 我 们 提供 足够 的 信息 就 可 以 定 出 f(z) 在 Q 上 的 群 ， 这 由 下 列 引 理 可 
见 一 更 . 

引 理 2 设 招 是 凡人 a > 1) 个 文字 的 传递 的 置 接 群 ， 如果 G 包含 一 个 对 换 
和 一 个 有 一 工 轮换 ， 则 G 就 是 nn 文字 的 对 称 群 . 

证 明 将 文字 重新 标 蕊 ,可 假设 G 包含 的 nn-1 轮换 是 7= (1,2,…,n 一 也， 
包含 的 对 换 是 (六 ). 由 于 G 是 传递 的 ，G 含有 一 个 置换 o 使 得 0(j) = n. 于 
是 G 含有 olij)o-! = (kn), 上 属于 和 ,2… ,一 1}. 从 而 G 包含 n 一 1 个 对 换 
kn 了 1 时 就 
同时 取 遍 1… ,nn 一 1 因而 G 包含 (1m),(2n),… ,(n 一 1n). 这 nn 一 1 个 对 换 生 
成 对 称 群 S4, 所 以 G = 5n. 口 


87 具有 对 称 群 的 整 系数 多 项 式 的 存在 281 


定理 21 对 每 个 正 整数 n, 恒 存 在 次 不 可 约 的 整 条 数 多 项 式 f(x) 使 得 
f(x) 在 有 理 数 域 上 的 群 为 n 个 文字 的 对 称 群 . 

证 明 根据 $3 可 知 ， 对 每 个 素数 p 来 说 在 p 个 元 素 的 有 限 域 F, 上 存在 
次 不 可 约 多 项 式 . 换 包 话说 ， 即 存在 mod p 的 7 次 不 可 约 整 系数 多 项 式 .下面 
对 p= 2,3,5 来 选取 整 系数 多 项 式 ， 但 总 是 约定 首 项 系数 为 1. 只 考虑 n>1 的 
情况 取 定 一 个 mod 2 的 n 次 不 可 约 多 项 式 有 (x). 再 取 定 一 个 mod 3 的 n 一 1 
次 不 可 约 多 项 式 f(z) 而 且 取 一 个 a= 1 或 2 使 得 fo(a) 关 0 (mod 3). 当 n 为 奇 
数 时 ， 取 一 个 mod 5 的 2 次 不 可 约 多 项 式 f(z) 和 一 个 mod 5 的 n 一 2 次 不 可 
约 多 项 式 有 (2); 当 n 为 偶数 时 ， 除 取 定 fs(x) 之 外 ,还 取 定 一 个 mod 5 的 nn 一 3 
次 不 可 约 多 项 式 (zx) 和 一 个 5= 1 或 2 使 得 户 (加 关 0 (mod 5). 于 是 构造 f(x) 

当 n 为 奇数 时 ， 令 


f(z) =15f (7) +10(z — oa)folr) + 6f3(x)fa(7). 
当 n 为 偶数 时 ， 取 
fx) = 15f(7) + 10{r ~ a}folr) + 6(r — Db)fs(z)fs(z). 


这 样 作出 来 的 f(z) 符 人 台 我 们 的 要 求 ， 首 先 f(x) 三 f(x) (mod 2); 因而 f(x) 是 

n 人 次 不 可 约 的 {在 有 理 数 域 Q 上 不 可 约 ). 设 f(z) 在 Q 于 的 群 为 G. 则 @ 是 传 
递 的 ， 其次， 由 于 f(z) 三 {2 一 (5) {mod 3), 因而 fx) (mod 3) 只 有 单 根 而 
且 在 FEs 上 的 分 裂 域 扩 等 1 f(x) {mod 2 在 Fs 上 的 分 裂 域 工 , 而 工 是 Fs 上 
的 n 一 1 次 扩张 , 根据 83,Gal(L/Fs) 是 一 个 ?一 工 阶 循环 群 , 所 以 f(x) (mod 3) 
在 Fs 上 的 群 五 是 一 个 n 一 1 阶 循环 群 ， 它 由 5 中 一 个 n 一 1 轮换 生成 .由 
定理 20, 五 C G 因而 G 含有 一 个 n -1 轮换 ， 最 后 ， 当 n 为 偶数 时 ， 由 于 
fz) 三 (一 电 户 [zj 上 (z) (mod 5), f(z) (mod 5) 只 有 单 根 而 且 f(x) {mod 5) 在 
Fs 二 的 分 裂 域 K' 等 于 户 (z) . f(z) (mod 5) 在 Fs 上 的 分 裂 域 ,上 L' 既 包 合 
所 (x) (mod 中 在 Fs 上 的 分 裂 域 Li/Fs, 又 包含 (7) 在 Fs 上 的 分 裂 域 L2/Fs. 
看 它们 的 次 数 ， [Li : Fs] = 2.[La :Fs]=n 一 3,n 一 3 为 奇数 ，(n 一 3， 1 =1. 
由 [Li : Fs][5 : F3] 可 知 2(n 一 3)|[L' : Fs. 实际 上 [5': Fs] = 2(n 一 引 . 因而 
Gal(L'fFs) 是 一 个 2(n 一 3) 阶 循环 群 . 所 以 当 n 为 偶数 时 ，f(z) (mod ， 在 瑟 
上 的 群 是 一 个 2(n 一 3) 阶 循环 群 . 由 于 代 ' : 52] = 2. H' 包含 一 个 对 换 ， 同 
样 根据 定理 20, G 含有 一 个 对 换 ， 当 n 为 奇数 时 Flz) = f(z) 扩 (7) (mod 5). 二 
是 f(z) (mod 5) 只 有 单 根 而 旦 在 Fs 上 的 分 裂 域 K" 等 于 fa(x}falx) {mod 习 在 
F。 上 的 分 裂 域 L", 仿 上 ， 由 于 deg 有 (x) = 14 一 2 为 奇数 ，(2,n 一 2)=1. 同样 
得 [L": Fs] = 2(n 一 2). 因而 /lz) (mod 5) 在 Fs 上 的 群 8" 为 2(n 一 分 阶 循环 
群 ， 巾 于 zz 是 户 (z) 的 分 裂 域 上 的 二 次 扩张 ，G 包含 一 个 对 换 ， 所 以 当 n 为 
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奇数 时 ，G 也 包含 一 个 对 换 ， 总 之 G 包含 一 个 对 换 . 这 样 G 既 包 含 一 个 n 一 1 
轮换 又 包含 一 个 对 换 ， 而 且 G 又 是 传递 的 ， 由 引 理 2 可知，G = 5S。 口 
说 明 如 果 在 上 面 证 明 中 用 一 个 大 于 3 和 一 2 的 素数 了 替代 素数 5, 则 证 
明 要 简单 得 多 .此 时 只 需 取 一 个 mod p 不 可 约 的 2 次 整 系数 多 项 式 户 (z). 简单 
取 
f(z) = 3pfi(z) + 2p(z — a) f(z} + 2. 3 ~ 1). (7 — n+ 2)fa(z) 


就 符合 要 求 ， 而 且 利 用 大 素数 容易 证 明 有 无 限 多 个 n 次 不 可 约 整 系数 多 项 式 满 
足 定理 21 的 要 求 ， 

例 1 求 一 个 具有 对 称 群 的 四 次 不 可 约 整 系数 多 项 式 . 

解 取 及 (7) = zt+z+1. 在 Bo 内 只 有 一 个 2 次 不 可 约 多 项 式 2 十 +1. 而 
所 (7) 既 没 有 一 次 因 式 又 没有 2 次 因 式 2 十 z 十 1 因而 所 (7) 不 可 约 . 取 f(x) = 
xz? 一 z+1 在 Fas[z] 内 户 (z) 没有 一 次 因 式 ,因而 不 可 约 . 取 f(x) = z+z+1. 
在 Fslz] 内 户 (z) 不 可 约 ， 令 


flz)=—15(zt + s+1)+10(z ~ 1)(r3—z+1)+6r(z— l)(r? +r+1) 
一 24 一 10z3 — 10z2 — x ~— 25, 


于 是 f(x) 在 Q 上 的 群 为 54. 

例 2 决定 f(z) =xza+l8azt+6z3+272+7z 一 二 5 在 QQ 的 群 , 

解 f(z) =z+z+ltmod2 在 Fs[z] 内 (x) = x 十 2 十 1 没有 
一 次 因 式 ， 而 且 在 FJz] 内 只 有 一 个 2 次 不 可 约 多 项 式 x? 十 x 十 1 和 两 个 ? 
次 不 可 约 多 项 式 十? 十 1 和 ?十 x 十 1. 它们 都 不 是 (x) 的 因 式 ， 所 以 
天 {z) 不 可 约 . 从 而 f(z) 在 Q 上 也 不 可 约 , 设 G 为 f(z) 在 Q 上 的 群 . 其 次 
f(z) =z6 上 +2z2+z=2z(25+2r+1 (mod 3), 在 Fs[z] 内 产 (z7) = x 二 2x 十 1 
没有 一 次 因 式 而 且 在 Fs[z] 内 只 有 三 个 2 次 不 可 约 多 项 式 2 十 1,?? 二 Zz~1 和 
x2_z_1, 它们 都 不 是 户 (z) 的 因 式 ， 因而 户 (z) 不 可 约 . 由 此 可 知 G 含有 5 纶 
换 ， 最 后 ， /zj 三 z8+3z4+z3 十 222 十 27 三 ziz2 十 们 (73 十 十 1) (mod 5), 其 
中 z2+2 和 23+z+1l 都 是 Fsfz] 中 不 可 约 多 项 式 ， 因 而 G 含有 一 个 对 换 . 根 
据 引 理 2, G = Se. 


8$8 ” 诺 特 方程 与 循环 扩张 


本 节 研究 有 限期 罗 瓦 扩张 的 匣 罗 瓦 群 的 第 一 个 上 同调 群 ， 并 将 它 应 用 到 循 
环 扩张 . 
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设 KJF 为 一 个 不 次 若 罗 瓦 扩 张 ， G = Gal(K/F) = {a1 = 1,02,.… ,on}- 
根据 第 七 章 88 引 理 1 可知， 从 K 到 下 的 迹 和 范 数 可 写成 
TE {Qa) = 0 (8) + oa(0) + + onlo), 
NE (Qa) = oa ra{0) .on(a). 


定义 10 如 果 从 G 到 乘法 群 K* = kK 一 {0} 的 一 个 映射 (0) 满足 
nto7) = (on(r)®, (1 


其 中 x7)” 表示 2(7) 在 o 作用 下 的 象 ， 则 称 Xe) 满足 诺 特 方程 (1). 满足 诺 符 
方程 的 映射 7 称 为 G 到 K* 的 一 个 叉 同 态 ， 

引 理 1 设 下 /下 为 一 个 有 限 何 罗 瓦 扩张 ， 加 = Gal(K/ 下 . 设 92GC 一 下 
是 一 个 又 同 态 . 车 7 是 一 个 同 坊 ， 则 是 到 ”的 一 个 同 态 ; 反之 ， 任 一 个 
同 坊 :GCG 下"* 是 一 个 又 同 坟 . 

证 明 若是 一 个 义 同 态 问 时 是 一 个 同 态 , 则 3(o7) = #9)n(7)” = (0)n(7)， 
从 而 nT)” = n(7) 对 所 有 mr € G. 从 而 nr) e .上 反之, 设 是 一 个 同 态 
G 二 FPF*. 于 是 wo7) = cjnfr)= no)n(7)”. 因 而 wh 是 一 个 义 同 态 . 口 

引 理 2 一 个 有 限 人 如 罗 拟 扩张 天 1/ 王 的 又 同 态 全 体 ， 记 作 2Z, 对 函数 的 来 法 ， 
成 一 群 

证 明 设 5,7 为 两 个 叉 同 态 . 乘法 上 .mc) = 5(c) nc) 于 是 

én(oT)=t(or)n(o7) = €(0)E(7)” - n(o)MAT)® 
=é{o)n(o) GTinr)) = €n(0) .En(7)®, 
所 以 好 还 是 一 个 义 同 态 ， 定义 上 (cc) = (ci 于 是 
El{or)j=6(or)- = (€(o)é(7)") = Er 
=t"1(0) -er 
(E(7)-” 规定 为 [5(7) 一 )7) 
所 以 5 的 道 5-! 也 是 一 个 又 同 态 . 区 

K* 的 每 个 元 素 a 定义 一 个 映射 fo : G 一 天 WotO = ,5 G. 令 
B= {nla eK*}. 以 后 和 可 简单 记 成 nz- 令 3=a-', 则 a”-! 又 可 写成 
ac-1 一 ar ja 到 8/ 扣 一 有 1 一 5， 

引 理 3 B 是 2 的 一 个 子 群 , 而 且 B 守 KK*/F. 

证 明 首先 每 个 ma 是 一 个 义 同 态 . 因为 


GT 9 ac7 At o 
on) (EE) = 和 mt 
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再 ge :We(a) = . -YY -~ 7as(Q). B 对 运算 封闭 ， 且 me -1(Q) = 


C apB 

记 "T= 1 = Wa-! "f(a). 因而 wo 的 递 加 -! & B. 所 以 已 是 2 的 一 个 子 
群 . 由 加 m8 = fag 可 知 映 射 KK* 一 B 是 一 个 同 态 。 wa = 于 当 旦 仅 当 ac = a 
对 所 有 og E G, 即 当 且 仅 当 a 6 F*. 所 以 K*/F* 半 B. 口 

2 显然 是 交换 群 ， 次 群 2/B 叫做 佩 罗 瓦 属 G 对 乘法 群 K* 的 第 一 个 上 同 
调 群 . 记 作 吾 (G, K*). 

定理 22 设 KK/F 为 一 个 有 限 人 徊 罗 瓦 扩张 ，G 二 Gal(K/ 耳 ). 着 映射 :G 全 
K* 满足 诺 特 方程 

Mo7) = nN ，oTEGC， 
则 存在 一 个 元 素 YE K" 使 得 
no) =7y 1!, gEG. 


即 n9EB. 从 而 B=2,H!i{G,K*)=1. 
证 明 根据 本 章 $1 引 理 2,G 的 元 素 在 天 上 线性 无 关 . 因而 》 (7)7 不 是 


TEG 
KK 到 自身 的 零 映 射 ， 因而 存在 一 个 元 素 we K* 使 得 


B= (5 wry) (0) #0. O) 


TEG 


用 ce G 作用 于 上 式 两 端 


P=0 [a oo a =0 ror) 


TEG TEG 
=》 n(7)"or(o) =9o)- > no)n(7)’ or(o). 
TEC 


rEG 
因为 m0) 是 又 同 态 ， 有 
加 = Yo nlor)or(o) = m0)! ,nlp)p(a) = (0) :8 
TEG pEG 


~ 


即 plo) = B18, 令 7 = 1!, 则 0) = ey 中 € B, 所 以 B = 2Z, 从 而 
1(G, 下"] = |. OD 
从 定理 22 推 得 下 列 著名 的 
定理 23 ( 希 尔 伯 特 定理 90) 设 K/F 为 一 个 %% 次 视 环 扩张 , G = Gal(K/F) = 
{0). 对 于 Qa EK*,NEK(a) = 1 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 BE K* 使 得 


a= 01-°. 
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证 明 证 充分 性 . 设 a = 9-", 于 是 


_ 有 .加 0 
Be .Br Be" (注意 =D 
_Nk(@) _) 
NE(a) 
反之 , 设 NE(Q) = 1, 首先 定义 映射 了 :@G 一 去 "如 下 : 
no) = aar ac ，i=12…， 
n(D=1. 


广 一 


定义 是 合理 的 ， 困 为 当 oz = oo = 工时 ，Wo") = aac ao” = Ng(a = 
1 = m1). 由 计算 


nai)n(oi)” =a oz ar (ea 
二 QO"* OQ” Te dr 和 ddr + Or 
=7(0) 一 TO 07). 


因而 ”是 一 个 久 同 态 . 根据 定理 22, 存在 一 个 Be K* 使 得 Wo = 8 es 
a= 0) = Pr. 

由 定理 22 已 知 G = Gal(K /到 K?* 的 义 同 态 ? 恒 可 表 成 ?ec) = ea 1 aE 
K*,a EG. 反之 显然 .下面 考 虑 叉 同 态 群 2 的 一 个 重要 子 群 玉 , 即 由 所 有 GG 到 
Fr* 的 同 态 组 成 的 子 群 ， 当 又 同 态 9 是 一 个 同 态 时 ,由 引 理 1 已 知 0)E 1* 对 
所 有 ceG. 反之 ，G 到 天 的 任 一 局 态 也 是 一 个 又 局 态 . 

引 理 4 设 KIF 是 一 个 次 伯 罗 矶 扩张 ，G = Gal(K/F)， 如 果 叉 同 态 
7n(g) 二 Qa -1 是 一 个 同 态 ， 设 在 群 Z 内 的 阶 为 m, 则 (a) 是 下 上 的 一 个 疯 
次 单 根 式 扩 张 ，a™ = ae 天 

证 明 因为 又 癌 态 9 是 一 个 同 态 ， 根 据 引 理 1, 每 个 m(o),o € G 属于 下， 
而 且 no") = no)" = 9(1) = 1 因而 9(c) 是 下 内 一 个 单位 根 ， 记 成 bo, 于 是 
ac = Coa 由 于 (0) = GG 而且 1 的 阶 = zm, Ge 中 必 有 一 个 本 原 的 冯 次 单位 根 ， 
记 为 心 . 于 是 ar = Gray 由 此 可 知 acra Pie 在 G 下 成 一 传递 集 . 因而 a 
是 一 个 加 次 元 素 ，[F(a] : 可 = mm(81 引 理 公 ,其 次 , 又 因 坟 (0) = (am =1， 
有 {amjz = om 对 所 有 ceG, 所 以 om =aeRE 口 

现在 要 问 2 的 子 群 了 有 多 大 ? 这 需要 由 K/F 的 佑 罗 瓦 群 和 基 域 F 是 否 
包含 足够 多 的 单位 根 所 决定 . 


7 一 1 i 
La 
0 和 
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定理 24 假设 基 域 下 包含 一 个 本 原 的 ?1 次 单位 根 5,( 当 X( 玉 ) 为 素数 时 ， 
从 而 推出 XX() 与 风 玛 素 ) 设 改 / 忆 为 一 个 正 次 往 环 扩张 ，G = Gal(K/F) = {0). 
则 政 / 已 是 一 个 单 根 式 扩张 : 下 = 下 (ajan =GE 

证 明 定义 G 到 EK?* 的 映射 ”为 


ne) = =0,1..,n—1. 


显然 是 一 个 同 态 G 二 FF*, 因而 是 G 到 K+ 的 一 个 义 同 态 ， 由 定理 22, 存在 一 
个 a € K" 使 得 


Me) =a 


根据 81 引 理 各 [FlQ) : 且 =n 而 且 oa" 二 a€e 下 (因为 7 的 阶 二 台 ). 口 
定理 24 是 定理 10 的 一 个 推广 而 且 用 现在 的 %(e) 作出 的 (2) 就 是 拉 司 
朗 日 预 解 式 ， 下 一 节 将 看 到 定理 24 将 进一步 推广 成 库 默 尔 扩张 . 
现在 再 考察 诺 特 方程 的 加 法 形式 .从 而 导出 上 述 诸 定理 的 加 法 形式 . 
设 K/F 为 一 个 匣 罗 瓦 扩 张 ，@G = Gal(K/F). 如 果 映 射 9:G 一 天 满足 


WoT) = Le) 二 TH ，oTeECG- (3) 


则 说 了 满足 诺 特 方程 (加 法 形式 ), 而 且 称 映射 9 是 G 到 加 法 群 K 的 一 个 又 周 
态 . 
和 乘法 的 义 同 态 群 一 样 ， G 到 加 法 群 五 的 义 同 态 全体 ， 按 商 数 的 加 法 
£7(0) = &(o)+n(0) 形成 一 群 , 仍 记 作 Z. 对 得 个 a € K, 映 射 9 3 (9 一 1)(a) = 
clal -a 是 G 到 加 法 群 K 的 一 个 丸 同 态 ， 仍 记 作 na, 集合 B= {na la € KK] 
是 2 的 一 个 子 群 ， 而 且 商 群 2/B 叫做 G 对 加 法 群 K 的 第 一 个 上 同调 解 , 记 
作 五!(G, 到 +), ns 是 一 个 零 同 态 当 且 仅 当 (0 - lial =0 即 c(a) = a, 对 所 有 
og EQ, 因而 ws 是 一 个 零 同 态 当 且 仅 当 a Ee F. 所 以 BKt/F+, K+, Ft 表示 
加 法 群 . 同 样 有 ， 一 个 G 到 五 + 的 叉 癌 态 轨 是 一 个 同 态 当 卫 仅 当 wto) Ee 对 
所 有 ge G, 即 7 是 一 个 G 到 FF+ 的 同 态 . 
定理 25 设 乒 / 屎 为 一 个 有 限 徊 罗 瓦 扩 米 ，G = Gal(K/F). 着 映射 4: G 一 
下 + 满足 诺 特 方程 
no7) = 90) + AMT)”, 0,T EG, 


于 是 存在 一 个 BE KK 使 得 
n(0) = (1 ~ 0)(8), 


即 n€ B, 从 而 B=2,H!(G,K+) =0. 
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证 明 因为 K/F 是 有 限 可 分 扩张 ， 根 据 第 七 章 89 引 理 2, 存在 一 个 Ye KK 
使 得 TE (Y) 关 0. 7 (0y) 简 记 作 了 (7), 于 是 取 


8=TO) ( >, wy] 0), 


TEG 
用 oa €G 作用 于 上 式 
B=T( 和， o(2 nT 2 
=T(y)"1( n(n) 


=T(Y)- ‘(Eo 0 ee 
=T(y)-! Yor)or(y) - TOO)! >》 Wo)or0) 


TEG rEG 


=T(Y)- bs oo (7) -norOoi- > or) 


pEG TEG 


=B— nT THO) = 8 -no), 


所 以 We) = 一 87 二 (1 一 0)(8). 从 而 9 EB. B=2Z.H'(G,KT)=0. 口 
与 希 尔 伯 特 定理 % 平行 的 有 
定理 26 设 /JF 为 一 nl 次 捅 环 扩 张 ，G 一 Gal(K/F)= (oa). 对 于 coe， 
TE(a) = 0 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 EK 使 得 


a =(1-0)(8). 


证 明 充分 性 显然 (如 定理 23 之 证 明 ), 现 证 必要 性 . 设 T(a) = TE(Q) =0. 
作 了 映射 G 一 下 
Wo) =atoa) + +or l(a), 1= 1,2,3,.." 
n(1) = 
首先 定义 是 合理 的 . 因为 , 当 o" = oo = 1 时 有 mn(cn") = ac+c(aj+…+on io) 一 
T(n) =0= mn(1). 其 次 了 是 一 个 又 同 态 
n(oijn(ei)” =a+a(o 二 了 oila++o(o 二 十 0 (oa)]” 
=ato(0) + +orl(o) + ola) + + ot (0) 
=n(oiti) 二 no o7). 


根据 定理 25, 存在 一 个 8 & K 使 得 Ye = (1 一 00(8)， 竺 别 mg) = 0 = 
(1 -0)(8). D 
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定理 27 假设 域 下 的 特征 为 素数 Pi 则 严 上 任 一 六 次 循环 扩张 KfFF 有 一 
个 本 原 元 素 a; 它 是 方程 


ZP 一 人 一 4 GE 


的 撒 . 

证 明 因为 x(F) =p, 作 玉 的 单位 元 素 1 的 迹 TQ)= IC) = 1+1+…' 十 1= 
p= 二 0. 应 用 前 定理 ， 存 在 一 个 8€ K 使 得 1= (1 一 0)(), 即 at8)=B8 一 1. 从 而 
oif8) = 二 8-i, 即 3,8 二 1,…,8+(p~1) 在 G 下 成 一 传递 集 4 是 上 一 个 
p 次 不 可 约 多 项 式 的 根 (本 章 81 引 理 提 , 所 以 [F(3) : 本 =p, = 天 全 具体 算 
出 3 的 极 小 多 项 式 , 令 8? 一 了 =a. 用 oa 作用 得 


ar=(B? — 38)° =0(8)? ~ 08) 
=(8— 1)? — (8—1) 
=~87—1-(3—-1)=3-#=a. 


根据 倪 罗 瓦 扩张 的 定义 ，a €& 下 ,所 以 xr? 一 z -4 是 如 的 极 小 多 项 式 . 品 
定理 27 中 的 循环 扩张 是 首先 由 阿 廷 和 施 赖 尔 (Schreier) 作出 的 . 
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本 节 将 推广 前 一 节 的 定理 24 和 定理 27, 以 回答 定理 24 前 面 提出 的 问题 ， 
就 是 说 如 何 使 得 一 个 有 限 若 罗 瓦 扩张 K/F, G = Gal(K/ 且 ,的 叉 同 态 群 3 包含 
足够 多 的 辣 态 ? 

定义 11 如 果 一 个 有 限 阿 贝尔 群 的 元 素 的 阶 的 最 小 公 倍数 为 m, 则 m 叫做 
这 群 的 指数 . 假设 基 域 已 包含 m 个 不 同 的 mm 次 单位 根 (这 就 自然 要 求 当 x(F) 
为 素数 时 (五 ) 与 m 扎 素 ), 如 果 上- -个 有 限 阿 贝 尔 扩张 站 / 忆 的 伽 罗 瓦 群 G 
的 指数 m: 整除 mmr, 则 KY/F 叫做 一 个 库 默 尔 (Kummer) mmr- 扩张 . 

对 于 一 个 库 默 尔 m- 扩张 天 /已 它 将 为 我 们 提供 足够 多 的 G 到 乘法 群 F” 
的 同 态 ， 下 面 将 立即 会 看 到 这 一 点 . 

暂时 离开 侧 罗 瓦 扩张 来 讨论 有 限 阿 贝尔 群 的 特征 标 . 设 G 为 任 一 指数 为 mv 
的 有 限 阿 贝 尔 群 ， 又 设 域 包含 m 个 不 同 的 单位 根 ， 依 照 群 论 的 习惯 ， G 到 
Fr* 的 任 一 个 同 态 叫 做 G 到 F* 的 一 个 特征 标 , 用 x 表示 特征 标 . 妆 x(9) = 1 
对 所 有 o e G, 则 叫做 单位 特征 标 , 或 主 特 征 标 , 记 作 X = 1. 设 Xi,X2 为 G 
到 Fr 的 两 个 特征 标 . 它们 的 乘积 定义 为 


XXXato)= X10) X20), a EC, 
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x1 的 道 定义 为 
Xi'(0) = xici eceG- 

从 $8 已 知 ，xX1- Xz 和 xi! 仍 为 特征 标 . 因而 G 到 F* 的 特征 标 全 体 成 一 群 ， 
它 叫做 G 的 特征 标 群 , 记 作 G. 单位 特征 标 就 是 G 的 单位 元 素 . 为 了 得 到 足够 
多 的 特征 标 ， 以 下 恒 假 定 G 的 指数 rm 整除 mm. 

引 理 1 设 域 下 包含 贡 个 不 同 的 单位 根 ， 又 设 G 为 一 个 有 限 阿 贝尔 群 ， 其 
楷 数 m' 整除 mn, 于 是 G 到 F"* 的 特征 标 群 G 有 如 下 的 性 质 : 

ID GG:; 

2) 门 keroo = {1}. 

XE 

证 明 

1) 根据 第 六 章 可 知 , 一 个 有 限 阿 贝尔 群 可 以 写成 循环 子 群 的 直 积 , 设 避 已 
表 成 它 的 循环 子 群 Gi,i = 1 ……,r 的 直 积 


G=G XG xX XGr, 
而 且 Gi 三 (0;), Ci 的 阶 一 Mii, i= 1,*… 个， G 的 每 个 元 素 o 可 以 唯一 地 表 成 


一 TU&ITI2 ,or 
a=01 02 Cr 


由 m;lm', 有 milm. 根据 对 五 的 假设 ， 五 含有 本 有 产 的 mi; 次 单位 根 ， 注 意 取 定 
一 个 本 原 的 mi 次 单位 根 Gi. 定义 G 到 Fr* 的 特征 标 x; 如 下 

(人 和 
显然 ， xx 是 一 个 特征 标 ， 其 次 邓 的 阶 = ma 因为 x 让 (9) = 6 ”= 一 1 对 所 有 
og € G, 因而 x” =1. 而 且 闭 对 二 1, 则 xt(qi) = (天 三 二 从 而 mm 所 以 和 
的 阶 = Ti 其 次 证 明 Xl * Xr 是 独立 的 ， 设 有 XX tr 二 1. 于 是 等 式 
对 o 作用 得 


0 < Ui < mm. (1) 


Xt XX (0i) = 1. 


左 端 等 丁 xn(eiXie (ai) Xirfoi) = Xe = 4 从 而 CY = 1,nalki. 由 此 可 
知 每 个 乘积 项 xk = 1, 所 以 x1,… ;Xx+ 是 独立 的 ， 最 后 证 明 G 到 F* 的 每 个 特 
征 标 x 可 表 成 x1,… ,xX; 的 方 寡 的 乘积 .我 们 知道 ，X 将 0; 映 到 一 个 mi 次 单 
位 根 ， 因 而 x(0:) = 人 于 是 


xo=JTxe )=JIe“ =- I % 
-II* (Oo) = (lr) (0)， 对 所 有 的 oc € G. 
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所 以 X = XIEX3 MX， 令 Gi = (于 是 G 是 循环 子 群 Gi 的 直 积 ， 且 
le = mi. 最 后 得 G 全 GG. 

2) 设 g E 门 ker{X), 将 {fT 表 为 (1) 式 ; 作用 Xe 下 o 得 1= xi(o) 一 (a 从 

XeEG 
而 milz 7 二 1,-… ,7.0 二 1. 所 以 介 ker(x) = {1}. 口 
AEG 

由 引 理 1 我 们 已 经 知道 有 限 阿 贝尔 群 G 和 它 的 特征 标 群 G 同 构 ， 我 们 可 
以 继续 求 C 的 特征 标 群 @, 当然 它们 三 者 是 同 构 的 ， 好 像 得 不 出 什么 新 东西 . 
但 是 值得 推 项 的 是 我 们 可 以 按 自 然 的 方式 来 建立 G 与 @ 之 间 的 同 构 映射 ， 我 
们 将 G 的 特征 标 (a) 写成 对 称 的 形式 


Xx(0) = (x;0), 
(x,o) 适合 运算 规律 
(x1 :Xa.0) = (Xx1,0) : (X20), (2) 
和 
(Xx.07) = (oj {x, 7). (3) 


(3) 表示 x 是 G 到 F* 的 一 个 特征 标 ， 而 (2) 则 表示 o 确定 了 G 到 F”* 的 一 个 
特征 标 ， 记 作 5. 用 函数 的 符号 写 出 就 是 


G(X) = Xx(0). 


由 计算 ， 
d7(x) = Xcar) = x(T) X(T} = F000) FX) = 0° Fx) 
对 所 有 的 YE G 都 成 立 ， 因 而 疗 = 6 .7+ 这 表明 映射 o 口 5 是 G 到 C 的 
一 个 同 态 . 它 是 单 射 的 ， 因 为 ， 若 和 = 人 则 600 = 了 00 对 所 有 Xx & G, 从 而 
xf(e)=XYfrj.xfor- = 对 所 有 的 YE C. 于 是 or-1eE 站 ker(x). 由 引 理 1 知 
AEG 
oT-! 二 1,0 =T. 于 是 得 到 
引 理 2 五 G 假设 如 引 理 1, 每 个 rEG 定 义 了 G 的 一 个 特征 标 5 如 下 


G(x} =x(0), x EG 


于 是 映射 0 路 人 5 结 出 了 G 到 他 的 一 个 标准 同 构 . 
推论 兰 僻 的 子 群 声 满 足 门 ker0o0 = 1 则 了 =C 
AE 
证 明 G 的 阶 记 作 n. 对 不 同 的 o,7 € G, 我 们 说 和 在 阳 上 的 限制 也 不 
同 ， 假 车 在 辣 上 6 =. 于 是 (x) = 了 (x) 对 所 有 Ye 页 成立. 即 x(0)= x(7) 
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从 而 x(cr-1) = 工 对 所 有 Xe 站 成 立 . 因而 ozr-1e 门 kero0: 即 er- € {3}. 


rE 
将 有 or-! = 1,0 =7. 这 不 可 能 . 因此 将 所 有 #5 限制 在 瑟 上 就 得 五 的 元 个 不 
同 的 特征 标 ， 由 引 理 1 可 知 | 妾 | > n. 另 一 方面 襄 C G, 又 有 | 入 | < | 全 =n. 所 
以 | 育 |=n, 从 而 入 = 人 G. 口 
下 面 来 讨论 库 默 尔 扩张 ， 设 基 域 包含 m 个 不 同 的 m 次 单位 根 ， K/F 
为 一 个 有 限 的 库 默 尔 m- 扩张 ，G = Gal(K/ 惠 ,全 为 G 的 特征 标 群 ， 对 于 每 个 
x € G, 根据 定理 22, 存在 一 个 € K* 使 得 


x(0) =0%-!, oe 6, 从 


因为 K/F 是 一 个 库 默 尔 m- 扩张 ，G 以 及 G 的 指数 m' 整除 m. 因而 xm =1. 
根据 88 引 理 4 可知 ， 适 合 (4) 的 任 一 个 录 , 它 的 m 次 方 属 于 F*. 将 会 立即 看 
到 反 过 来 也 对 ， 这 样 我 们 在 K* 内 定义 一 个 子 群 Mk 如 下 


Mxr={0€ RI" Et 


显然 F* C Mx, 而 且 Mk 包含 (四 的 一 切 解 久 ,Xe G. 与 (4) 相反 , 我 们 来 建立 
一 个 映射 n : Mk 一 G: 对 每 个 9E Mk, 有 6" = 二 a€ ,对 任何 一 个 o€G, 
与 48 一 样 适合 xz 一 a. 因而 8” = Co8. bo 为 一 个 m 次 单位 根 ， 由 假设 ee € 到 
对 所 有 E G. 因此 映射 c 吃 87~! = Co 不仅 是 G 到 K* 的 一 个 又 同 态 而 县 是 
G 到 F* 的 一 个 特征 标 ， 记 作 Xe. xe 由 


Xe(o) =8°"!1, OE Mk (5) 


所 定义 ， 而且 7K(9) = x 是 Mk 到 G 的 一 个 满 同 态 ， 核 ker(m) = F*. 这 就 证 明 
了 下 列 引 理 的 第 一 部 分 

引 理 3 Mk 定义 如 上 . 于 是 

1) M/F* 宕 @G, 这 个 同 构 可 由 用 (5) 规定 的 映射 :8 站 Xe 来 实现 ， 
ker(n) = 7, 

2) 车 Xty…'yXr 生成 @， 则 由 (外 规定 的 扩 ，，,… ,Bu 为 代表 的 隘 集 生成 
MR/F*, 即 0 和 + 生成 MK. 

3) 今 Ng = {60m|9 EMxk} 即 MR, 于 是 


Mg/F* SA 


这 个 同 构 可 由 需 映 射 入 :9 路 97,8 € Mk 来 实现 ， 
证 明 
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1) 已 经 证 明 在 上 面 . 

2) 由 1) 即 得 . 

3) 映射 入: Mk 一 NK 显然 是 一 个 满 同 态 , 而 且 和 将 Fr 映 到 F*m 上 . 现 
在 只 需 证 和 -1(F*7) = 已 有 所 CA-1F*m). 友之 ， 设 mE 和 1(F*m), 于 是 
am 二 bE F*m. 存在 一 个 ae 严 使 得 b= om, 于 是 (2) = 12 =( 是 一 个 
m 次 单位 根 ， 扯 假设 CE Fr* 因 而 a= ae 本 .所 以 天王 AR 由 此 即 
得 3)， 口 

对 于 每 个 ae Nk, 多 项 式 zm -a 的 根 可 写成 Wa Ya ,im-1 Wa, 其 
中 %& 是 zm-a 的 任 一 根 ,， 而 {1G ,6 是 三 的 宫 个 不 同 的 和 mn 次 单位 
根 . 用 Ng 表示 所 有 多 项 式 z" - a.a € Nk 的 根 的 全 体 . 由 于 M 吕 = Nx 而 且 
{LG ,Cm_1} C MK 我 人 有 NE = Mkx. 

定理 28 设 基 域 包含 m 个 不 局 的 m 次 单位 根 ， 天 /下 为 一 个 有 限 库 黑 
尔 mm- 扩张 ， G = Gal( 玫 /下 ,而 且 GG,JK.NK 定义 如 下 .于 是 

1) 天 = FPCMK) 或 及 二 FCNKE). 更 精确 地 说 ， 若 特征 标 X1，… ,Xr 生成 
全 则 由 (由 定义 的 外 … .ge 在 严 上 生成 开 即 天 一 玉 (9 ,的 .). 反之 也 
对 . 

2) GY Ngf EF*™. 

证 明 

1) 设 各,… ;xr 生成 如 ,求证 天 = F(Ox,，,… ,90x,). 设 o EG 为 任 一 元 使 
得 9 保持 每 个 9 不 动 , 于 足 Xi(o) = 如- 一 十 对 1 ,7. 因为 和 ,Xr 
生成 G, 每 个 Ye G 可 表 成 x = Xf?… x 于 是 Xx(o) = ] xs(c)” = 1 从 而 


i=1 

ze 门 ker(X). 根据 引 理 1, 得 o = 1 根据 分 罗 瓦 基本 定理 ， F(x,，… ,的 ,) = 
让 NE 

2) 由 引 理 3 即 得 . 

定理 29 设 基 城下 包含 mm 个 不 同 的 m 次 单位 根 , 设 为 乘法 群 F* 的 一 
个 子 群 ，F*m CN 而 且 [N :Fem] 有 限 , 用 IN5 表 示 所 有 多 项 式 I" 一 a, GE AN 
的 根 的 全 体 ， 将 NN 去 添加 到 严 得 到 扩 域 天 = P(N 坟 ), 则 天 /已 是 一 个 有 限 的 
库 获 尔 m- 扩张 ， 而 且 由 G = Gal(K/ 四 的 特征 标 群 @ 所 决定 的 MK = Ns， 

证 明 对 每 个 多 项 式 zm - a,n € N, 任意 取 定 它 的 一 个 根 ， 记 作 Ya 将 
9 = { Wala € N} 添加 到 下 得 的 扩 域 P({ Walae N})), 由 于 下 包含 m 个 不 同 
的 加 次 单位 根 ， 它 包含 每 个 zm 一 a 的 全 部 根 ， 因 而 天 = F({ Yala EN)), 而 
且 KF 是 可 分 的 . 于 是 K/F 是 一 个 匣 罗 瓦 扩张 ， 其 次 证 明 G = Gal(K/F) 是 
一 个 交换 群 . 每 个 e G 由 它 在 9 上 的 作用 完全 确定 ， 只 需 证 明 五 的 任意 两 
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个 F- 白 同 构 c 和 7 在 每 个 根 式 Wa,a e 六 上 的 作用 可 以 交换 即 够 ， 令 
o( Va) = Ya, 7T( Ye) = Ya, 

其 中 < 是 下 中 一 个 本 不 的 m 次 单位 根 ， 由 计算 

T( Wa) =afr(ya =0(6° Ya) = C0( Va) = 6" Ya= "ts Va. 
另 一 方面 ， 

To( Wa)=7(o( Wa) = 7 VO = 7( Va) 
See a = 二 人 Wa. 

所 以 oT{ Ya = To( Wa) 对 所 有 ae NN. 由 此 推出 er = ro. 其 次 ， 对 所 有 的 


aEN. 有 
a™( Ya) 二 党 mm wa) ee Ct Ya = /a. 


因而 om = 1. 所 以 G 足 一 个 指数 整除 m 的 交换 群 , 最 后 在 建立 映射 了: Nr 一 和 
以 前 ， 需 要 说 明 [K : 下 < ww， 出 假设 WAR 有 限 ,， 将 NN 按 F*" 分 解 成 陪 
集 的 并 六 = aem U-…UasFrm， 显而易见 天 = F( War.… ,Was)， 从 而 
IK:F<m* < so. 将 Nr 简 记 作 M. M 的 每 个 元 素 9 是 某 个 za ae 
的 根 ， 反 之 ， 每 个 zm - a, a € N, 的 全 部 根部 属于 M. 而 且 F* C M. M 的 每 
个 元 素 9 定义 了 G 到 K* 的 一 个 义 同 态 We :0 路 97-1,o € G. 由 于 9,9” 者 是 
zm 一 a 的 根 ，9"-! 是 一 个 m 次 单位 根 ， 属 于 F*， 因而 x6 是 G 的 一 个 特征 
标 ， 我 们 定义 9: MM 二 GG 
"(0) = Xe， 
n 是 一 个 同 态 而 且 ker(?) = F*. 最 后 证 明 7 0 令 玉 MM) = 瑟 , 吉 是 G 的 
一 个 子 群 ， 为 了 证 明 下 = 心 .次 先 指出 站 ker(x) = {1}. 设 o€G 为 任 一 元 素 
xER 
使 得 xefe) = 1 对 所 有 9 € jd, 于 是 对 所 有 8E 型 有 如 = 和 这 表明 go 是 玉 的 
恒 等 白 同 构 ，o = 1. 因而 门 ker(x) = {了 }. 根据 引 理 2 的 推论 ， 入 =G. 所 以 
xen 

) 是 ML 到 全 的 一 个 满 同 态 ， 而 且 ker(1) = F". 同时 也 证 明了 ， 当 Xt,… ,tr 生 
成 它 时 ， 由 (和 规定 的 多,，,… ,9x, 和 FF* 生成 好 . 现在 的 M 就 是 引 理 3 中 的 
Afy, 因而 N# = Mx. 口 

说 明 在 定理 29 中 , 在 乘法 群 N 中 取 一 组 元 素 a1,… ,ar 使 得 以 ai 为 代表 
的 陪 集 丰 ,… , 是 N/EF*"m 的 一 组 独立 生成 元 . 令 WW 表示 2 一 0 Be 
则 六 = RD Yar). 设 耳 的 阶 为 mi, i = 1,… ,7 于 是 GE I"*™, ar 
可 表 成 本 ,bi EF 邻 m=mgs i= 二 1,…' 7 于 是 = 的， 其 中 G& 为 一 个 
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mi 次 单位 根 ， 设 5 为 一 个 本 原 的 m 次 单位 根 . 于 是 C* 是 一 个 本 原 的 mi 次 单 
位 根 ， 6 可 表 成 全 = Co 二 (CYB xX" 一 wi 在 Flz] 内 可 分 解 成 
gi~—l 
2™ w=" Cb) = 1 (™ -tb), 
了 二 办 
ww 是 其 中 一 个 因 式 的 根 . ”wai 是 一 个 mi 次 不 可 约 根 式 ， zWar 可 换 写成 
ne 为 某 一 个 (mtegi. 最 后 及 = F( "WET.… ， "WE )，"VYG 的 陪 集 构成 
AIL1F* 的 一 组 独立 生成 元 . 
下 面 将 对 88 定理 27 作 一 个 推广 ,以 下 恒 假 定 基 域 的 特征 为 一 个 素数 p. 当 
然 p 个 元 素 的 域 Fy 是 它 的 一 个 子 域 . 设 KK/F 为 一 个 pr 次 阿 贝 尔 扩张 ， 而 且 
G = Gal(K/ 是 一 个 初等 群 ， 即 6 为 (p.p,… ,路 型 阿 贝尔 群 。 G 到 加 法 
群 8+ 的 同 态 叫 做 G 的 特征 标 , 仍 用 Xx, xX, xX 等 表示 .于 是 
xforlj = {0) + X(T), o.T EG. 
它们 的 运算 定义 为 
(Yi + x2)(0) = Xx1(0) + x2(0). 
这 样 G 的 特征 标 全 体形 成 一 群 ， 叫 做 G 的 特征 标 群 , 记 作 G. 
引 理 1 和 引 理 2 及 其 推论 对 现在 的 情况 仍然 有 效 . 
G 的 每 个 特征 标 Xx 适合 加 法 形式 的 诺 特 方程, 根据 定理 25, 存在 一 个 外 E 五 
使 得 
¥(r) =00) -0, rEG. (6) 
对 于 任 一 元 素 ae a+ 反 ,也 和 9、 一样 满 足 (6): 
gla+) (+) = +r) -A 
=a+o(0) -a—6 =0() -= X(c)， 
运 之 ， 设 9 为 五 的 任 一 元 素 而 且 和 一 样 适 台 
x‘o) = -Ph oeEG. (7) 
由 一 (6) 得 9 二 0(6 一 挫 ) 下 一 级 ), 从 而 of9 一 9x) =9 一 9、 对 所 有 oa EG. 根 
据 务 罗 瓦 扩张 的 定义 ，8 一 久 = ae 互 即 9 属于 陪 集 失 + FF. 因而 (7} 的 全 部 
解 ( 对 给 定 的 X) 为 四 十 王 . 
其 次 研究 9、+ 五 的 元 素 的 特定 ， 由 于 X(c) E Fp,x(o)? =X(o) 将 (7) 两 
端 升 高 p 次 方 ， 考 虑 到 X( 了 ) = p, 得 
X(9) = a6) 一 六 (8) 


49 上 度 默 尔 理论 295 


(8) 一 7) 得 ol(8? 一 息 = 妇 一 4 对 所 有 0 EG. 和 干 是 妈 -9=ae 下 . 因而 9 是 多 
项 式 


Tr-a, aeEF (9) 
的 一 根 ， 反之， 对 任 一 a € F, 设 多 项 式 (9) 在 内 有 一 根 &. 作 
Xelo} =0(0) -0, o EG. (10) 


Xe 当然 是 G 到 KK+ 的 一 个 叉 同 态 . 不 仅 如 此 ， 将 (10) 升 高 也 次 方 ， xo(o)> = 
cfgp) - 如 , 然后 与 (10) 相 减 得 


xe{o)r — xo(o) =o(0° -HF -0) = 00)-a=l. 


从 而 xolo)? = Xo(o),xo(o) € F, 对 所 有 的 9 € G. 因而 Xe 还 是 G 的 一 个 特征 
标 . 总 之 ， 由 (10) 定义 的 Xe 是 G 的 一 个 特征 标 当 且 仅 当 日 是 方程 (9) 的 一 根 . 

引进 符号 PP, 用 P(0) 表示 名 一 9 8 € KK. 对 子 集 5 CK, 用 户 (9) 表示 
{P( 人 19e 5}. 多 项 式 (9) 可 记 成 P(z) -a. 用 PP- (oa) 表示 多 项 式 (9) 在 KK 内 
的 任 一 根 . 用 P-1(9) 表示 所 有 多 项 式 x?7 一 x+ 一 a,a € 5, 的 全 部 根 构成 的 集合 . 

令 Mk = {0 € KIP(0) € FF)},Nk = P(AMK). 综合 土 面 的 结果 得 到 引 理 的 
第 一 部 分 . 

引 理 4 五 K/F,G,G,Mik,Nk 定义 如 上 ， 于 是 

1) 对 jk 的 每 售 元 素 日 由 (10) 定义 的 Xe 是 G 的 一 个 特征 标 ” 反 之， 对 
G 的 每 个 元 素 X, (7) 的 一 切 解 8 属于 Afx. 

2) AfkfF+ 兰 @. 这 个 同 构 可 由 (10) 规定 的 映射 86 已 Xe 来 突现， 从 而 
X10… 生成 安 当 而 且 仅 当 和 .从 ,和 下 + 生成 MK. 

3) MKAETSNKAP(E-). 这 个 同 构 可 由 P- 映射 


0 -+ P(O), be Afk 


来 实现 . 
证 明 1) 已 证 明 在 圭 面 . 
2) 由 (10) 规定 的 映射 9 : g bb xo, 由 1) 可 知 是 afx 到 G 的 一 个 满 射 
而 且 由 G 的 运算 可 知 9 是 一 个 同 态 。 Xe 总 G 到 下 p 的 - ` 个 夫 同 态 当 旧 仅 ”1 
al0) = 9 对 所 有 的 oe€G 即 9e 下 .因而 ker(?) = FF+. 
3; 根据 Nk 的 定义 ，P- 映射 4 -* P(9) 是 一 个 并 射 . 而 且 对 于 六 ,9 € A 
P(g) + 02)=(01 + hh)? — (0 = 0») 
= 由 十 由 一 由 一 加 
=P{h) + PO»), 
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因而 PP 是 一 个 同 态 ， 显 然 忆 将 Ft 映射 到 P(F+), 即 Ft CP 1(P(F+)). 设 
a € P71(P(F+)), 于 是 存在 一 个 a&€ 下 使 得 Pla) =Plo, 即 az 一 a= 叫 一 所 
移 项 得 (a 一 a)? =a 一 a, 从 而 a-a=beFyp. 由 Fp CF 可 知 a=at+beéFt. 
所 以 P-1(P(F+)) = Ft. 由 此 得 Mj /Ft 守 Nyg/P(F+). 口 

定理 30 设 下 为 一 个 素数 特征 p 的 域 ，K/F 为 一 个 pr 次 阿 员 尔 扩 张 ， 
而 且 侣 二 Gal(K/F) 为 一 个 初等 户 群 ， 于 是 

1) 太 二 (MK) = FIP-1(NE)). 更 精确 地 说 ， 车 XI ,Xr 是 加 的 一 组 
生成 元 ， 则 由 (6) 规定 的 妈 ,，…, 拉 ,在 玉 上 生成 ,KK 二 FB,,……* ,0x). 

2) GE Nk/P(EF+). 

证 明 1) 设 x1,… .xX; 为 G 的 一 组 生成 元 , 求证 下、,,… , 纵 .) 二 KK. 设 o 
为 G 的 任 一 元 素 使 得 o(9x,) = 9;,i = 1,… 于 是 Xi(c) = 0 对 所 有 i 由 于 xi 
生成 名 G 的 任 一 XX 可 表 成 Xi ,Xr 的 整 系数 线性 组 合 X = elXl 十 -… 十 ErxXr- 
于 是 x(0) = 》 exi(o)=0, 从 而 cc 门 ker0o0. 根据 引 理 1,o = 1 由 人 若 罗 丽 

2 一 WE 
基本 定理 ，F(0,,*…' ,9,) = 五 . 

2) 由 引 理 4 即 得 . 0 

定理 31 设 下 为 一 个 素数 特征 p 的 域 . 又 设 六 为 加 法 群 Ft 的 一 个 子 群 ， 
包含 P(F") 而 且 [六 :PURER+)] 有 限 ， 将 所 有 多 项 式 P(z) 一 Qa € NN, 的 要 添加 
到 灭 得 到 的 扩 域 五, 则 

1) 五 是 一 有 限 前 pn 次 名 贝尔 扩张 ,而且 G = Gal(K/ 下 ) 是 一 个 初等 户 
群 ， 

2) P-I(CY) 等 于 由 特征 标 群 G 所 决定 的 MK， 

证 明 1) 只 要 添加 P(x) -a 的 一 个 根 9 到 得 到 的 扩 域 F(O) 就 包含 
P(z) -a 的 全 部 根 6.06+1… ,9 十 p 一 1. 因而 KJF 是 可 分 的 ,在 入 内 取 一 组 
元 素 a1.… ,or 使 得 陪 集 而 ,… ,57 生成 NIP(F+). 令 负 为 P(z) 一 i 的 一 根 . 
令 工 = FI91,… ,9.), N 的 任 一 元 素 a 可 表 成 a = 如 aa + 二 krar + b, k, € 
F,, bE PIF+), 5 可 天 成 b=” 一 cce 下 . 由 计算 可 知 8=k9 二 … 十 嫩 线 二 
是 P(z) -a 的 根 : 


加 — 0=(ki0 + 二 kB + or — (Kk10, 十 十 总 外 十 品 
= —0)+-+k(OP 0)—P—e 
二 Ql 十"… 十 Rrar 十 bb 


二 位 . 


因此 荆 也 包 售 每 个 P(x) 一 a, ae N, 的 一 根 , 当然 包含 它 的 全 部 根 . 所 以 上 = 六 . 
这 表明 天 / 严 是 一 个 有 限 可 分 正规 扩张 . 其 次 证 明 G = Gal(K/F) 是 交换 群 . 设 
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OT 为 G 的 任意 两 元 素 ， 对 每 个 QE N, 用 0 表示 Pl(z) 一 的 一 个 根 . II.T 作 
用 于 6 分 别 有 
ol(0) = 8+4+j, T(0) =0+k, j,keF,. 


于 是 
or(0) = o(7(0)) =o(0 Fk) = ol0) +k=0+j +k, 


同样 

To = To(0)) = 7(0 +)) = 7 +) =9+k 二 +y, 
所 以 a,7 在 P(z) ~a 的 根 上 的 作用 是 可 交换 的 ， 十 是 o-7 =7:5- 这 就 证 明了 
G 是 交换 群 ， 再 讨 算 o 的 阶 . 


oP(0) = 071(0 +7) =oP" (0 +2 =. =0- p=0. 


xp 保持 P(x) 一 a 的 每 个 根 不 动 . 因而 o? = 1. 这 表明 og =1 或 o 的 阶 =p. 所 
以 G 是 一 个 初等 产 群 ， 

其 次 证 明 2). 令 M 表示 所 有 多 项 式 P(z) - a, a € N, 的 全 部 根 构成 的 集 
合 . 于 是 PCM) = N, 而 且 FC 3M. 到 每 个 9e€ M, 利用 (7) 定义 了 G 到 天 
的 一 个 又 间 态 xp 即 xofol = ol) 一 9,0c €E G. 根据 的 定义 ，P(9)E N. 仿 
照 引 理 4, 1) 的 第 一 部 分 的 证 明 ， 可 知 Xe(c) < Fp 对 所 有 og EG. 因而 Xe 是 
的 一 个 特征 标 ， 这 样 就 定义 好 到 G 的 一 个 映 币 9 :0 mm xo. 易 见 9 是 一 个 同 
态 而 且 ker( = F+，M 在 nn 下 的 同 态 象 记 作 互 . 吾 是 台 的 一 个 子 群 .为 了 证 
明 4f = Mk, Mx 如 引 理 4 中 所 规定 的 ， 先 必需 证 明 玉 = G. 为 此 又 先 要 证 明 
门 ker(x) = {1}. 设 we G 为 任 一 元 素 使 得 对 所 有 4 € M 都 有 Xe(c) = 0, 于 是 


EN 
对 所 有 be 4 恒 有 c( 风 -9=0 即 (全 = 人 司 而 o 是 玉 的 一 个 恒 等 自 同 构 . 
这 就 证 明了 
门 kezoo = 1. 

xEN 
根据 引 理 2 的 推论 得 请 = 全 由 此 证 明 7 给 出 了 3 到 C 的 满 同 态 使 得 MAE+ 涯 
全 从 而 推出 ， 昌 ,多 和 + 生成 MM 当 而 且 仅 当 xo,,… ,Xeo 生成 G. 由 引 
理 4 推 出 Mr= Mg, 即 P71I(N) = Mk. 口 


习 题 
1. 和 著 正 为 - 域 ， 且 :五 书 下 是 一 个 环 同 态 ， 则 = 0 或 9 是 一 个 单 - 同 态 而 
且 以 1) = 1 
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{六 域 政 到 自身 的 环 自 同 构 全 栖 AutF 对 映射 的 合成 运算 成 - - 群 . 

(这) 设 KK/ 为 任 -- 域 扩张 则 KK 的 五 - 自问 构 全 体 Gal( 琴 /二 ) 是 AntK 的 一 个 子 
群 . 

(iv) 设 /为 一 代数 扩张 则 天 的 任 一 个 F- 自 间 态 都 是 F- 自问 构 . 

2. 域 下 的 每 个 非 零 自问 态 都 保持 下 内 素 域 的 元 素 不 动 . 设 P 为 伟 于 下 内 的 素 域 ， 
于 是 AutF = Gal(F/P). 

*3， 证 明 Gal{R/Q) = {1}, 其 中 R 为 实数 域 ， Q 为 及 中 的 素 域 即 有 理 数 域 . 

4. 决定 Gal(K/Q), 其 中 K = Q(V32, V3). 

5. 设 P,…' ,pr 为 7 个 不 同 的 有 理 家 数 ,决定 Gal(K/Q), 其 中 六 = QIVE yp,… :Vor). 

6. 设 下 为 多 项 式 环 Br 四 的 商 域 ， 即 下 二 Fplt). 令 KK 为 多 项 式 f(z) = xY? 一 t 在 下 
上 的 分 裂 域 . 证 明 Gal(K/F) = {1}. 

7. 设 下 = Fp(t) 如 习题 6. 令 兵 为 Ar) = 72 +tzz 二 在 五 上 的 分 裂 域 ， 试 决定 
Gal(K/FF), 并 定 出 Gal(K/F) 的 不 动 域 和 在 KK 内 的 可 分 闭 包 . 

8. 设 下 = 五 (的 为 单 超越 扩张 五 的 元 素 4 可 唯 -好 写成 


友人 - 


站” 


— 


ptt), p(t) € FEE] (yl), y(t)) = 1. 证明: 
全 车 wg 则 在 上 超越 此 时 天 的 中 间 域 工 = (wu) 也 基 一 个 单 超越 扩张 . 
(i 设 久 下令 zm 二 max(deg p(t),deg( 昌 ). 则 m 之 1, 而且 t 是 工 上 多 项 式 环 
Llz] 的 m 次 多 项 式 


7 一 】 


f(z) = wz) — pr) = ao(W)E™ 二 al0oz ”十 二 em 


的 一 个 恨 ， 其 中 ai(w) 作为 w 的 多 项 式 , 次 数 都 不 超过 1. 证 明 f(x) 在 上 上 不 可 约 .可 仿 
照 第 四 章 84 父 森 斯 坦 多 项 式 的 不 可 约 性 的 证 明 ,首先 指出 f(2) 没有 次 数 > 工 且 属于 Fz) 
的 因 式 ， 然 后 证 明 f(z) 在 工 的 子 环 F[a] 上 不 可 约 从 而 IK :可 = 

(省) 天 = 天 (au) 当 而 且 仅 当 4 可 表 成 


其 中 a.b,cdeEFHad-bcA0. 
9. 设 玉 = F(t) 为 单 超越 扩张 . 证 明 G = Gal( 五 /F) 与 商 群 GL[2, 下)/F* 上 同 构 ， 其 
中 GL(2, FF) 表示 玉 上 2 x 2 可 道 矩 降 群 ， 瑟 为 单位 矩阵 ， 并 且 G 可 由 下 列 元 素 生成 


Da :Ht 十 各， 人 二 bt BEE DbE 古训 天 由 


10. 证明: 单 超越 扩张 F( 引 的 自 同 构 群 与 对 称 群 Ss 同 构 , 并 且 它 的 不 动 域 等 于 Fa 
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11. 设 互 = Fp(t) 为 单 超越 扩张 ，o E Gal(E/F,) 使 得 otf) =t 十 1. 令 G= {0o), 试 
决定 G 的 不 动 域 . 
12， 设 瑟 = C(t) 为 复数 域 C 上 单 超 越 扩张 又 设 a,7 € Gal(E/C) 使 得 


dt} =wt, T(t) = #7, 


其 中 心 = 了 (1 V3). 证 朋 ; 


而 且 mr,r 生成 一 个 6 阶 子 群 ， 记 帮 G. 王 明 G 的 不 动 域 为 子 域 Ct) ,wu = 好 十 二 

13. 设 玉 二 Q(V3,V3),8 =(9 一 5V3)(2 一 V2),E=K(VY9). 证 明 /Q 正规 决定 
Gall(E/Q). 

14. 设 久 = Q(V2,V3),8 = (2 一 V2)(3+V3).E5=K(YV9). 证 明 E/Q 正规 并 决定 
Gal(E/Q). 

15. 设 互 = Etzi ,2zr) 为 域 已 上 生 个 未 定 元 2 … ,Zn 的 有 理 分 式 域 , 它 是 多 项 
式 环 忆 = Fr ,za] 的 商 环 . 对 于 n 元 对 称 群 Sn 的 每 个 置换 x, 如 书 中 所 规定 的 ， 7 
次 定 了 号 的 -个 F- 自 辣 构 or, 证 明 : 

人 0 设 fz ,zajig(zb -yzn)E 玉 下 素 , 则 or (2) 
而 且 仅 当 or( 有 =f 和 or(9) 二 9 对 所 有 的 rE 5n. 

(ii) 设 为 内 元 交错 群 . 令 吕 = {or|rE5n) ,五 = {or|mE An), 今 扩 表示 局 的 
不 动 域 . 信 


到 { 对 所 有 的 i E Sa 当 


Cl -1 
A+= >» TT Tn 


TEA 
0 nm 一 1 
A-= 六 Ta( Tn) Trcn) 
TESn\An 
A=] I; 一 了 ))-. 
tc 


于 是 入 二 A+ 一作), 而且 玉 (34) = 下 (NA_) 是 五 的 不 动 域 特别 当天 的 特征 拓 2 时， 
下 (A) = 天 (人 +). 

16， 试 定 出 下 列 多 项 式 企 有 埋 数 域 Q 上 的 群 : 

(1) 2 一 2r 十 3 

(i 记 2 一 了 -1 

(iil) £*— 37—1; 

(iv) 2 — 11r: + 30; 

{v) x — dr +5; 

(vi) z+ r+ 22+2; 

(viil .24 一 10z2 十 4; 

(viii) zx4 十 422 十 2 

(jx) £4 一 8 十 12; 

(x) x! 十 pz 十 Pp, 了 为 素数 . 


an- -ao 一 wr 的 
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17. 计算 

(i) x 一 + 一 1 在 Q(vV-23) 上 的 群 

(i 设 下 /Q 为 二 次 扩张 ，z? -3z 一 1 在 天 上 的 群 ; 

(iD 2 一 2 在 Q(V-1) 上 的 群 ; 

(iv) x4 一 4 十 5 在 Q(V5) 上 的 群 ， 

(Vv) x 一 8x 十 12 在 QQ 的 任意 二 次 扩张 上 的 群 . 

18. 设 域 下 的 特征 去 2. 又 设 z4 十 az2? 十 BE 下 [z] 不 可 约 ， G 为 它 的 群 ， 丁 是 

{i) 着 b 是 下 的 一个 平方 数 ， 则 G 与 四 元 群 ((12)(34), (13){24)) 同 构 . 

(i 车 5 不 是 下 的 平方 数 而 且 ba? 一 绍 ) 是 下 的 一 个 平方 数 ， 则 G 是 一 个 许 环 群 . 

(过 ) 车 5b 和 a? 一 第) 在 下 内 都 不 是 平方 数 ， 则 G 与 8 阶 的 二 面体 群 Da 同 构 . 

19.， 试 决定 z+ 一 2 在 Q@ 上 的 群 以 及 xz 一 2 在 Q 上 的 分 殊 域 的 所 有 子 域 

20. 设 域 下 的 特征 关 2. 如 果 下 包含 一 个 本 原 的 n 次 单位 根 而 且 为 柯 数 ， 则 天 包 
含 - -个 本 原 的 2n 次 单位 根 . 

21, 设 正 是 Q@ 上 的 - -个 有 限 扩张 .证 骨 下 只 包含 有 限 多 个 单位 根 . 

22. 用 (rn 表示 ~… 个 本 原 的 n 次 单位 根 ， 

[i) 找 出 Q(Cs) 的 所 有 子 域 ; 

( 技 出 Q(Gs) 的 所 有 子 域 ; 

(iii) 设 n> 2 证 明 Q(Cs 十 Ca!) 是 Q(Cw) 中 的 最 大 实 子 域 ， ( 先 指出 Q(C:) 有 一 个 
2 阶 自 同 构 Cn 全 CX! 就 是 复数 域 C 的 复 共 枉 a 二 bY-1 吕 4 一 bY~1 在 Q(ln) 上 诱导 出 
的 自 同 构 . ) 

23. 设 p 为 一 奇 素数 . 证 明 : 

( Zn = 2Z/(p"), n > 1, 的 单位 群 (Zpr)* 是 一 个 (p 一 1)p"! 阶 循环 群 。 ( 先 
指出 1+bp 在 (Zor)” 中 代表 -个 p*”! 阶 元 . 其次, 令 91 为 模 p 的 一 个 原 根 ， 而 且 令 
9 =g (mod p"), 1 <9g<p", 则 9 在 (Zor)* 中 代表 一 个 p 一 1 阶 元 -) 

(说 p* (n> 1) 分 圆 域 Q{Cpr) 是 @ 上 的 tp 一 1)p" 次 循环 扩张 . 

24.， 证 明 ， 

(i) Zan = ZA(2")，n > 2 的 单位 群 (Zzn)" 是 一 个 2 > 阶 循环 子 群 (5),(5 简单 表示 
以 5 为 代表 mod 2" 的 陪 集 ) 和 一 个 2 阶 子 群 (一 1》 的 直 积 . 

全 2，n > 2, 分 圆 域 Q(czn) 在 Q 上 的 向 罗 瓦 群 与 直 积 (5) x (一 1} 同 构 ， 其 中 (5)》 
和 {一 1) 如 i) 中 所 定义 的 ， 

25， 设 万 为 一 奇 素数 ， 仿 p* = (于 证明， p", n> 1, 分 圆 域 Q(Cpn) 包含 一 
个 唯 -的 2 次 子 域 Q(VP”Y. 

26， 证 明 ， 2 ，m > 3, 分 圆 域 Q(t2" ) 恰好 包含 二 个 2 次 子 域 Q(V2)，Q(V-I) 和 
Q(T). 

27. 设 EjF 为 - 个 有 限 如 罗 瑟 扩 张 ，G = Gal(E/F). 设 玉 为 EJF 的 任 一 中 间 域 
H=Ga(E/R). SN={o€ Glo(K)= K}. 证 明 ， 

(i N 是 五 在 G 中 的 正规 化 子 : 

(i Gal(K/F) = N/H. 
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28， 举 例 说 明 ， 存 在 Q 上 的 一 个 根 式 扩张 链 
Q=FCHCcC...Ch=Kk, 


但 是 KK/Q 有 一 个 中 间 域 L/Q 使 得 L/Q 不 能 写成 -个 根 式 扩张 链 . 

29. 在 Q 上 用 根 式 解 方程 z? 一 1 = 0， 

30. 设 fz) E Q[z] 是 一 个 n(n > 和 9 次 不 可 约 多 项 式 而 且 f(z) 在 马上 的 群 G 关 9. 
设 巨 /Q 为 f(x) 的 分 裂 域 ，a E 瑟 为 fz) 的 一 根 . 证 明 : 

ti GallQ(W/Q)=1 人 但 {Q(a): Q) =7. 

(i) Qta) 在 Q 上 的 正规 闭 包 (把 它 看 作 EE 的 子 域 ) 就 是 E. 

31. 设 fz) = 2 二 a2? 十 巡 十 CE Q[z] 为 任 一 三 次 多 项 式 ，D 表示 f(z) 的 判别 
式 . 证 明 ， f{z) 有 重 根 或 有 三 个 不 同 的 实 根 或 有 “对 复 根 ( 非 实 ) 和 一 实 根 ,按照 D = 0 
或 D>0 或 DD<0 而 定 . 

32. p 元 域 了 ,上 的 变换 有 :x FFy az 十 ba,bE Fp,a 关 人 0, 时 做 Fp 上 的 仿 射 变换 . 它 也 
是 {0,1.… ,p 一 1} 的 -个 置换 F, 上 仿 射 变 换 全 体 对 映射 的 合成 构成 一 个 群 ， 记 作 4. 
证 明 : 

(i) 和 4 的 阶 二 plp 一 1), 4 是 一 个 传递 群 , 

fii) 4 的 平移 m :zz+55= 01…,p 一 1 构成 4 的 -个 p 阶 循环 子 群 P, 每 
个 ob,1<<b <p, 无 不 动 点 

(iii 有 的 旋转 普 :zrm ara 三 1 ,2p 一 1 构成 4 的 了 一 1 阶 循环 子 群 Ho. 每 个 
mi1<a<p, 只 有 一 个 不 动 点 0. 

(iv) maos7s-: 二 a6. 了 在 4 内 正规 ,因而 PP 是 4 的 准 一 的 pp 阶 子 群 . 

lv) 令 印 = oHoo-b, b=0,1,...,p—1, 是 与 Ho 共 思 的 子 群 ， 每 个 go,7ac-。 只 有 
一 个 不 动 点 5, 且 

GopTao -pb{T) 一 az 十 ML 一 0). 

{vi) 4 是 一 个 可 解 群 ， 而 且 4 的 任何 正规 子 群 除 {1} 外 都 包含 P.( 指 出 4 的 {1} 以 
外 的 正规 子 群 都 是 传递 的 , ) 

33. p 元 置换 群 4, 0, PP 定义 如 习题 32，A 看 作 p 元 对 称 群 3p 的 子 群 ， 证 明 : 

(0) 王 是 Sr 的 -… 个 西 罗 p- 子 群 ，PP 在 55 内 的 中 心 化 子 就 是 忆 自己 . 

(i) 书 在 8 内 的 正规 化 子 就 是 4. 

(ii) 设 召 为 S 的 任 一 个 可 解 的 苇 递 群 . 证 明 B 的 西 罗 p- 子 群 在 B 内 是 正规 的 ， 因 
而 是 唯一 的 ， 记 作 已 . 于 是 P' 在 5p 内 的 正规 化 子 ， 记 作 N', 包含 B. 

(iv) B 与 4 的 一 个 子 群 共 轿 . 

34. (人知 罗 瓦 ) 设 域 的 特征 = 0, f{z) € FF[2] 为 一 素数 p 次 不 可 约 多 项 式 ， EE/F 为 
它 的 分 裂 域 .证 明 f(z) 可 用 根 式 解 的 充 要 条 件 是 EE 可 由 f(z) 的 任意 两 根 .8 生成 ， 即 
EE = F(a, D).( 充 分 性 证 明 、 对 f(z) 的 根 ai,…… ,ap 可 考虑 子 群 G, = Gal(E/F(ai)). 指 
出 G,nGi = {1},i 关 j 由 此 证 明 ， G = Gal(E/ 下 ) 的 西 罗 六 子 群 是 正规 的 . ) 

35， 有 基体 写 出 下 列 多 项 式 在 指定 域 上 的 群 ， 
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() zx” 一 2 在 Q 上 的 群 ， 

(i 7 一 2 在 Q(Y5) 上 的 群 . 

36. 设 Pp 为 一 素数 证明， zz 一 2 在 Q 上 的 群 和 了。 上 仿 射 说 同 构 ， 并 具体 写 出 局 
构 . 

37，、 没 EJF 为 一 素数 pp 次 循环 扩张 ，L/F 为 仁 - 域 扩张 . 证 明 : 复合 域 五 ' 工 或 者 仍 
然 是 上 的 p 次 循环 扩张 或 者 巨 . 工 = 二 工 若 为 前 少 ，EE. 工 /上 有 可 能 还 是 一 个 根 式 扩张 . 

38，Q 上 有 限 扩张 KK/Q 在 本 题 中 都 看 作 复数 域 C 的 子 域 . 若 KK 还 包含 在 实数 域 及 
中 ， 则 K 称 为 -个 实 域 ， 或 称 为 一 个 实 有 限 扩张 . 如果 K/F 是 一 个 实 有 限 扩张 同时 又 是 
一 -个 根 式 扩张 ， 则 下 /下 叫做 一 个 实 根 式 扩 张 .如 果 Q 上 一 个 多 项 式 所 7) 的 分 裂 域 五 /Q 
包含 在 -个 实 根 式 扩 张 KK/Q 中 ， 则 称 f(z) 是 可 以 用 实 根 式 解 的 ， 我 们 在 下 面 将 要 汪 明 . 
在 Q 上 存在 这 祥 的 不 可 约 多 项 式 f(z), 它 是 可 以 用 根 式 解 的 ， 而 且 f(z) 的 根 都 是 实 根 . 但 
是 f(z) 是 不 能 用 实 根 式 解 的 .以 2?? 一 3z 十 1 为 例 ， 证 明 : 

(i f(z) =z3 一 3z 十 1 在 Q 上 不 可 约 ,有 三 实 根 ,而且 f(z) 在 Q 上 的 分 裂 域 E/Q 
是 一 个 3 次 ( 实 ) 循环 扩张 . 

(这 设 KK/Q 为 任 一 实 有 腿 扩张 证明 复 合 域 .到 或 者 是 五 上 的 一 个 3 次 实 循 坏 扩 
张 或 者 EK = KK. 若 为 前 者 ， EK 决 不 是 K 上 的 根 式 扩张 . 

(ii) 设 K/Q 为 一 个 实 根 式 扩张 ， 则 复合 域 总 ,天 恒 为 下 上 -个 3 次 实 循 环 扩张 但 决 
非 ( 实 ) 根 式 扩张 ， 因此 f(z) = zx? 一 3z + ] 不 能 用 实 根 式 解 . 

39. 证 明 z5 十 207 十 16 在 Q 上 的 群 为 55. 

40， 证 明 f(z) = x5 二 2275 一 9x4 十 1277 一 207 一 15 在 QQ 上 的 群 为 Se. 

41， 作 -个 群 为 $4 的 有 理 系数 四 次 多 项 式 . 

42， 设 EJF 是 一 个 p"(p 为 素数 ，n > 1) 次 循环 扩张 . 又 设 上 是 EE/F 的 个 中 间 域 
使 得 下: 2] =p. 证 明 , 若 巨 可 由 元 素 Qa 在 上 生成 , 则 巨 也 可 出 元素 a 在 尺 上 生成 . 

43， 设 域 下 的 特征 为 素数 p。， 又 设 EJF 为 -个 pr 次 {n > 1) 循环 扩张 而 且 
Gai(EjF) = (o). 证 明 : 

(i) 存在 E 的 元 素 ?使 得 TR(%) =1. 对 7 又 存在 巨 的 一 个 元 素 83 使 得 0(8) 一 8= 
和 

(六 设 吕 如 六 作出 的 则 z? 一 x 一 户 在 五 上 不 可 约 . 

(过 ) 添加 z? 一 zB 的 ~ 根 a 到 巨 得 到 的 扩 域 (a) 是 下 上 的 Pr+1 次 匣 罗 瓦 扩张 . 
(注意 ， E(u) 是 下 上 的 姻 罗 本 扩张 ， 其 充 要 条 件 是 z" 一 一 5(8) 的 根 都 位 已 (a) 中 .) 

(iv) E(la) 有 -个 F- 自问 构 7 使 得 


T(a) = a+7. 


而 县 7 的 阶 = pn+l!. 因而 Ba)] 是 下 上- -个 prt' 次 循环 扩张 

(v) 若 在 严 上 存在 9 次 循环 扩张 、 则 在 上 存在 任意 Pp” 次 托 坏 扩张 . 反之 显然 ， 

44， 设 域 F 的 特征 为 素数 p, 则 在 下 上 存在 任意 p” 次 循环 扩张 的 充 要 条 件 是 的 加 
法 子 群 P(EY+) 小 于 F+. 

45，() 设 五 为 pn 人 p 素数 ) 个 元 素 的 有 限 域 ， 证 明 群 指数 (下 ” : P(F+)) = p， 
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(ii 设 五 为 特征 p(p > 人 的 域 ， 瑟 = 互 提 在 五 上 超越 . 证 明 (K+ :PC(K?+)) > 1 

46，f{i) 证 明 ， 当 素数 p > 7 时 ，2? 一 1 在 素 域 F, 上 可 以 用 根 式 解 ， 并 具体 求 出 它 的 

解 . 

(也 证 明 z? -1 在 素 域 Rs 上 不 能 用 根 式 解 . 但 可 以 应 用 本 章 定理 27 求解 . 并 具体 写 
出 它 的 解 . 


第 九 章 ”多 重 线性 代数 初步 


近年 来 ， 多 重 线性 代数 的 概念 已 经 成 为 数学 许多 分 支 常用 的 工具 . 在 这 一 
章 我 们 将 对 多 重 线性 代数 作 一 初步 的 介绍 . 

作为 线性 变换 与 线性 函数 的 推广 ， 我 们 首先 引进 多 重 线性 变换 与 多 重 线性 
函数 的 概念 ， 然 后 给 出 线性 空间 的 张 量 积 与 张 基 代数 ， 在 张 量 代数 的 基础 上 利 
用 交错 化 算 子 定义 外 乘积 与 外 代数 、 


31 对 偶 空间 


我 们 已 经 介绍 过 线性 空间 上 线性 函数 的 概念 ， 现 在 着 重 来 考察 一 下 线性 函 
数组 成 的 空间 ， 即 上 所谓 对 偶 空 间 . 

在 这 一 章 我 们 总 是 假定 下 足 一 个 任意 域 , 而 讨论 的 线性 空间 都 是 指 域 下 上 
的 线性 空间 . 

为 了 统一 线性 变换 与 线性 函数 ， 我 们 首先 把 以 前 的 线性 变换 的 定义 稍 作 推 
J 

定义 1 设 1 与 If 是 域 下 上 的 两 个 线性 空间 ， 有 是 下 到 全 的 一 个 映 
射 . 如 果 4 适合 : 

1) Ala+8)= 4(o)+4(， 

2) Atka) = kA(o), 
对 所 有 的 a,8 EV EF 那么 委 就 称 为 由 VW 到 全 的 一 个 线性 变换 . 

显然 ,在 站 二 下 的 情形 ， 这 就 是 过 去 所 说 的 线性 变换 .我们 知道 ， 玉 可 
以 看 作 域 上 的 一 个 一 维 线性 空间 ， 因 此 ， 所 谓 线 性 空间 VW 的 线性 函数 就 是 
由 下 到 下 的 线性 变换 . 

与 线性 空间 到 自身 的 线性 变换 一 样 ， 我 们 有 

定理 1 设 亿 全 是 域 忆 上 线性 空间 ， 玉 的 维 数 为 n, EtiEn 是 了 的 一 
组 基 对 于 不 中 任意 nh 个 元 素 出 由 存在 唯一 的 线性 变换 入: 下 一 玫 使 


Alei) = ,i= 1 .nN, 


证 明 留 给 读者 . 品 

当下 与 不 都 是 有 限 维 线性 空间 时 ， 我 们 也 可 以 谈 线性 变换 4 :站 一 丈 的 
记 阵 ， 不 过 要 在 线性 空间 下 与 IV 中 者 各自 取 一 组 基 ， 读者 不 难 写 出 线性 变换 
与 矩阵 之 间 对 应 的 细节 ， 这 里 就 不 多 谈 了 . 
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在 线性 空间 的 线性 函数 之 问 我 们 可 以 定义 运算 ， 设 人 9 是 站 的 任意 两 
个 线性 函数 ， 天 是 域 F 中 任意 元 素 ， 我 们 定义 


(+g(a) = flo) + qo), 
(kf)(a) = Roy) 


容易 验证 ， 这 样 定义 的 了 + 9 与 zy 仍然 是 线性 函数 ， 而 且 线性 空间 Y 的 全 体 
线性 函数 在 这 两 个 运算 下 也 构成 域 上 的 线性 空间 . 

定义 2 设 六 是 域 忆 上 一 线性 空间 Y 的 全 体 线性 函数 在 上 面 定义 的 两 
个 运算 下 所 成 的 线性 空间 称 为 下 的 对 偶 空间 , 记 为 V*. 

下 面 我 们 主要 来 考察 有 限 维 线性 空间 的 对 偶 空间 ， 对 于 有 限 维 线性 空间 的 


线性 函数 ， 我 们 有 以 下 的 基本 事实 . 
推论 设 玉 是 域 太 上 一 nn 维 线性 空间 ，s1,…,en 是 下 的 一 组 基 . 对 下 中 
任意 给 定 的 nn 个 元 素 站 bo) 存在 站 的 唯一 的 一 全 线性 函数 了 使 


证 明 留 给 读者 . 口 

由 此 我 们 可 以 立即 证 明 

定理 2 设 交 是 域 下 上 一 中 维 线性 空间 ， El,'… ,En 是 WV 的 一 组 基站 
的 对 偶 空间 V* 也 是 兄 维 的 ， 而 且 VY 有 一 组 基 万 … 户 适合 条 件 


filey) = 6 让 1 


证 明 由 定理 1 的 推论 ， 在 V* 中 有 个 线性 函数 有 1,…, 刀 使 
fi{2j) = bi i,1 二 1, 也。 


假设 线性 组 合 
kifi + 二 knfa=0. 
考察 两 边 在 基 向 量 sj 上 的 函数 值 ， 即 得 
(kifi + -+ knfn)(e)) 
=hf(ey) + + hnfnles) 
= =0. 
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取 了 = 1,…,n, 这 就 证 明了 天 ,…, fn 线性 无 关 ， 对 于 任意 的 feE V*, 令 
fley) = bi, j= 1 ,n. 
显然 
(bf a + hfn)(le,) 一 bj. A 
由 定理 1 的 唯一 性 即 得 
= 六 用 十 十 加 大 
这 就 是 说 ， V* 中 任 一 元 素 都 可 以 表 成 fh hh 的 线性 组 合 ， 因而 fh ” " hn 
是 Vr' 的 一 组 基 ，V"* 是 n 维 的 . 口 
定理 2 中 所 作 的 V"* 的 基 所 ,…, fn 称 为 了 的 基 1,… ,en 的 对 偶 基 . 
推论 设 站 是 域 正 上 一 只 维 线 性 空间 ，c 且 有 中 一 个 向 量 ， 如 果 对 于 所 
有 的 feEV" 部 有 Ha) = 0 那么 a = 
证 明 在 VF 中 取 一 组 基 E13 +En, 令 fi, fn 是 它 的 对 偶 基 . 设 
QE + + AnEn, 
由 条 件 ， fi{a)}=0=0, ji 二 1,-.…,n. 于 是 
Qa=(0. 口 
线性 空间 V 的 对 偶 空 间 V* 也 是 线性 空间 ， 当 然 也 可 以 考虑 它 的 对 侦 空 间 
1**,， 由 定理 2, 如 果 下 是 地 维 的 ， 孝 么 中" 从 而 站” 都 是 维 的 下面 来 建立 
V 与 Ve 的 一 个 重要 联系 . 设 aeEY 是 一 固定 的 向 其， 对 于 所 有 的 了 E VY"， 
fo f(a) 
定义 了 TY* 到 三 的 一 个 映射 ， 容 易 验 证 ， 这 是 Y* 的 一 个 线性 函数 ， 我 们 记 这 
个 线 件 函数 为 a*, 上 面 的 定义 可 以 写成 
a*(f) = f(a). (1) 
按 这 个 方式 我 们 建立 了 六 到 T** 的 一 个 映射 ， 我 们 来 证 盟 它 是 六 到 V** 的 一 
个 线性 变换 . 
任 取 a.8 eV ke 我们 有 
(a+ BO:(f)=fla+B) 
=f (a) + f(8) 
=a*(f) + (Ff) 
=(@" + 8*)(f), 
(ka)*(f)=f (Fa) = kf(0) = kta (f)) 
=(ka*)(). 
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换 澡 话说 ， 
(at+8)* 一 ar +B， 
(ka)* = Ka 


这 就 证 明了 映射 a 品 a* 是 到 下 ”的 一 个 线性 变换 ， 

定理 2 的 推论 表明 ， 如 果 a 关 0, 那么 ao* 冯 0, 即 把 非 零 元 素 映 到 非 零 元 
素 . 因 之 ， 这 个 线性 变换 足 单 射 的 . 

在 了 中 取 一 组 基 1,…,en 令 用 …, fn EV? 是 它 的 对 偶 基 ， 由 (1) 可 知 


ei(f;) = filei) = 6i), 7 = 二 如- 


这 就 足 说 ， cl, “jEn 恰好 是 i, fn 的 对 偶 基 。 既然 els ;En 是 了 的 一 
组 基 ， 所 以 这 个 线 生 变换 是 满 的 . 
综合 以 上 讨论 ， 由 (1) 所 定义 的 映射 


* 


hy 


是 线性 空间 『 到 线性 空间 f** 的 一 个 同 构 映 射 . 在 这 个 同 构 映射 下 ， 如 果 我 们 
把 与 ar 等 同 起 来 ， 那 么 就 可 以 把 下 也 看 作 是 了" 的 对 偶 空间 ， 或 者 说 ，1” 
的 元 素 是 上 的 线性 函数 ， 而 Y 的 元 素 按 (1) 也 可 以 看 作 吓 fr 的 线性 咕 数 . 

应 该 指出 , 对 于 有 限 维 线性 空间 ,线性 空间 VV* 与 T"" 有 相同 的 维 数 ， 
按 线性 空间 的 一 般 理论 ， 它 们 当然 是 同 构 的 ， 上 面 按 (1) 定义 的 同 构 映射 的 意 
义 不 在 于 说 明 V 与 V** 是 同 构 ,而 在 于 给 出 了 一 个 特定 的 同 构 映射 ， 在 这 个 映 
射 下 ， 的 元 素 与 V* 的 元 素 之 问 建立 了 对 应 以 后 将 会 看 到 ， 这 个 映射 具有 
很 好 的 性 质 ， 这 里 就 不 细 说 了 ， 
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作为 线性 变换 与 线性 函数 的 推广 ， 我 们 来 定义 多 重 线性 变换 与 多 重 线性 苛 

数 ， 

定义 3 设 全 ,…, 太 与 邢 是 域 六 上 的 线性 空间 ， 映射 
A:VTixx 人 地主 


称 为 多 重 线性 变换 , 如 果 对 于 所 有 的 qi,Pi€ 到 i = 1…,r, 所 有 的 keEF, 它 
适合 
1) Alal sm tb, 0r) = AQIy es Qi Ar) + A ti 07); 


2) _ Alo, kan, 0r) = kA(an ,i Ae), 1= ,eT 
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由 定义 可 以 看 出 ， 所 谓 多 重 线性 变换 就 是 对 每 一 个 变 元 者 是 线性 的 ， 或 者 
说 ， 如 果 固 定 其 中 的 >- 1 个 变 元 ， 那 么 对 于 剩 下 的 那个 变 元 ， 它 是 一 个 线性 变 
换 ， 当 ?+ = 1 时 ， 这 就 是 通常 的 线性 变换 ， 当 > = 2 时 ， 它 通常 称 为 发 线性 变 
换 ， 多 重 线性 变换 有 不 少 性 质 与 线性 变换 相仿 ， 这 里 不 多 说 了 ， 

定义 4 设 页,…, 太 是 域 玉 上 的 线性 空间 . 由 六 ,… ,VW 到 下 的 多 重 线 性 
变换 称 为 定义 在 作 ,…, Vr 上 的 多 重 线性 函数 . 

显然 ， 这 是 我 们 已 经 知道 的 线性 函数 与 六 线性 函数 的 推广 ， 和 线性 函数 一 
样 ， 对 于 多 重 线性 函数 我 们 也 可 以 定义 加 法 与 数量 乘法 . 设 j,g 是 定义 在 线性 
空间 态 ,… ,上 线性 函数 ，E 五 对 于 as E 人 = 1,…,7, 我 们 定义 


(f 于 9) (a 9 ,Qn)=f(Q1,- Bee , Or) 十 9(fal- | ar)， 
(人 fj)(al arj=Ra , or). 

我 们 用 PE(A… 红 ) 代表 定义 在 线性 空间 WH,… ,Vr 上 的 全 体 多 重 线性 函 
数 . 容易 验证 ，P(Vi,… ,证 ) 在 上 面 定义 的 两 个 运算 下 成 为 域 下 上 一 个 线性 空 
闻 . 

与 线性 函数 的 情况 相仿 ， 我 们 有 

定理 3 设 亿 ,…,W 是 域 下 上 的 线性 空间 ， 下 的 维 数 为 mi il, Etin 
是 太 的 一 组 基 ，i 二 1,… ,Tr. 对 域 矿 中 任意 一 组 元 康 bj 让 三 1,…' ,ni (i 二 
Le) 存在 唯一 的 一 个 多 重 线 性 酒 数 f 使 


farses er) = bi Bl i= 1 7). 


证 明 留 给 读者 . 口 
对 于 任意 给 定 的 一 组 脚 标 六 …… 心 , 取 


及 
由 定理 3, 我 们 有 多 重 线性 函数 户 …u 使 
天 (ED 
这 样 得 到 的 函数 fk1.…, 就 是 
feiks (ER “Erks) = 1, 


而 在 基 向 其 的 其 它 组 合 处 取 什 全 为 零 ， 
定理 4 符号 同 定理 3. 上 面 定义 的 三 数 所 大] (i 二 1 7) 
线性 无 美 ， 且 构成 已 所， 本) 的 一 组 基 ， P(Wi,…, 歼 ) 的 维 数 为 R1 .nr 
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证 明 留 给 读者 . 口 
元 素 取 月 域 的 n 元 数组 


的 全 体 在 有 关 运 算 下 , 构成 域 上 一 :个 nn 维 线性 空间 F". nxn 本 阵 的 行列 式 


Ql CI2 1 QIn 
O21 022 '** Q2n 
Qn] fn2 他 rn 
可 以 看 成 是 个 列 向 基 
他 1 
Qi 5 
0 二 。 i=1， "2 
Ons 


的 函数 ， 由 行列 式 的 性 质 立 即 可 以 看 成 行列 式 是 定义 在 F",…,F"(n 个 ) 上 
的 一 个 多 重 线性 函数 . 

我 们 现在 来 建立 多 重 线性 函数 之 古 的 一 种 运算 . 为 了 避免 过 于 复杂 的 脚 标 ， 
同时 也 考虑 到 下 一 节 的 直接 应 用 ， 我 们 把 讨论 限制 在 简单 的 情形 ， 在 弄 清 楚 这 
种 简单 的 情形 之 后 ， 推 广 到 一 般 的 情形 对 于 读者 将 不 是 困难 的 事 . 

设 让 与 仿 是 域 F 上 的 线性 空间 ， 维 数 分 别 是 与 m, 而 1* 与 八 * 分 别 
是 它们 的 对 偶 空间 ， 对 于 fe V",9g € W*., 我 们 定义 


f& gla,B) = flo)g(3), a EV BEW. 


容易 验证 ， 对 于 Qi1,Q2 E VW,kE FF 有 


f ggai+a2 =Fal + 02)g(8) 
=f (Qa)9(8) 十 Faa)9(00) 
=f % g(a1,8) + f ® g(a2, 5), 
f @g(ka, B)=f(ko)g(B) = kf la) g(a) 
=k(f BND, P). 
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央 之 ，f 名 g 对 于 六 是 线性 的 ， 同时 可 以 证 蚜 ， 它 对 于 厂 也 是 线性 的 , 这 就 是 
说 ， 了 %g 是 定义 在 全 玉 上 的 一 个 双 线 性 沙 数 ， 即 


f age PV,W). 
这 样 ， 我 们 定义 了 一 个 映射 
ax 有 POP HT 


显然 ， 映 射 o 对 于 1 与 ”是 双 线 性 的 . 换 句 话说 ，o 是 由 与 环 * 到 
P(V, 印 ) 的 一 个 冯 线 性 变换 ， 

在 下 与 IY 中 分 别 取 基 ce 与 入 ,hm 令 天 后 各 抽 9m 
分 别 是 它们 的 对 偶 基 . 由 定理 4 可知 ， 


fi Bo i= 1 ,nn, 了 一 1,. ,Im 


构成 PT 下 ) 的 一 组 基 ， 由 此 可 知 ， 虽然 o(T* x 斌 *) 在 P(V, 环 ) 内 不 构成 一 
个 子 空间 ， (为 什么 ? ) 但 是 c(F* x 克 *) 包含 了 P(V,WW) 的 一 组 基 ， 因 而 ， 
cflf* x W'*) 生成 整个 空间 P(V, 让 ). 

根据 以 上 讨论 ， 我 们 可 以 证 明 

定理 5 符号 同上 .如 果 jpn 与 Vi bm 分 别 是 1* 与 有"* 的 基 ， 
那么 训 久 Vj 二 1 nj 二 1.… ,是 P(T,W) 的 一 组 基 . 

证 明 对 于 任意 的 了 ET,9EtF 设 


mr 


n 
= aim, 如 三 bj, 
| 2=| 


由 双 线 性 ， 有 本 
f%g= > > bj Kv). 


i=t j=1 
这 就 是 说 , ol(T™*x 斌 *) 中 笃 个 元 素 部 可 以 表 成 Hv = 1 = ,nn. 
的 线性 组 台 ， 从 而 P(T TH 中 每 个 元 素 都 可 以 由 它们 线性 表 出 ， 因 为 P(T 外 ") 
的 维 数 是 nm, 所 以 它们 必 线 性 无 关 ， 因而 是 P(V. 于) 的 一 组 基 ， 这 就 证 明了 完 
理 . 口 


§3 ”线性 空间 的 张 量 积 


在 以 上 准备 工作 的 基础 上 ， 我 们 现在 来 定义 线性 空间 的 张 甚 积 ， 亡 是 多 重 
线性 代数 的 一 个 基本 概念. 
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定义 5 设 册 , 取 与 不是 域 尺 上 的 线性 空间 ，5 :下 xx 太一 研 是 由 机, 态 
到 玫 的 一 个 双 线 性 变换 ， 如 果 对 于 域 上 任意 的 线性 空间 UD, 任意 一 个 双 线 
性 变换 :下 xx 用 一 及 部 存在 唯一 的 线性 变换 划 : 环 一 所 使 


Pp = Po, 


那么 镀 就 称 为 页 与 语 的 一 个 张 量 积 . 

这 个 定义 看 起 来 比较 抽象 , 不 容易 把 握 住 张 其 积 究竟 是 什么 , 但 是 它 的 确 抓 
住 了 张 量 积 的 特征 性 质 ,以 后 用 起 来 很 方便 . 直接 从 这 个 定义 一 下 子 看 不 出 , 对 
于 线性 空间 这 样 的 张 量 积 是 否 存 在 ， 因 之 证 明 它 的 存在 性 与 唯一 性 是 首先 要 解 
决 的 问题 ， 而 在 解决 这 些 问 题 的 过 程 中 对 于 张 基 积 就 可 以 有 比较 具体 的 了 解 ， 

定理 6 设 多 ,内 是 域 下 上 有 限 维 线性 空间 ， 线 性 空间 页, 的 张 量 积存 
在 ， 而且 在 同 构 的 意义 下 是 唯一 的 . 

证 明令 友 与 俯 分 别 是 太 与 名 的 对 偶 空 间 .我 们 知道 ,与 旋 可 以 分 别 
等 同 于 WV* 与 保 *. 按 弛 的 讨论 , 我 们 有 一 双 线 性 变换 a :Vx 二 POY,TZ). 
即 

afa 有 一 oag@B EW, EN. 

设 sen 与 和 0,…,Tna 分 别 为 五 与 似 的 基 ， 其 中 m1 为 太 的 维 数 ， 
ne 为 12 的 维 数 . 由 定理 5c(si,7;) = 51 名 二 有 ,Rj 二 1 ;2 是 
P(1Y, 久 ) 的 一 组 基 . 

我 们 现在 来 证 明 ， P(, 他 ) 就 是 太 ,T3 的 一 个 张 量 积 , 设 忆 是 域 开 上 任 
意 一 个 线性 空间 ，w :Wi x 仍 品 5 是 一 个 双 线性 变换 令 


PE = Yi 二 二 
由 定理 5 和 定理 1, 存在 线性 变换 划 : P( 人 ,这 ) 5 使 
Wer BD) = i= Ni, T= 1 Ty, 
显然 ， 我 们 有 
woles mi) = Plea) 1， 


由 双 线 性 即 得 we = 9 
如 果 再 有 一 个 线性 变换 内 : P( 久 ,这 ) 一 已 也 适合 加 9 = %， 那么 对 于 任 
意 的 1 有 
Walesi, 1;) = plEi ny) -= wig {Ei, nD)), 
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这 就 是 说 ， 划 与 遇 在 基 向 量 clei,7), i = 1 0957 二 1,…,R2,， 上 的 象 相 
同 ， 于 是 由 定理 1 的 唯一 性 即 得 多 = 急 . 这 就 说 明了 ， 适合 条 件 pa = 952 的 线 
性 变换 邮 是 唯一 的 . 

以 上 讨论 说 明 ， 双 线性 变换 


oi: Vi x V2 PY, IY) 
满足 张 晤 积 的 定义 ， 内 而 P(VY ,V2) 就 是 ,V2 的 一 个 张 其 积 ， 


下 面 再 来 证 明 ， ,13 的 张 节 积 在 同 构 的 意义 下 是 唯一 的 . 
设 有 双 线 性 变换 o, cl 与 线性 空间 W,TVi 使 


:网 XT2 oI, 


oi Vx Vo Th 
都 是 张 量 积 ， 由 环 是 张 基 积 ， 我 们 有 线性 变换 岂 : 帮 二 Ti, 使 
WT 二 Gil， 


再 由 fa 是 张 其 积 ， 我 们 有 线性 变换 太 :和 一 下 使 
WA 一 加 ， 


令 1w 与 ltr 分别 表示 线性 空间 研 与 W! 的 得 等 变换 . 根据 张 其 积 的 定义 ， 
对 于 张 其 积 永 , 另 一 个 双 线 性 变换 仍 取 c :Vx 卫 一 不 , 显然 有 1 :WW 守信 
使 


yo 三 0- 


但 是 还 有 线性 变换 ww: 厂 汪 于 使 


Wwe 一 0. 
由 定义 中 要 求 的 唯一 性 ， 我 们 有 

巧 电 = lw， 
同 理 ， 有 

pi = lp. 


由 此 可 生 ， 少 : 镀 一 全 1 是 一 同 构 映射 , 这 就 证 明了 ,任意 两 个 张 甚 积 必 同 构 . 
口 
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逻辑 上 严格 地 说 ， 谈 到 线性 空间 的 张 基 筷 时 ， 应 同时 考虑 与 之 联系 的 双 线 

性 变换 . 
os: x oh 

这 一 点 从 定理 6 的 证 明 可 以 看 出 . 不 过 为 了 简单 起 见 , 我 们 总 是 说 “WW 是 ,多 
的 张 基 积 ” 而 不 明确 指出 双 线 性 变换 . 

既然 张 量 积 在 同 构 的 意义 下 是 唯一 的 ， 我 们 用 太 % 多 表示 太 ,WV2 的 张 量 
积 ， 对 于 

or EW,H EV, 

用 a 名 8 表示 ol(a, 让). 

根据 定义 5 与 定理 6, 关于 张 其 积 ， 我 们 有 外 下 的 基本 性 质 : 

1. (al 十 G2) KH = al 为 如 二 ea 的 

Gag {+h)=aRh+a% by. 
CQ. ,2 ET ,3,01, 32 € 全 

2. (ka 8 B=a% (kk) = kaxd). keFhacel,d el. 

3， 如 果 si,snw 是 芒 的 一 组 基 ，,…,7m。 是 仍 的 一 组 基 ， 那 么 
Ez Dy, i 二 了 1 三 1…: 722， 是 到 的 下 2 的 一 组 基 ， 因而 ® 友 的 维 数 为 


nn. 


4. 世 匈 仿 中 元 素 部 可 以 表示 成 


2 
til 
的 形式 ， 其 中 au E18 E13 f= rr- 
定理 7 设 全 , 态 , 隐 是 域 已 上 有 限 维 线 性 空间 ， 我 们 有 辐 构 映 圭 
二 (Ww a) 
使 


区 (na 党 有 全 人 二 人 (他 六 


有 同 构 揣 射 
to 


Wolo 入 =3%o, 


其 中 a€EVi,8 E12,Y€Vs. 
证 明 在 位,Y2,13 中 分 别 取 基 En 我 们 知道 


(Ei BN) BESED DE) 让 一 上 2 二 二 3， 
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分 别 是 (页 @ 仍 )@ 访 与 名 (3 久 玖 ) 的 基 ， 定 义 
$i: V8 8) 
为 
P(E BD) BD) = 53 GE) i= bj = nk = 1,. ,nas. 


显然 ， 加 即 为 所 要 的 同 构 映射 。 如 的 定义 方法 类 似 ， 留 给 读者 . 口 
定理 7 给 出 了 张 基 积 的 结合 律 ， 因 之 在 考虑 多 个 线性 空间 的 张 其 积 时 ， 可 
以 不 用 插 弧 . 设 太 ,…, Vm 是 mm 个 线性 空间 ， 我 们 可 以 作 它 从 的 张 填 积 : 


Wi ® by WV, 
也 可 以 考虑 形式 为 
Ql BB, ai ET 一 了 
在 定义 了 线性 空间 的 张 其 积 之 后 ， 我 们 再 来 定义 线性 变换 的 张 基 积 ， 
定理 8 设 人 WW 是 域 下 上 的 线性 空间 ， 有 A:V 二 路 昌 :人 玉 二 玉 是 两 个 线 
性 变换 .于 是 存在 唯一 的 线性 变换 C :下 负 伯 一 V8 钙 使 


Clamd) = A BI, aeEV,3el, 


证 明 定义 映射 p :YX 五 二 下 名 玉 为 
opfa 0) = Aa % BH. 
容易 验证 ， 2 是 一 双 线 性 变换 .由 张 其 积 的 定义 ， 存 在 唯一 的 线性 变换 


人 :人 天 一 下 多 开 


Cla® 3) = va,8) = Aa® BB. 口 
我 们 称 定理 8 中 所 说 的 线性 变换 C 为 线性 变换 4 与 BB 的 张 量 积 , 记 为 
A®@B. 


读者 不 难 证 明 线性 变换 的 张 基 积 的 一 些 基本 性 质 : 
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1，(4+C)gB=4gB+HCoE, 
A&(B+D}=A8@B+AGD. 

2. (A& BC®D)= AC%® BD. 

3. EE=-E, 

4 如 有 ,BB 可 道 ， 则 A 名 B 也 可 道 ， 


(4%B)-!= A-'gB-. 


这 里 4, 人 :TY 一方 吾 .万 : 厂 僵 作 , 而 图 表示 单位 变换 . 
下 面 来 看 一 下 ， 在 适当 的 基 下 ， 4 名 B 的 矩阵 与 4, 召 的 矩阵 的 关系 . 
设 和 4= (ajj) 为 一 mx7 征 阵 ， 瑟 = (的 ) 为 一 m x m 和 矩阵， 我 们 定义 


A%B = (eB), 


它 是 一 个 nm x nn 矩阵 ， 称 为 4 与 B 的 张 量 积 . 
设 sl ,sn 是 下 的 一 组 基 ， 四，……,mm 是 你 的 一 组 基 ， 而 矩阵 4 = 
{ay)1,B = (5) 分 别 是 线性 变换 4, B 在 这 两 组 基 下 的 和 矩阵， 我 们 知道 ， 


E1 DM ET SINE2 BE BN En Tm 
是 下 人 研 的 一 组 基 ， 读 者 容易 验证 ， 线 性 变换 4 8 B 在 这 组 基 下 的 矩阵 就 是 
A&%B. 


由 线性 变换 张 其 积 的 性 质 立即 可 以 推出 矩阵 的 张 攻 积 的 一 些 基本 性 质 . 


最 后 ， 我 们 来 看 两 个 例子 . 
设 V 是 域 上 一 个 线性 空间 . 把 下 看 作 五 上 的 -- 维 线性 空间 ， 我 们 可 以 


作 张 基 积 
Feo. 


F 名 中 的 元 素 为 
Sy 2 Oi -yis 大 ii = 1% 》 有 au， 
i=1 :二 | i=1 
这 就 是 说 ， 下 % 让 的 元 素 全 可 以 表 为 18n,a EV 的 形式 . 
容易 看 出 ， 了 映射 如: 王 xT 一 下 


wk A) 一 Ra 大 E 下 ET 
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是 双 线性 的 ， 因 而 唯一 地 决定 一 线性 变换 
A:F@V ooV 


使 
A(kKm® a) = ka. 
由 A(18a) = a 可 知 4 是 映 上 的 , 而 下 &T 与 了 有 相同 的 维 数 ， 所 以 ， 4 是 
一 同 构 映射 以 后 我 们 常常 按 这 个 同 构 映 射 把 多 V 与 站 等 同 起 来 . 
设 下 是 实数 域 R 上 的 一 n 维 线性 空间 .复数 域 C 可 以 看 作 R 上 的 一 个 
二 维 空间 ， 作 
CV 
它 是 实数 域 R 上 的 2n 维 线性 空间 ， 对 于 ze C, 映射 z my z02,2 € C, 显然 是 
C 的 一 个 线性 变换 (把 C 看 作 及 上 的 线性 空间 ). 由 定理 7, 它 决定 了 C BT 到 
C BV 的 一 个 映射 
ZW 202 的 人 
我 们 定义 
zo0(2 Ba) = 02 Ha. 
容易 验证 ， 在 这 个 运算 下 ， C 8T 构成 复数 域 C 上 的 一 个 线性 空间 ， 如 时 
s1,.…en 是 的 一 组 基 ， 那么 显然 1851,…,18en 是 C8V 作为 C 上 的 线 
性 空间 的 一 组 基 . 
CV 作为 复数 域 上 的 线性 空间 通常 称 为 实数 域 肥 上 线性 空间 7 的 复 化 ， 
或 者 说 ， 把 Y 扩充 成 一 个 复数 域 上 的 线性 空间 . 


§4 ”线性 空间 的 直 和 


定义 6 设 太 ,…… 帮 是 域 己 上 的 线性 空间 . 考虑 所 有 的 * 元 元 素 组 


(ai Qs), ai E 于 二 18 


(ai ，…,Qs) 十 (31,.. ,Bs) = (an 十 各 as 十 所 )， 
大 (pars) 二 (kai,.**, Koes), 


其 中 六 E 号 ai,Bi€ 玉 ,i= 1,…,8. 显然 ， 它 构 成 一 线性 空间 ,这 祥 得 到 的 线性 
空间 称 为 线性 空间 五,……, 友 的 直 和 , 记 为 
ViB… OW. 
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定义 6 给 出 了 一 个 由 已 知 的 线性 空间 构造 新 的 线性 空间 的 方法 . 过 去 我 们 
讨论 过 子 空间 的 直 和 ， 它 们 之 间 是 什么 关系 呢 ? 
在 内 昌 …@V 中 ， 所 有 形式 为 


(0.……，,a 0)， Ga E 


的 元 素 显然 构成 一 个 子 空间 , 记 为 WY. 容易 看 出 ，W 与 太 同 构 , 而 且 WW@…@@V 
可 以 表示 成 子 空 间 他 ,…… 玛 的 直 和 ， 由 此 可 见 ， 这 里 定义 的 直 和 与 过 去 所 说 
的 直 和 在 本 质 上 是 一 回 事 ， 不 过 出 发 点 不 同 而 已 ， 有 时 候 为 了 区 别 ， 过 去 所 说 
的 直 和 称 为 内 直 和 , 而 定义 6 所 说 的 直 和 称 为 外 直 和 . 

为 了 下 面 的 需要 ， 我 们 还 要 把 定义 6 推广 到 无 穷 多 个 线性 空间 的 情形 ， 设 
Wi,W2,… 是 域 上 无 穷 多 个 线性 空间 ， 我 们 说 一 个 无 穷 序列 


(Q1, 0 7), Oi E Vi, i= 1,2,.: 
的 分 量 几乎 全 为 零 ， 如 果 在 Ql, a2,-… 中 只 有 有 限 多 个 分 量 不 为 零 . 考虑 分 量 咏 
乎 全 为 零 的 无穷 序列 的 全 体 ， 定 义 


(aa2,…] 士 (902 性 (al + B02 十 让 
:= 


大 (al az (Kai, Ka, ~ 外 


显然 ， 这 样 定义 的 运算 在 所 考虑 的 集合 上 是 封闭 的 ， 而 且 构 成 一 线性 空间 ， 
定义 7 上 面 构造 的 线性 空间 称 为 线性 空间 页 ,全 ，… 的 直 和 , 记 为 


[m4 
VeWo-.…=BK. 


在 组 太 中 , 除去 第 i 位 外 全 为 专 的 序列 的 全 体 显然 成 一 子 空间 , 用 到 代 


4 一 1 


表 它 .容易 证 明 ， 好 立信 而 且 育 和 搬入 中 的 元 素 o 可 以 唯一 地 表示 成 


这 1 


和 一 oj 十 ai 十 -十 oa 


其 中 ab EW, j= 二 1 
为 简单 起 见 ， 我 们 可 把 矿 与 VW 等 司 起 来 ,于 是 友和 Dr 中 的 元 素 a 就 


i=1 


可 以 表示 成 


QO=A 十 Gio t+ Oi Qi € Vs 了 一 1 
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应 该 指出 ， “几乎 全 为 零 " 的 限制 对 于 有 限 多 个 分 其 来 说 就 不 成 为 限制 . 因 
之 ,定义 6 与 定义 7 可 以 统一 起 来 

最 后 再 说 一 下 线性 变换 的 直 和 ， 设 太 , 码 ,…, 是 域 下 上 上 的 线性 空间 ， 而 
A41, 42，…, 分别 是 这 些 空间 上 的 线性 变换 ， 对 于 志和 所 中 的 元 素 ， 我 们 定 


这 1】 
义 变换 4 为 : 
Ala1, 92,- . -) 三 (AlQ1, AsQ2, 7 ), 


显然 4 是 一 线性 变换 ， 线 性 变换 4 称 为 线性 变换 4i, 有 42,…, 的 直 和 , 记 为 


及 二 A 二 A 十 -…. 
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张 拒 代数 是 利用 张 其 积 建立 的 一 个 与 线性 空间 相 联 系 的 代数 结构 ， 尼 也 是 
多 重 线性 代数 中 的 一 个 基本 概念 . 
设 熙 是 域 卫 于 一 mn 维 线性 空间 .我 们 定义 
了 0( 人 站 三 吕 
TW = 8 个),，r = 1,2,.… 
如 果 ce1,…,en 是 的 一 组 基 ， 那 么 
Er Ci, 人 3 二 了 2、 
就 是 全 (F) 的 一 组 基 ， 而 1 就 是 (WV) 的 基 ， 因 之 ， Tr(V) 的 维 数 是 m, 7 = 


0 Wee 
根据 张 其 积 的 结合 律 ， 我 们 有 间 构 映射 


杂 - 7 人 T) [ea T,(V) ~ Ts (7), 


af BR) BB Be 8 Bs)) 
aD RBar 人 AW, r,s>0 


利用 这 个 同 构 映 射 ， 对 于 ze 到 (PE Ts( 丰 .我们 定义 
rHYy ETatl). 
再 利用 上 一 节 所 说 的 间 构 映射 
F&@Y ~ VW 
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对 于 XE (WV),k € 了 (和 ), 我 们 定义 
kK@r= ker BE= ky. 


这 样 ， 我 们 就 在 mt) TOP ,了 (TW),…. 的 元 素 之 间 定 义 了 一 个 乘法 . 乘法 
的 结合 律 是 显然 的 ， 即 对 于 z E Tr(V),y E Ts(W),z € Tp(V), 有 


rR(yBz) = (HO, 


其 中 六 sp 二 0. 
作 T.(V,r 一 0, 1,2, 和 这 些 空间 的 直 和 


TV) GTM ODN DP 


记 为 T(V). 按 分 配 健 ， 上 面 定义 的 乘法 立即 推广 到 T(V) 的 元 素 上 ， TI(V") 作 
为 一 线性 空间 ， 它 有 一 个 加 法 .不 准 验 证 ，T(V) 在 这 样 的 加 法 与 乘法 下 成 一 
环 (验证 留 给 读者 ). 显然 ， 环 T(V) 具有 单位 元 素 ， 乘 法 不 适合 交换 律 ， 当 然 ， 
T(T) 除去 环 的 结构 外 ， 还 有 一 个 线性 空间 的 结构 . 

定义 8 如 上 定义 的 代数 结构 了 (Y) 称 为 线性 空间 V 的 张 量 代数 . 

TIV) 这 个 代数 结构 本 身 并 不 具有 很 多 有 趣 的 性 质 , 我 们 也 不 打算 对 它 进行 
什么 讨论 ， 但 是 它 为 以 后 的 讨论 提供 了 基础 . 


86 ”交错 化 

从 这 一 节 开 始 ， 我 们 假定 域 的 特征 为 0. 

设 V 为 域 FF 上 一 nn 维 线性 空间 ， el,…'…en 是 V 的 一 组 基 ， 了 (T) = 
儿 T(V) 是 的 张 量 代数 .我 们 知道 ， 对 于 * > 0. 


r=0 


Ei Ei br = 1 2 


构成 Tr(T) 的 一 组 基 . 
令 5, 表示 r 个 文字 的 对 称 群 ,具体 地 说 ， Sr 就 是 由 集合 {1,2,….?} 上 
全 体 置 换 组 成 的 群 ， 对 于 任意 的 ck 5;, 我 们 定义 T.(V) 的 一 个 线性 变换 为 


Oléi BDE) = Ei BD En 


仍 用 o 表示 这 个 线性 变换 ， 例 如 ， 当 ?三 3， 


1 2 3 
CI 二 
231 
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于 是 
olE4 BE3 DBE2) = £3 WE2 DEd) 
也 就 是 说 ，o 是 对 于 基 向 在 肢 标的 次 序 作 置 换 . 
定义 9 对 于 7 > 人 0 我们 定义 工 (V) 的 线性 变换 Alt 为 : 


1 
Altrlen 四 … 罗 cj 一 厅 > sgn(o)o (ei Be Ei) 
CC) 


其 中 sgn(o) 表示 o 的 符号 ， 即 


1， 当 o 为 侦 冒 换 ， 
-1 当 c 为 奇 置换 ， 


而 并 对 Sr 中 全 体 置换 求 和 . Altv 称 为 交错 化 变换 
由 线性 变换 o 的 定义 不 难看 出 ， 对 于 


sgnlc) = | 


a1 8 ar €E TV), 


有 
afo Rr) = og) BH ort) 
因 之 ， 我 们 有 
Altr(Ql Br) = > sgnfajozfal RC Sr), 


下 面 来 讨论 线性 变换 Alt 的 性 质 . 
定理 9 对 于 oe 59, 我们 有 


Alt -o = oAlt» = sgn(o}Altr, 


证 明 因为 T.(V) 中 元 素 全 可 以 表 成 形式 为 
Ql BB Oy 
的 元 素 之 和 ， 所 以 在 讨论 线性 变换 的 性 质 时 ， 我 们 只 需要 考察 线性 变换 在 这 种 
元 素 上 的 作用 就 行 了 . 


Alty afal 入 ar) 
1 
= 本 >》 sgn(T)T .afal BR or). 
J" TD 


86 交错 化 321 


我 们 知道 ， (sgn(7))? = 1, 对 所 有 的 7 € 5;, 而 且 当 7 取 遍 5; 中 元 素 时 ， 
ra 也 取 遍 S 中 元 素 ， 由 此 即 得 


Altr- Gal 芒 多 pe) 
1 
二 本 SBn(0) 2 sgn{T)sgn(a)r(olal BB ar)) 
1 or 
二 sgn(0) = >》 sgn(To) (roa) (oe Ry) 
TES, 


1 

= sgn(0) > sgn(T)T(a] ® + HB ar) 
了 ESr 

= sgn(o)Altr(al B® or), 


于 是 
Alt, .0 = sgn(o)Alt,. 
同样 可 证 
T Alt = sgn(o)Alt,. 
定理 告诉 我 们 ， Alt' 与 o 是 可 交换 的 . 口 
推论 Alt .Alt' 一 上 lt- 
证 明 


Alty ' Altr(Q] 区 co) 
1 
= Altr 6 > sgn(o)ala 多 … sa] 


rl 


“gE€Sr 
= 2 sgn(o)Alt, :ola @ 多 ar) 
TES- 
二 机 >》 ， (sgn(o)) :Altr (oO1 网 Bar) 
ES 


= Alt,(a $B er)， 
这 里 是 因为 $+ 有 7! 个 元 素 ， 所 以 ， 
(sgn(o)) = >， 1=7. 


ES- ESr 


这 就 证 明了 
Altr .Altr = Altr. 口 


由 此 可 知 ， Alt 是 一 个 军 等 元 素 . 
推论 2 当 r>n 时， Alt» = 0. 
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证 明 设 &1,…,en 是 线性 空间 V 的 一 组 基 . 我 们 知道 ，T(r) 的 一 组 基 为 
Ei BE Uy = 1,2,.,n. 


因为 > > x 所 以 不 论 肢 标 怎样 取 ， 在 向 量 6i,,…,es, 中 总 是 有 两 个 是 一 样 的 . 
兽 如 说 ， j= 术 . 令 o = (jk), 于 是 


根据 定理 9, 有 
AAltr(ey 人 i) 
= Altro (en RB ei) 
= sgn(o)Altyr(en BB ei,) 
= —Altr(ei, B+ HE.), 
由 此 即 得 


上 Altr(zi Bi) = 0. 


Alt; 把 每 个 基 向 量变 成 索 ， 当 然 Alt' = 0. 口 
这 就 是 说 ， 当 r > mw 在 TT.(V) 上 Altr 是 零 变换 . 
推论 3 对 于 任意 的 ET.(1),y ET,(W), 有 


Altrrs(T BW = (1) Altrrs(y R22)., 
证 明 设 z=ai 久 名 Qr,y 二 所 名-… 久 Bn. 取 
1 2 ne 3 98 二] -: 7 十 8 
0 二 ， 
7 十 1 r+2 :和 ?+s 
oI HY) = YBI. 


由 于 T.(V") 的 元 素 全 是 上 面 这 种 形式 元 素 之 和 ，Ts(V”) 也 如 此 ， 而 o 是 线 生 变 
换 ， 所 以 对 于 任意 的 ze T.(V),y € Ts(Y) 也 都 有 


显然 有 


ox BY = YY, 


简单 计算 即 得 
sgn(o) = (—1)™, 


根据 定理 立即 推出 所 要 的 结论 . 口 
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定义 10 五 (F) 中 元 素 z (r > 0) 称 为 反对 称 的 ， 如 果 对 于 所 有 的 ne Sr 
适合 
0(Z) = sgn(o)z. 
定理 10 设 zE€ET(1) (r > 0). 是 反对 称 的 当 且 仅 当 Altx 二 蔗 . 
证 明 如 果 zz 反对 称 ， 即 o(x) = sgn(c)z, 堵 么 
Altrz= 过 > sgu(o)alz) 


? 
TESr 


反 过 来 ， 如 果 Altrz = z, 那么 由 定理 9 即 得 
Ifz) = oAitr(z) = sgn(o})Altrx = sgn(o)x. DD 


定义 11 Eo0(W) = To(1) = 
对 于 7 > 0,E,(V) = AltrT.(T). 
Er(V) 就 是 Alt; 的 象 空间 . 由 上 面 的 讨论 可 知 ， 当 了 > n 时 ，E,(T) 为 备 
空间 . 
推论 设 xweET(W) (7 >0). 了 是 反对 称 的 当 且 仅 当 EEr(VW). 
证 明 由 Ait; 的 逢 等 性 可 知 ， 如 果 z € Br(TW, 那么 Altrx = zz7 即 反对 
称 . 
如 果 z 反对 称 ， 那 么 z= Altrz € EE.(V). 口 
由 Alt; 的 定义 可 知 ， 当 7 = 工时 ， Alt; 就 是 恒 等 变换 . 以 下 我 们 约定 Alto 
就 是 下 上 的 恒 等 变 换 ， 这 个 约定 与 定义 11 是 一 致 的 . 
定理 11 对 于 x ET(V),y ET{W),z € Tp(V), 我 们 有 


Altrrstp(Altr+a(X 久 四 名 必 ) 
= Altrrstp(T 多 Altstp{y & 2)) 
= Altrtstp(T BY @ 2). 


证 明 以 下 证 明 只 考虑 r,s,p > 0 的 情形 ， 其 余 情形 留 给 读者 ， 
我 们 先 来 证 明 
Altr+atp(Altrrs(T D2) 二 起 liretp(T 翁 YY 区 2)， 


对 于 FE Bj 我 们 定义 a’ E Sr+stps 0 在 (1 2 十 3) 上 的 作用 与 o 
相同 ， 而 保持 {7 +s +1,…,r 十 8 十 p} 中 每 个 元 素 不 动 ， 显然 ,映射 十字 是 
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Sr+s 到 Sristp 的 一 个 单一 同 态 ， 而 且 sgn{(o) = sgn(o'}. 


Altnratp(Altr ol 多 y) 外 2) 
1 
= Altristyp | ( >》 sgn[c)a(Z ® 中 凶 | 


ESrrs 


1 
= Alt.s a 3 2 
lt stp rt) 和 sgn(o)a(r ®Y) | 
TESr+s 


1 
= Altrrstp + > sgn{o' Yo'(z ZY 3) 


OESrts 
1 ' 
二 一 一 一 Alt : 
人 二 D3 sgn{o' )Altrrstpo (tT ® YB 2) 
= Altrrsetp(? BY 2). 


至 于 第 2 个 等 式 的 证 明 ， 我 们 只 要 改变 一 下 置换 群 的 映射 就 行 了 ， 对 于 
OE Sstp; 我 们 定义 og € Srietp 它 保 持 {1, 7 r} 中 每 个 元 素 不 动 ， 而 在 {fr 下 
1,…,? 十 8 十 p} 上 的 作用 按 顺 序 与 o 在 们 ,…,s +p} 上 上 的 作用 相同 显然， 
om ol! 也 是 Ss4p 到 Sipsatp 的 一 个 单一 向 态 ,， 且 sgn(o) = sgn(o'). 证 明 的 其 余 
步骤 完全 一 样 . 口 
87 外 代数 

土 面 对 于 每 个 工 (V) 我 们 定义 了 交错 化 变换 Altr, 作 它 们 的 直 和 

Alt = Alto + Alt1 一 
它 是 T(V) 上 的 线 性 变换 .根据 以 上 的 讨论 我 们 有 
ALtT(V) = Bo(F) + BY) + -+ Enl(V), 


用 El(T") 表示 这 个 线性 空间 . 
在 EB(V) 上 我 们 来 定义 一 个 新 的 习 法 . 
定义 12 对 于 zy €E(W), 令 


rTAY= Alt(x HH, 


zy 称 为 7,9 的 外 乘积 . 
设 
r=T0+21 tTn yy 二 Wt 十 和 十 Yn 
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其 中 Yi, Yi E Ei(V), t=0,1,.,n. 按 定义 ， 


r Ay=Alt(z ®y) = Alt 和 Dy zi® ] 
i1=0 j=0 
nn n 


=》 Altit, (x: ® Yj). 
i=0 j=0 
对 于 不 所 Eo{V),T = E(V), 显然 有 
天 A 二 A = kx, 


因 之 ，1 € Eo(V) 就 是 这 个 乘法 的 单位 元 素 ， 
由 定理 9 推论 2, 对 于 x & EV),yE Es(W), 如 果 r+s>n, 那 么 TAy =0. 
由 定理 11, 我 们 有 


TAYAz) = (TAY) AZ, 


即 外 乘 适合 结合 律 . 
由 定理 9 推论 3, 对 于 zz EB.(1),y € BlW), 我 们 有 


TAy= (1) yAZ. 
特别 地 ， 对 于 a,3EV= (WV) 有 
aAB=—HAQ, 


由 此 即 得 ， 对 于 ae VY, 有 
QaAa=0. 


因为 T.(Y") 的 元 素 全 可 以 表示 成 形式 为 
QB ar 
的 元 素 的 有 限 和 ， 而 
Altlo @ Bar) = 和 人 …Aar， 
所 以 Er(V) 的 元 素 全 可 以 表示 成 形式 为 


olA:.Aar (oarE 了 


的 元 素 的 有 限 和 . 
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定义 13 E(Y) 在 数 基 乘法 ， 加 法 与 外 乘 这 些 运算 下 所 成 的 代数 结构 称 为 
线性 空间 VV 的 外 代数 或 格拉 斯 遇 (Grassmanr) 代数 . 

撒 开 数量 乘法 ， E(V) 是 一 具有 单位 元 素 的 环 ， 这 个 环 有 有 零 因子 . 

定理 12 设 玉 为 域 下 上 一 nn 维 线性 空间 ，z1,…,sn 是 下 的 一 组 基 . 于 是 

1) (VWV) 的 维 数 是 1, 对 于 0<r<nenAAe.. 其 中 1<ii<io< 


< 构成 到 (1) 的 一 组 基 ， 从 而 (VW) 的 维 数 是 | 


2) E(V) 的 维 数 是 2" 

证 明 这 里 只 需要 证 明 , 对 于 0<r<neaAAai, 其 中 1<ii<io< 
-之 讶 之 nn 构成 EB.(V) 的 一 组 基 就 行 了 ， 其 余 的 部 是 这 个 结论 的 简单 推论 . 

上 面 已 经 看 到 ， EE.(V) 中 元 素 全 可 以 表示 成 al A…:A ar 这 种 元 素 的 有 限 
和 ， 因 而 都 可 以 表 成 


En AAA 人 Sb) ir 二 1, 


这 些 元 素 的 线性 组 台 . 因为 ei 入 s; = -ej 人 Ei, 所 以 si ，… ,Ei, 这 些 元 素 的 外 乘 
积 ， 当 次 序 不 同时 ， 最 多 相差 一 个 正 负 身 ， 由 此 可 知 ， Er(V") 的 元 素 一 定 可 以 
被 


EL AAS 工区 和 信和 区 和 


这 些 元 素 线性 表 出 ， 下 面 来 证 它们 的 线性 无 关 性 ， 我 们 知道 ， 


Eil A NEi ee 多) 
本 sgh{(o)o(en BB.). 
”ESr 


如 果 (1 天 (11,: “jr), ), 其 中 jl MM ‘Jr 也 适合 条 件 1 < 1 < Ck 
并 之 n. 那么 对 于 任意 oa,TE Sr, 有 


af Ber) TER BB ei), 


文 就 是 说 ， 在 表示 成 T.(W) 中 一 组 基 元 素 的 线性 组 合 时， 在 su A:…Ae, 1< 
1 <P< < 和 mi 的 不 同 元 素 中 出 现 的 基 元 素 全 不 相同 ， 因而 它们 线 性 无 
关 . 口 
定义 14 E,(V) 中 的 元 素 称 为 7- 向 量 . 
下 面 我 们 将 建立 7- 向 其 与 VV 中 r 维 子 空间 的 联系 ， 在 这 之 前 先 证 明 
定理 13 设 am arEt olA'…Aor =0 当 县 仅 当 al :ar 线性 相关 . 
证 明 无 妨 假定 > > 1. 因为 > =1 的 情形 是 显然 的 . 
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如 果 Ql ,Or 线性 相关 ， 辟 如 说 ， Cr 可 以 表 成 位 13 Cr 一 1 的 线性 组 合 ， 
er = dQ 十 十 久 _iGr-1， 
那么 有 
QA A lANr 
=QIA: :AArl A (bla ss 十 及 -1or-1) 


了 一 上 
=》bhotA'…AoarAm=0. 
这 1 


反 过 来 ， 如 果 el，……,ear 线性 无 关 ， 那 么 它们 可 以 扩充 成 Y 的 ~- 组 基 ， 辟 
如 说 ， 
at Or hr 
是 V 的 一 组 基 . 由 定理 12, al A…:Aar 是 BB(VW) 的 一 组 基 中 的 一 个 元 素 ， 从 而 


QlA:Aar 0. 口 


在 三 维 欧 氏 空间 中 ,向 基 之 问 可 以 定义 x 乘 . 如 果 a.8 生成 一 个 二 维 子 空 
间 ， 那 么 


nx 


就 是 这 个 一 维 子 空间 的 一 个 法 向 址 . 法 向 量 a x 8 不 但 唯一 决定 这 个 二 维 子 空 
间 ， 而 且 还 给 出 这 全 二 维 子 空间 一 个 定向 ， 如 果 再 考虑 到 向 基 的 度量 性 质 ， 覆 
么 向 其 a x 8 的 长 度 就 等 于 以 @,8 为 这 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 而 向 量 c x ?3 本 
身 就 可 以 认为 是 给 出 了 这 个 平行 四 边 形 的 定向 面积 ， 当 n > 3 时， 在 ” 维 空间 
中 ， 我 们 不 再 有 x 乘 的 概念 ， 而 外 乘积 正 是 x 乘 的 一 个 推广 . 

定理 14 设 广 是 域 百 上 一 吕 维 线性 空间 , 研 是 下 的 一 个 子 空 间 ，?1，… ,六 
是 全 的 一 组 基 . 于 是 mr- 向量 z= 放 A…A 仿 除 一 非 震 常 数 倍 外 ， 被 子 空 间 本 
所 决定 ， 且 

环 ={facriaAr=0}， 


证 明 设 G……G 是 你 的 另 一 组 基 ， 于 是 我 们 有 


二 CLII 十 -十 Clrgjr， 
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其 中 |cij| 关 0. 直接 计算 即 得 
Gr A A Cre t+ Cen) A A (crm + + err?r) 
=|ciyln A A nr- 
这 就 证 明了 ， 队 去 可 以 差 一 非 零 倍数 外 ，7- 向量 妨 入 …A 六 被 你 唯一 决定 ， 
而 与 基 的 选择 无 关 . 由 定理 13 立即 推出 
W={aeVlaAzr=0}. 口 

定理 14 表明 ，r- 问 基 看 A…: 和 入 完全 决定 了 子 空 间 伯 . 如 果 站 是 一 欧 
氏 空 间 ， 却 么 按 适当 的 方式 在 五 (『) 中 可 以 定义 内 积 . 于 是 六 向 量 六 入 .… 入 六 
不 但 决定 了 子 空间 你 , 而 且 给 出 了 WW 的 一 个 定向 。 7- 向 量 加 入 … 人 yr 的 长 
度 就 等 于 由 芒 ,… ,7 张 成 的 7 维 平行 体 的 体积 .这 些 就 不 细 说 了 . 

如 果 在 ” 维 线性 空间 下 中 取 定 一 组 基 

El “1En, 
那么 si A 人 sg,, 1 让 <…<ir nn 就 是 包 (W 的 一 组 基 . 对 于 r 维 子 空 
间 Tt,， 取 一 组 基 人 1Dr, 我 们 有 
PAA = bi A A Ei 
其 中 1<ih<…<ir<n, 把 基 向 量 &;, 人 … 人 入 gi. 按 一 定 顺 序 排 好 ， 数 组 
站， 区 区 

就 称 为 子 空间 研 的 普 吕 克 (Pliicker) 坐标 . 上 面 的 讨论 表明 , 在 取 定 站 的 一 组 
基 之 后 ， 子 空间 完全 被 它 的 普 吕 克 坐 标 决 定 ， 而 普 朋 克 和 坐标 可 以 相差 一 个 非 零 
倍数 . 

因为 > 维 子 空间 你 的 普 吕 克 坐 标 可 以 相差 一 个 非 零 常数 ， 所 以 它 可 以 看 
作 Cr - 1 维 射影 实 间 中 的 一 个 点 。 n 维 线性 空间 中 全 体 7 维 子 空间 可 以 看 作 
是 Cr -1 维 射影 空间 中 的 一 个 子 集 合 ， 可 以 证 明 ， 这 个 子 集合 是 一 代数 流 形 ， 
通常 称 为 格拉 斯 对流 形 . 


88 ”5E(1) 的 线性 变换 与 对 偶 


设 下 是 域 下 上 一 ma 维 线性 空间 ，4 是 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 . 我 们 
已 经 定义 过 线性 变换 的 张 量 积 ， 即 4 8-… 名 A(r 个 ) 是 五 (T) 到 自身 的 线性 变 
换 ， 我 们 来 证 明 ， Er.(V) 是 这 个 线性 变换 的 不 变 子 空间 ， 事 实 上 ， 对 于 


al 区 NB@arETph 
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我 们 有 
[A VA 人 or) 


=(A®.. a IT)ofal B.D ar) 


TESr 
= > sgn(o)at Aa! B® Anr) 
gES,. 
= Alt,(AX.…% AAA SK ar). 
这 就 是 说 , 在 (WV) 上 ，(4 名 … 吕 4 三 Alt 是 可 交换 的 ,因而 Altr 的 象 空 
间 世人 (P) 是 4@… 双 4 的 木 变 子 空间 . 
限制 4B&.…24 在 豆 (f) 所 得 到 的 线性 变换 称 为 由 4 在 EE.(V) 上 诱导 出 
的 线性 变换 ， 这 个 线性 变换 记 为 
4A.…A4(r 个 ). 
由 定义 以 及 线性 变换 的 张 量 积 的 性 质 立 即 得 出 : 对 于 线性 变换 4, BB :V 一 
六 , 对 于 单位 变换 五 有 
1. (AA.--:AA)(BA...AB)=(ABA...A AB). 
2. 互信.…A 人 忆 足 EE,(V) 上 的 单位 变换 . 
3. 如 果 4 可 逆 ， 那么 4 入 …A A 也 可 逆 ， 是 


(AA---:AA)'= A A...AAT. 


对 于 VV 的 对 侦 空 间 V* 我 们 当然 也 可 以 定义 TT(V') 与 五 (V"), 下 面 来 建 
立 Er(V*) 到 EE.(1)* 的 一 个 同 构 映射 . 
设 fi,'…,frE VF”, 定义 


(fi BB fo Be B07) = fe) frlar), 
我 们 知道 ， 这 就 给 出 了 TCV*) 到 全 (PT 的 一 个 同 构 映射 在 这 个 映射 下 ， 
fiA-A fr A Nor) 


人 > sgnlo)olm 作 | 


ES 
一 :二 = sgn(oOF A A fl [Ce SB “WB Qetr)) 
oes, 
i 和 sgnfc) ”一 Ee S81 (Tifr0) ® fr ou 1) 四 ， "orn)) 
TESr 


= >》 sgn(o) 3 gn(T) fr ao)) frir) loot) 
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不 难看 出 ， 


和 sgn(T)fry (oo) fr (oo) = 三 | 天 (ao 站 = sgn(o)|fi(a,)), 


TES. 


于 是 
A- Afr(larA..-.Aar) 


i nf to, 
Se Cy > SB8 {a) lf:(@;)| 
= fo 
在 Vr™ 中 取 EL "1En 的 对 偶 基 ,fh 即 
files) 三 6ij, 了 三 1,- nN. 


我 们 知道 ， 庆 A… 人 人 所,， 1 < <…<i 记 <n 是 妃 (V*) 的 一 组 基 ， 根据 以 上 
计算 ， 我们 有 


fi A A fis{lEj A 


1 。 - a . 
Rid a eit) Oe ah) 
0, 当 人， 人 ) 天 (三 条)， 


这 就 是 说 ， 在 上 面 这 个 同 构 映射 下 ， (WV*) 的 基 fA…Afi,1<i<…< 
i 之 贞 射 到 Ei(V) 的 基 ej AAAer 1<7< < 和 和 mu 的 对 偶 基 ， 因 
而 给 出 了 BV*) 到 E.(V)* 的 一 个 同 构 映 射 . 以 后 我 们 常常 按 这 个 同 构 映射 把 
Er(V*) 与 B.(V)"* 等 同 起 来 . 

向 基 的 外 乘积 与 线性 空间 的 外 代数 在 现代 分 析 与 微分 几何 中 已 经 是 必 不 本 
少 的 工具 ， 这 里 只 是 给 出 它们 的 基本 的 代数 性 质 ， 至 于 如 何 应 用 在 其 它 有 关 谍 
程 中 将 会 谈 到 ， 


习 题 
1. 设 人 太 煞 是 域 下 上 的 线性 空间 我们 用 
Hom(V, W’) 


代表 全 体 由 WY 到 WW 的 线性 变换 所 成 的 集合 ， 在 HomtW 矿 ) 上 ,我 们 定义 运算 如 下 : 对 于 
A,B e Hom(V, W), ke F, 


(4+ B)a= Aa+ Ba, 
(kA)a = Kk(Am), a EV. 


习 是 331 


证 明 Hom(VY, W) 在 这 样 的 运算 下 成 一 线性 空间 . 
2. 设 久 到 是 域 下 上 的 线性 空间 ， 维 数 分 别 为 mn, 而 61，… ,En 与 入,…,?pn 分 别 
是 站 与 琴 的 基 . 对 于 A4EHom(V,W), 有 


Aci | Ql 十 p+ + Gmilim, 


我 们 称 窍 阵 


为 线性 变 搞 44 在 这 两 组 基 下 的 矩 阵 . 证 明 : 这 个 对 应 是 由 线性 空间 Hom(V,W) 到 全 体 mxn 
矩阵 组 成 的 线性 空间 的 个 同 构 映射 
3， 设 线性 空间 VW 的 维 数 分 别 是 n,m, 求 Hom(V, WW) 的 维 数 . 
4. 设 Et 分 别 是 线性 空间 机 WwW 的 基 ， 线性 变换 A E Hom({V’, W) 
在 这 两 组 基 下 的 矩阵 为 4. 作 基 变换 
(人 en) = (81,., En)D, 
(有 = (m, Tn) 
求 线性 变换 44 在 新 基 下 的 定 阵 . 
5、 设 线性 空间 Y 与 你 的 维 数 分 别 是 ”与 m, 4 & Hom(y 丈 ). 证 明 : 在 了 与 不 中 
可 以 分 别 取 基 el， …,sn 与 四，…,gn 使 
As, = t= 1,.…,r, 
As; =0, j=7r+1,.,n, 


用 述 与 之 联系 的 关于 窍 阵 的 结果 . 
6. 设 Y 为 域 到 上 一 m 维 线性 空间 ，V* 是 Y 的 对 偶 空间 对 于 子 空间 WW CV 定义 


anmn(ly)= {feEV'|fla)=0 对 aE€ TW), 


因为 V 可 以 看 作 VY* 的 对 偶 ， 所 以 对 于 子 空间 UC V", 同样 可 以 定义 ann( 思 ). 证明 

(2) d{ann(W)) = n — d(W), 

(i) ann(ann(W)) = TT, 

(iii) 邵 巢 d( 研 ) < n, 那么 有 非 零 的 了 eVW, 使 f(a)=0 对 所 有 的 ee WW. 

(d{XX) 表示 站 的 维 数 . ) 

7. 设 Y 为 域 斑 上 的 一 n 维 线性 空间 ，V" 为 V 的 对 侦 空 间 ，5:1,… ,en 为 中 的 一 
组 基 ， 方 ,万 为 对 偶 基 ， 如 果 轴 ,…… ,7h 是 的 另 组 基 ， 


(sr = (61 , En)C. 


求 由 凡 ,… ,所 到 攻 ,… ,In 的 对 偶 基 的 计 渡 矩阵 . 
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8. 设 Y 是 域 玉 上 一 ” 维 线性 空间 ，Y” 为 Y 的 对 侦 空 间 ， si … ,en 为 了 的 一 组 
基 ， 及,…, fn 为 对 偶 基 .定义 同 构 映射 9 :太一 Y” 为 


¥(ei) < i, 1= 1,.…,n, 
证 明 ， 随 着 基 的 不 同 这 样 定 义 的 同 构 映 射 一 般 是 不 同 的 . 


9. 设 仿 仇 是 域 五 上 的 有 限 维 线性 空间 ，V",W" 分 别 是 它们 的 对 侦 空 间 . 
(i) 对 于 给 定 的 A E Hom(V,W), 对 于 任意 的 9 E W”, 证 明 存 在 唯一 的 Fe V*, 使 


fla) =8(4e)，aET 


(ii) 证 明 ， 上 面 定义 的 映射 9 品 了 是 不 "到 V* 的 一 个 线性 变换 ， 这 个 线性 变换 记 为 


(ii) 证 明 4 D A* 是 Hom(V;W) 到 Hom(W",V') 的 一 个 线性 变换 . 
(iv) 在 对 惕 基 下 ， 4 与 4“ 的 矩阵 有 什么 关系 ? 
10. 设 访 W 是 域 下 土 两 个 有 限 维 线性 空间 ， f(a,B)E P(VW). 令 


Vo = {a EV|f(a.8) =0 对 所 有 的 PEW}, 
全 "= {8€EW|f(a,8) =0 对 所 有 的 ET 


(i) 证 明 V?,W? 是 子 空间 . 
(i) 如 果 V? = {0}, 证 明 d(V) < d(W); 同样 ， 如 果 W?”= {0), 那么 dW) < d(W). 
{i 对 于 商 空 间 V/V? 与 W/W? 的 元 素 “+ Yo 与 8+W" 定义 


Fla+ V+W") = fa, A), 


证 明 这 个 定义 是 合理 的 , 且 f€ P(VIV”, W/W"). 
(iv) 证 明 d(VAV?) = d(W/W?). 
11，( 定 更 7 的 后 一 半 ) 设 Y 与 W 是 域 FF 上 线性 空间 ， 证 明 存 在 一 同 构 映 射 9 : 
VW WS%V 使 
ylaR p= %a, aEV EW. 
12. 设 域 F 土 线性 空间 Y 有 直 和 分 解 


入 = 位 十 1 


Vi= {f EV |f(W) =0)}, 
Va= {f EV | FV) = 0 
证 明 VV* = 中 二 信用 Vi WV Vz. 
13. 设 44 为 域 下 上 nxn 和 矩阵 ，B 为 mx m 答 和 阵 . 证 明 : 
(ij 4@B 与 B® 有 4 相似 ; 
(i) |4®@B|= 14"IBh". 
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14. 设 VV 是 域 下 上 一 nn 维 线 性 空间 .定义 狗 射 


yi:V @V Hom(VV) 


( (Es 3) 加 = 和 AD)as 


i=1 
证 明 : ”yp 为 - 辣 构 映射 且 
tr(p(f ®B 0)) = fla), 
其 中 tt 表示 线性 变换 的 迹 . 
15， 设 访 , V9, WI, Wa 是 域 夏 上 的 有 限 维 线性 空间 ， 定 义 双 线性 映射 p : P(V1,V2) x 
PW W2) 一 POV, Va, Wi, Wa) 为 


Pp{f, 9 01, 2, 1, 02) = fla1, 02)g9(Bi, 2), 


证 明 
P(Vi, To) ® PR Wr) & P(V, V2, Wi, Wo2), 
其 中 EVi,Bi EWi,i=1,2. 
16, 设 亦 是 城 五 上 任 一 线性 空间 ， 9 为 Y 的 一 个 子 集合 ， 9 称 为 V 的 一 组 基 . 如 果 
(i) 5S 的 任意 一 个 有 限 子 集合 都 线性 无 关 ; 
it) Y 中 短 一 个 向 量 都 可 以 表 成 5 中 有 限 多 个 向 量 的 线性 组 全 . 


设 公 是 mw 维 线性 空间 , 而 cr, ,rs 是 克 的 基 ，r 二 1,2,…. 作 直 和 V= 2 他 . 
r=0 
证 明 集合 


3= {ern :Ernry 7 二 12… 小 
是 Y 的 一 组 基 . 
17. 设 六 是 域 上 一 有 限 维 线性 空间 .证明 VW 的 张 量 代数 T(V) 无 零 因 子 . 
18， 设 域 F 的 特征 为 0, Y 是 域 下 上 一 有 限 维 线性 空间 ， 对 于 YE Tr(V), 定义 


syml(£) = 广 > alz). 


了 多 Sr 

证 明 ， 

(i) symoe = osym = sym; 

(ii) gym? = sym; 

(i symz 二 2 当 且 仅 当 zfz) = 2, 对 所 有 的 c € 9r. 

19， 设 域 F 的 特征 为 0, Y 是 域 下 上 一 有 限 维 线性 空间 . 对 于 zE Tr(V),y € Ts(V), 
证 明 ; 

Altrrs(Alts (7) ® VY) = Altrr+s(T B A (W)) = Altr+s(2 @ Y). 


334 第 九 章 多 重 线 性 代数 初步 


20. 符号 同上 . 在 T(V) 中 用 了 代表 线性 变换 Ait 的 核 ， 即 
I= {reT(V)|At(z) =0}. 


证 明 : 

人 工 是 了 (Y) 的 一 个 双边 理想 ; 

(Gi) TNE(V) = {0}; 

(证 ) T(V) = 118 BE(V): 

{iy) EV) Se T(VYL. 

21. 设 域 的 特征 为 0, V 是 域 下 上 一 n 维 线性 空间 ，s1,…,en 是 下 的 一 组 基 ， 对 
于 任意 取 定 的 ze En--( 让 , 对 于 任意 的 ye Er, 其 中 0<7<m 我 们 有 


TAY= fr(Vel AN A En, 


证 明 
QD 疡 是 囊 (Y) 的 -个 线性 函数 ; 
i) 映射 ?+ 品 记 是 En-r(V) 到 EE.(V ") 的 一 个 同 构 映射 . 
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